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Quaternionenringe

Von Rud FUETER, Zurich

In einer grundlegenden, tiefgehenden Abhandlung hat Herr Brandt *)

die Anthmetik der Quaternionenalgebren mit rationalem Zentrum studiert
Seine Ueberlegungen werden wesentlich mit formentheoretischen Mitteln
bewiesen Im folgenden untersuche ich mit rein anthmetischen Methoden
dieselben Algebren Im /. Abschmtte gebe ich einige Satze uber die
Grundzahl der Algebren. Die hier entwickelte Méthode gestattet die
Brandt'schen Resultate ohne Formentheone zu beweisen, wie ich an an-
derer Stelle zeigen werde Im 2. und 3. Abschmtte studiere ich die
Brandt'schen Algebren relativ zu einem m îhr enthaltenen quadratischen
Korper Dièse Fragestellung fuhrt zur Aufstellung gewisser Quaternionenringe,

die eine weitgehende Analogie zu den Ringen in quadratischen
Korpern besitzen Im ^. Abschmtte stelle ich aile maximalen Integntats-
bereiche auf, in denen zwei ganze, und konkordante mcht kommutative
Quaternionen liegen. Das gefundene Résultat enthalt in sich die Losung,
die Latimer2) im Falle der verallgemeinerten Quaternionen angegeben
hat. Vergleiche hierzu auch die K HEY'sche Dissertation3). Die einge-
fuhrten Quaternionenringe sind, wie jetzt im 5. Abschmtte gezeigt werden
kann, nur Spezialfalle allgemeinerer Quaternionenringe Der 6, Abschniti
bnngt die Ringidealtheone Die Ringideale besitzen eine kanonische Re-

lattvbasis in bezug auf den quadratischen Unterkorper. Da umgekehrt
durch die kanonische Basis ein Ringideal stets gegeben ist, so kann man
aile Ringideale wirkhch aufstellen Ihre Einteilung in Ringidealklassen
(7 Abschnitt) wird in gewohnter Weise definiert. Die kanonische Rela-
tivbasis Iaf3t im 8 Abschnitt einen bemerkenswerten Zusammenhang eines-
teiis mit der Gruppe der unimodularen hnearen Substitutionen eines
quadratischen Korpers, andernteils mit der Théorie gewisser Hermite'scher
Formen erkennen Aequivalenten Ringidealen entsprechen aquivalente
Hermite'sche Formen

Von der reichhaltigen Literatur mochte ich die mteressanten Abhand-
lungen von Wenkow4) hervorheben Sie beziehen sich allerdings nur

1) H. Brandt : Idealtheorie in Quaternionenalgebren Math. Ann 99. S 1

(1928).
2) C. G Lattmer Arithmetics of generalized Quaternion algebras. American

Journal of Math Vol. XLVIII, 1, S. 57 (1926)
3) K. Hey. Analytische Zahlentheone in Systemen hyperkomplexer

Zahlen Hamburg, 1929, Dissertation
4) B Wenkov Ueber die Anthmetik der Quaternionen. Bull. Acad. Se de

l'U.R S S. 1922, S 205, 221, (russisch)
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auf den Hurwitz'schen Fall der Algebren, beruhren sich aber in manchen
Punkten mit meinen Ausfuhrungen, wie ich gelegentlich zeigen werde
Aufierdem hat Korinek5) die in den Brandt'schen Algebren enthaltenen
quadratischen Korper untersucht Insbesondere hat er den Satz, daf3 die
Pnmteiler der Grundzahl in keinem dieser quadratischen Korper in zwei
verschiedene Pnmideale zerfallen konnen, bewiesen Dièse Eigenschaft ist
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend, wie er zeigt

In der Bezeichnungsweise schlieCe ich mich îm allgemeinen der Brandt*
schen Abhandlung an, auf die ich verweise

1. Hilfsâtze

Es sei Q eine Brandt'sche Quaternionenalgebra, d h eine Algebra mit
rationalem Zentrum / sei ein maximaler Integntatsbereich in Q, und

w0 I, (Oj, w2, o)z eine reduzierte Basis von / Setzt man

(k)

wo zo:= i, zk> £ =_ i, 2, 3 die Quatermoneneinheiten sind, so ist-

die Grundzahl von Q Wir schhefien den Fall d — i aus, d. h den

einzigen Fall, in dem Q keine Divisionsalgebra ist. Wir setzen ferner

to4 o)ly wb w2, und

0k (Dk+i <*>k+2 — eo^+2 w^+i, k I, 2, 3

/ Htlfssatz : ozo^/' d tst etn Quaternton vo?i /, wo z, k aile Kombina-
tzonen der Zahlen i, 2, j durchlauft. Insbesondere tst n(ok)\d etne çanze
rattonale ZahL

Nach den von Brandi angegebenen Formeln ist6)

also wegen Wj wi 2* wnji <

OtOk — j(» J l) («)

6) V Konneki Kvadraticka lelesa v Kvaternionovych okruzich (Les
corps quadratiques dans les anneaux des quaternions). Z Vestniku Kra
lovske Ceske spolecnosti Nauk. 1930. Prag.

6) Brandt, S. 10, art. 22.
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wo : n Oi zo % o/ 9/* 9//) ±

Soi $02 9o3

8/1 9/2 8/3

<&ik ist null, wenn i k ist. Sind dagegen z, k zwei verschiedene der
Zahlen i, 2, 3, und h die dritte, so ist:

Daher wird, wegen g y,- z=. d~l

±

und dièse Zahl ist immer durch </ teilbar. Denn fur i k ist (J5# null
und Qi£ gerade. Fur i^k ist :

Setzt man in den genannten Brandt'schen Formeln t k, xk 1,

1 und aile ùbrigen x und7 o, so wird st-= 1, sk sh o, und:
a ± 8/* eine gerade Zahl.

n ^ O : s* 1

9/2 9/3

9*2 9*3

<&nik ist null, wenn i k, oder n /, oder n-= k. Ist dagegen wie
oben iy£ k9 n k, so ist (BHik — ± ^00 ± 2 rf, wodurch bewiesen

ist, da6 zn stets durch ^ teilbar ist, also O{Okld in /.
Nun ist aber:

(JOk + 2 0>k + l
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Wenn also o\ld in / ist, so ist es auch n(ok)/d, d h. als rationale
Zahl eine ganze rationale Zahl

2. Htlfssatz: Sind w1, Q1, w"', i2" trgend vier Quaternionen von /, ^
«* auch (u>'Q' — £V)(a>"£" — Q"w")ld zn I Insbesondere ist

n((o'{2' —Q'(o')/d ezne ganze ratzonale Zahl

Denn es ist:

ta =^ 2* xk i*>k j @ :=: ^ ^j u>j y wQ — Ûw J^ Si 0/,

somit wird-

'w') {a>"Q" — Q"w ') 2J' V sk"

woraus der Satz ohne weiteres aus Hilfsatz i folgt. Die zweite Aussage
folgt aus:

wU—Q(x) Q ta — wQ — [Qw — wQ) — Qo) — wQ — (wi? — Qw)

Wir bilden jetzt das linksseitige Idéal (oit o2, o3). Dasselbe enthalt
nach dem ebengesagten aile Ausdrucke wQ — Qw, wo w, Q îrgend zwei
Quaternionen von / sind Dièses Idéal ist aber auch rechtseitig. Denn
ist w îrgend ein Quaternion von /, so ist •

Nach dem eben gesagten ist aber die rechte Seite wieder îm Idéal.
Dièses zweiseitige Idéal bezeichnen wir mit 6 :

b (d, o,, o,)

Nun ist-

(i) w*o,+ o,o>2~ + d-{-gOtot, z=i, 2, 3,

somit ist auch d in 6. Setzt man:

so wird:
o0 — d — wjOi — w2o2 — a>3 o3.
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d. h. aber, dafi auch oo in 5 ist. ok k o, i, 2, 3, ist eine Basis von 5.

Denn die Déterminante des Moduls ist | Qtk | d2, und anderseits ist
d Faktor der Normen aller Quaternionen von 6, d.h.

n (5) d.

6 heifie das GrundtdeaL Da ubrigens auch :

Oi ok — ok ot- 4= 2do)h db gok d, i-£k,

so sieht man, da6 zwischen den Idealen o (i,whw2,wj) und 6

(oo, Oi, o2, o3) eine merkwurdige Reziprozitat stattfindet. Die Frage nach
den Diskriminantenteilern ist nicht anderes wie die Idealtheorie in b.

Nach den obigen Formeln wird:

0/0* — d{\ (—g/* ±gik) ± wA), z, k, h eine Permutation von 1, 2, 3.

Somit ist ^ die grofite ganze rationale Zahl, fur die ot ojd in / ist.

3. Hilfssatz : d ist dte grotte ganze rationale Zahl, fnr die 0/ ojd in

I Izegt {z^k).

2. Quadratische Ringe in I
Es sei eu irgend ein nicht rationales Quaternion in /. w genùge der

quadratischen Gleichung :

x2 — s (co) x ~\- n (a)) O,

wo nach Voraussetzung Spur und Norm ganze rationale Zahlen sind.
Es gilt der

1. Satz: Aile Quaternionen von Q, die mit co vertauschbar sind,
haben die Gestalt:

x+ya),
wo x, y rational sind,

Denn ist ti irgend ein Quaternion von Q, das mit co nicht vertauschbar

ist: coQ — Qco^£oy so bilden 1, a>, J2, coQ vier linear unabhàngige
Quaternionen. Wàre nàmlich:

Xq-\- x^co -f- xl Q -f- x% coQ o,
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wo die xk Zahlen sind, so folgt durch Multiplikation von links mit oj,
nachheriger Multiplikation von rechts mit œ und Subtraktion der beiden
Gleichungen :

(x2 -j- xz oj) (ojQ — Qœ) o,

woraus nach Annahme : xt -f- x3 oj o ; d. h. œ wàre entweder eine
Zahl gegen Annahme, oder ,r2 x% o, woraus xQ -\- xx œ o, also
auch x0 xt o folgte.

Daher ist jedes Quaternion S von Q in der Gestalt :

S x0 -f- ^"i oj ^- x2Q -(- ^3 a»i?, xk rational

darstellbar. Ist daher S mit oj vertauschbar, so muf3:

ojS — Soj (x2 -f- x3 w) {ojQ — iiaj) =^ o

sein, d. h. x2 xz o.

Aus dem Beweise folgt :

2. Sat&: Sind oj, Q zwei nicht vertatischbare Qiiaterntonen von f, so

sind i, oj, J2, ojQ hnear unabhangig,
Wir konnen oj eine der beiden Wurzeln seiner quadratischen Gleichung

zuordnen. Die Quaternionen x -f- yoj sind dann allen Zahlen des

quadratischen Korpers k (oj) umkehrbar eindeutig zugeordnet, falls x, y aile
rationalen Zahlen durchlaufen. Nach Satz i ist jedem mit oj vertausch-
baren Quaternion eine solche Zahl von k (oj) zugeordnet. Wir bezeichnen
die Zahlen von k (oj) gleich wie die zugeordneten Quaternionen, sprechen
also von jetzt an von den Zahlen von k (oj).

Durchlaufen die .r, y nur die ganzen rationalen Zahlen, so erhalt man
einen Ring r (oj) von k (oj). Da oj ein ganzes Quaternion ist, wird sein

Fuhrer eine ganze rationale Zahl q sein. Auch hier gilt, daf3 die
Quaternionen x-\-yo)f x, y ganz und rational, umkehrbar eindeutig auf die
Zahlen des Ringes r (oj) bezogen sind.

3. Spezielle Quaternionenringe

Es sei oj ein ganz beliebiges nicht rationales ganzes Quaternion. Wir
nehmen ein weiteres ganzes Quaternion Q, das nur durch folgende Be-

dingungen eingeschrànkt ist : a) a», Q sind nicht vertauschbar : ojQ — Qœ

^£ o. b) œ, Q sind konkordant, d. h. ihre Zwischennorm n (oj, Q) ist ganz
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und rational. oj, S gehoren dann sowohl der gleichen Algebra Q als dem

gleichen maximalen Integritatsbereich /an. Q ist sehr einfach zu be-
stimmen. Denn nach Satz 2 sind i, oj, Q, ojQ linear unabhangig, also
muG jedes Quaternion von Q in der Gestalt darstellbar sein:

S x0 + xx œ + (x, + x3 oj) Q,

wo die xk rationale Zahlen sind. Aile / zu bestimmen, wird eine Haupt-
aufgabe sein.

Wir betrachten zunachst den Integritatsbereich, der durch den Modul

[i, oj, Q, ojQ~\ gegeben ist, d. h. aile 3, in denen die xk ganze rationale
Zahlen sind.

3. Satz : Aile Quaternzonen des Moduls [/, w, Q, eo Q~\ bilden einen Ring.
Denn wir konnen jedes Quaternion des Moduls in der Form :

darstellen, wo f, ?] irgend welche Zahlen von r(w) sind. Da letztere
einen Ring bilden, haben wir nur zu beweisen, dal3 auch i?Ç im Modul
ist fur ein beliebiges f in r (w). Man sieht aber leicht, daf3 die Beziehung
gilt:

(a) ÛÇ ÇQ + s{O)e — n($,Q)

Die redite Seite ist im Modul, da n{%,Q) eine ganze rationale Zahl
und £, s(Q)Ç Zahlen von r(œ) sind.

[i, uo, Q, w£J] ist daher ein Integritatsbereich. Wann ist er ein maxi-
vialer} In diesem Falle haben wir in den Entwicklungen I.:

o)^ a)y o)2 Q, w3 wJ2, o3 u)Q — Qo),

zu nehmen. Aus der Définition der gik ersieht man, daG :

wird. Setzt man dies in der Formel (i), S 202 fur i ¦=. 3 ein, so wird:

u)Q(loQ — Qw) + [wQ — Q)wQ ^d-\- s(wQ) [œQ—Qw),

oder : ±d Q w {coQ — iiœ) — (wQ — Sw) coS
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Nun gelten folgende sehr leicht einzusehende Formeln :

(b) coQ—-Ûœ & ~d

(œQ — Qco) co =— (coQ—Qco) co w{a)Q — Qco)

(coQ — Qco) Q= — (coQ — Qco) Q Q(coQ — Qco)

Daher wird:

(2) ±d= Qœ(coQ — Qco) ~œÛ(ajÛ — Qœ) n{œQ — Ûœ)

4. Satz: i, œ, i?, wii sind dann und nur dann Basis eines maximalen
Integritatsberezches, wenn n{a>Q — Qœ) ± d ist, wo d die Grundzaiil
der Algebra zst1).

Wir haben noch zu beweisen, daG die Bedingung hinreichend ist. Es
sei S irgend ein Quaternion von /. Dann gibt es Zahlen von k (co) : £, 77,

fur die:

Wir haben zu beweisen, daC £, 7] auch in r(œ) liegen. Dazu bilden
wir :

woraus mit toQ — Qo von rechts erweitert wegen n(coQ — Qw) ± d:
4:d?] (w3—Eco) (coQ — Sco), folgt. Nach Hilfssatz 2 ist dann aber ^
sicherlich in /. Ware nun :

wo n, m, t ohne gemeinsamen Teiler und ganz und rational sind, so ware :

1 fco — (tri — n), n(coQ — i?û>)= ~^n(fjQ — Qq) -hd.

Hatten nun t, m den grofiten gemeinsamen Teiler /' ^> 1, so ware

___^ _C(;z=_r m/, was unmôghch ist, da V teuerfremd zu n ist,
v u T

7) Herr Brandt hat mir brieflich dieseD Satz mitgeteilt.
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und in / keine gebrochenen rationalen Zahlen liegen. Also mu(3 t' i
sein, und die obige Gleichung ergibt, da nach Hilfssatz 2 n(t(Q — Qtj)
Vielfaches von d ist, t ± I. Somit ist 77 in r (oj). Dann ist aber auch

^ z=i S — rjQ m I und in r (oj), was ebenso zu beweisen ist wie fur ?/.

Mit diesem Satze ist allerdings direkt niclits gewonnen, da bei gege-
benem oj, Q die Grundzahl d noch nicht bekannt ist.

Ist n (col? - - Qw) -b d, so heiGt 1, Q eine Linksrelativbasis von / in
bezug auf k(co). Ist i,oj,Q,Qoj eine Basis, so heiGt i,i2 eine Rechtsre-
lativbasis von / in bezug auf k(cu). Wegen der Symmetrie der Be-

dingungsgleichung besteht der

S. 8at% : Jede Linksrelativbasis in bezug auf k (oj) ist zugleich eine

Rechtsrelativbasis in bezug auf kfco).
Man kann daher kurz von einer Relativbasis sprechen.

4. Maximale Integritatsbereiche

Wir wollen jetzt an das Problem herangehen, die maximalen
Integritatsbereiche zu bestimmen, in denen der unter 3. angegebene Integritàts-
bereich [1, oj, Q, ojQ~] eingebettet ist. Wir setzen :

A=o)Q — Qojy D n (ojQ-~-Qoj)

D ist dann y£ o und ein Vielfaches der Grundzahl d der Algebra. Es sei

/ ein ou, Q enthaltender maximaler Integritàtsbereich. Seine Quaternionen
haben die Gestalt:

S — (f -f-1] A), £, rj in r (w), n ganz rational.

Denn wegen (a) ist:

(d) J {oj~~w)Q— s{Q)œ -\-n{œ,Si)

Da nach Annahme oj — oj^o ist, so darf man Q durch J ersetzen.

Da 3 in / liegen soll, und / die ganzen Quaternionen oj, Q enthalten

soll, muG S ganz und mit oj, â, oj â, il, ojQ konkordant sein. Dies gibt
folgende Bedingungen:

a) 3-\~E^=z — (£ + £) ist ganz und rational.

1 5 Commentarii Mathematici Helvetici 2O7



Wegen (b) und (c) ist nàmlich:

r\d -\ âri^=.7]Â — d ?j 7\ d — ^z/

j _ __

b) SS=—ï($Ç-{-^^dd) ist ganz und rational.

Denn wegen (b) und (c) ist:

-f- r\^d—

T _
c) n(co, 3) =z3co -f- <j)E =— (Ça) -\-o)Ç) ist ganz und rational.

j
d) n (J, B) =z 3 d -\~ J 3 — (^ -|- 7}) dd ist ganz und rational.

e) n(w J93) 3d o-\-dcoS —— {tj co-\-w r^) dd ist ganz und rational.

f) n(Q,5) n I—, Q\ — — D, tj x -\-yœ, x,y ganz und rational.
\ fi i tt

—, o)Q)\ -\~ — Dy ri x -\-yco, x,y ganz und rational.

Aus a), c) und ebenso aus d), e) folgt:

(oj—ct>)f=o (mod. n), (co—co)rjD^O (mod. n) in k(co)

Wir unterscheiden zwei Fklle :

A) (n, (œ—ojf) ¦==- i. Dann darf man f -o setzen. Denn Ç/n ist in

k(œ) ganz. Weil n zum Fuhrer von r(co) nach Annahme A) teilerfremd

ist, mufi $/n auch in r(oj) liegen. Man darf daher statt 3 auch S
n

nehmen, d. h. f — o setzen. Ebenso darf man annehmen, dal3 // durch
keinen rationalen Teiler von n teilbar ist. Daher folgt aus der zweiten
der Kongruenzen, da6 D o (mod. n) sein mufi. Ist ps der grôCte Prim-
zahlpotenzteiler von p in n, so gibt es wegen b) nur die zwei Môglichkeiten :

Entweder ist D o (mod. p2s), oder es ist Z) o (mod./r), 2s > r ^ s,

t]<ri O (mod. p2s~r). Im zweiten Falle zerfallt p stets in r{œ). Der erste
Fall muC immer auftreten, wenn/> nicht zerfallt in r(w). Im ersten Falle
denkt man sich n und r\ erweitert mit ps. Das neue n, y wird wieder
gleich bezeichnet, und n bleibt ein Teiler von D. Dann mu6, wenn dies
fur aile p durchgefuhrt wird, n n (n) werden, wo n ein Ringideal von
r(œ) ist.
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Man nimmt jetzt umgekehrt den grôfiten Teiler n von Z), der noch

Norm eines Ringideales von r(oj) wird und zu (w— co)2 teilerfremd ist.
Es sei n n (n) eine solche Darstellung. Ist v eine Zahl von n, fur die

v v/n zu D teilerfremd ist, so setze man :

J' ist ganz, da seine Spur null und seine Norm ganz ist. J' ist kon-
kordant mit co> il nach c) und f). Also liegt J' in einem / d ist jetzt
Teiler von Djn, da:

co J' - J' co (co— co) â, n(wJ'— A'w) (w -ojf—^~

nur den Faktor D/n, abgesehen von den Teilern von (oj -co)2, enthalt.
Nach dem Bewiesenen kann n einen Primteiler p von D, der in k (co)

meht zerfallt, nur in gerader Potenz enthalten. Geht p auch in D in
gerader Potenz auf, so ist p nicht in d enthalten. Geht dagegen p in D
zu ungerader Potenz auf, so ist n (J') D' genau einmal durch p teil-
bar. Nun Ial3t sich jedes andere ganze Quaternion co1 von Q in der
Form darstellen:

wo f, y Zahlen von k (co) sind, deren Nenner zu p teilerfremd sind.
w' genugt der quadratischen Gleichung:

**-(£+ S) x + (tf + VVD') o,

deren Diskriminante die Kongruenz befriedigt:

(f - 6)2 (mod. 4/).

/ zerfalllt nicht in ^ (oj). Wurde es nun in k (eu1) zerfallen, so mufite

(f— f f einer ganzen rationalen Quadratzahl (mod. 4/) kongruent sein,
also p auch in k (co) zerfallen, auGer wenn f m f ware. In diesem Falle
ist aber / Teiler der Diskriminante von k (cof). p zerfallt also in keinem
k (co1) in zwei verschiedene Primideale.
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Umgekehrt sind aile Primzahlen p, die in D in ungerader Potenz auf-

gehen, Teiler von d. Denn jedes Quaternion S von / ist =: £ |- rj A',
(mod. p), wo £, 3j? in r (<w) sind. Nach (b) und (c) wird daher fur zwei

Quaternione 3f, E" von /:

SB" — £"£' XJ' (mod. /),

wo X in r (co) liegt. Das Produkt von zwei solchen Ausdrucken ist durch

p teilbar, da es A1 A1 =—D' ist. Nach Hilfssatz 3 ist daher d durch /
teilbar.

6. 8at& : Ist D n (œQ — Q(o\ so enthalt die Grundzahl d der a>, Q

enthaltenden Algebra Q aile in D in ungerader Potenz aufgehenden
Primzahlen einfack, die in k (co) nicht zerfallen, dagegen keine in D
aufgehenden Primzahlen, die in k (œ) zn zwei verschiedene Primideale zrr-
fallen oder in D m gerader Potenz aufgehen.

Man sieht ubrigens leicht, da(3 diejenigen p, die in k {w) nicht zer-
fallen, und in D in gerader Potenz aufgehen, in andern k {eu') in zwei
verschiedene Primideale zerfallen.

Wir bilden jetzt dasjenige /, das auGer a>, S2 das Quaternion A'
enthalt, das zu der Zerlegung n — n (n) gehort. Es fragt sich, ob zu zwei
verschiedenen Zerlegungen n~n (n') n (n"), n' 7^ n", auch verschiedene

/' und I" gehoren. Es sei pr die hochste Potenz der Primzahl /,
die in n aufgehe. Zerfallt p m k (w) nicht, so ist n' und n", durch die-

selbe Potenz von p teilbar. Zerfallt dagegen p z=m (p), p ^ p, so sei n'

genau durch (p*) p>—2*, n" genau durch (p*) pr-2t teilbar, wo s, t irgend
welche der Zahlen o, 1, 2, r sind. Wir wahlen vf, v" in r (co) und in
n', resp. n" so, da(3 (vf)/(ps) pr~2j und (1/")/(/*) Vr~2t zu P teilerfremd
sind. Ferner sei etwa s <^t. Gehoren dann :

Ai
V'J

A An »"A
A' und A"

n n

demselben I an, so muG:'

n(A\ A") ^(v'v" -f i/V)

ganz und rational sein. Nun sind D und n genau durch pr teilbar. Somit
muG:

v'v" +v"v' ^o (mod. p'-)
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sein. Der erste Summand ist genau durch pr+*~s, also durch pr teilbar,
der zweite aber blos durch yr~~t+s 9

da s <^ t. Also sind J' und â" nicht
konkordant, und die beiden legen verschiedene / fest. Der Faktor pr
wo p zerfallt, erzeugt daher genau r -\- i verschiedene /. Das Produkt
der (r |- i) fur aile in D enthaltenen, in k (œ) zerfallenden p ergibt die
Gesamtzahl der L

B) ((w~ôjf,n)^i.
Es sei :

3 — __lL_/__
t £f 7j jn r(oj),—j, -y nicht in r(co)> n'^ i Teiler von n,

ganz und konkordant mit w, ii. Dann mu$ n ein Teiler von D sein. Demi
ist pr die grôfite in D enthaltene Primzahlpotenz von p, so kann S nie-
mais fur pr+x n ganz und kongruent mit co^Q sein, wo r -^ o. Nach
Annahme ist nàmlich:

ganz und konkordant mit co, Q, daher nach (b), (c) :

- y

_\7}M — Urj) â v

wo £ =r # |- j/oj, y u -\- vco ist, ganz und rational. Es mùfite somit

y, v durch p teilbar sein, d. h. auch x, u, da ££, y -q durch/2 teilbar sind.

Dies wiederspricht der Annahme.

Ist/ ein ungerader Primteiler von D und [w — cof, so setzen wir voraus,

da(3 fur co' co œ, niemals a///-9 ganz und konkordant mit J2, d.h.^l—, Q\
\ps I

ganz und rational ist, fur irgend ein s ^>o. Denn sonst nehme man fur

œ die Zahl œf jps .8) Fur den Teiler 2 von D und (a>— oj)2 ist sicherlich
jede Spur der Zahlen von r(œ) gerade und \a)' w- \s{oj) ganz. Man
setze voraus, daf3 niemals co'/2s + 1

ganz und konkordant mit Q ist d. h-

I <*>' \
n\ -, Q\ ganz und rational ist, fur s > o.

\2f+1 /

8) Wegen 2/f — (û'Q — Û(i)' wiirde D durch p$s resp. |>2j+i teilbar sein.
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Nun ist, wie eine elementare Rechnung zeigt :

(e) D »(4a,')»(0')-»(4«>\ ^•.j^ûZl •

Geht die ungerade Primzahl p in a/2 zu hoherer als erster Potenz auf,
und ist/ Teiler von D, so muG n(\w'yQ) durch p teilbar sein. Dann
ist co'/p ganz und konkordant mit Q gegen Annahme. Also kann p in
n(ojt) hochstens zur ersten Potenz aufgehen. p ist daher Quadrat eines

Primideales in k(œ), falls es Teiler von n{co') ist, und ist zum Fùhrer von
r(co) teilerfremd.

Ist D und n(^a)') gerade, so muf3 nach (e) auch n{\ œf,f2) eine gerade
Zahl sein; ist daher n{\w') durch 4 teilbar, so ist û//4 ganz und
konkordant mit a) gegen Annahme. Also kann auch 2 hochstens einfach in

n{\a)1) aufgehen, d. h. 2 ist dann Quadrat eines Primideals von k(w) und

zum Fùhrer von r(co) teilerfremd.
Es sei jetzt n der groOte Teiler von D, dessen Primteiler sâmtlich in

n{\a)') aufgehen. Dann ist n n2 und n eindeutig bestimmt. Wir nehmen

eine Zahl v von n, die in r(co) liegt und fur die vvjn zu n teilerfremd
ist und adjungieren zu co, Q das Quaternion:

das sicherlich ganz und nach dem vorigen konkordant mit w, Q ist.

Aufierdem ist \{Q* — Q*) £* zu n teilerfremd in k{Û*). Die Primteiler
von n werden nach Fall A) in d aufgehen oder nicht, je nachdem sie in

k(Q*) nicht zerfallen oder zerfallen. Die Bedingung ist, da6 —i2*^*
quadratischer Rest oder Nichtrest nach der Primzahl ist9).

Fur verschiedene v erhalt man denselben Integritàtsbereich. Es fragt
sich, ob derselbe noch erweitert werden kann durch das Quaternion S.
Nach dem Bewiesenen miissen dann £, rj durch n teilbar sein. Wegen
(a) kann man schreiben:

a [co — co)"1

9) Ist ni—I ungerade, so ist entweder (2) Quadrat eines Ideals von Je (a)) und in n

aufzunehmen, oder \ I (- 1 I ist ganz und konkordant mit Q und statt — zu setzen.

212



wo i/, v" durch n teilbar sind und (i/')/n zu n teilerfremd sein muO. S
mu (3 ganz sein, also :

ganz. Da v" v" D/n2 ganz ist, muf3 es auch v'v'/n2, d. h. Ç v'/n ist ganz
und in r (ai) ; daher muf3 :

f * f 'l^ D
o (mod. (w oj)2)

sein. Dièse Kongruenz ist nur fur diejenigen Primteiler von (eu — oif
in zu ihnen teilerfremden Zahlen losbar, fur die —n(v")D/n2 quadra-
tischer Rest ist, die also in k (Q*) zerfallen. Es sei nx der Faktor von
n, der aile dièse Primzahlen (einfach, 2 ev. doppelt) enthalt. Es ist

/*! n (nt) — Tti. Man setzt dann :

wo vt in tii liegt, (vt)/rii zu nv teilerfremd ist, und m eine naturliche
Zahl ist, fur die /ii min (vt) ganz und zu nv teilerfremd wird. Ist r die
Zahl der verschiedenen in nY aufgehenden Primzahlen, so gibt es 2r
verschiedene Losungen fur f (mod. /zx). Ist & eine zweite Losung, so
sind die zugehorigen S, Ex nicht konkordant, wie aus:

sofort folgt. Dagegen ist S mit œ, Q und den fruhern Grofien —

konkordant.

I. Hunptsatz: Es seien œ, Q zwei beliebige nicht vertauschbare,
konkordante ganze Quaternione. Man setze n (a>Q — Qoj) — fd, wo d die
Grundzahl der Algebra Q von w9 û ist; dann ist f=n(f), wo f ein

Idéal in k (œ) ist. Gibt es keine ?iaturliche Zahl n, so dafS (œ — o))jn9

resp. (œ — w)/2n zu Q konkordant und ganz ist, so gib't es eben so viele
maximale Integritatsbereiche /, in denen œ, Q liegen, als f in k (pi) als
Norm eines Ideals darstellbar ist. Dabei ist fur diejenigen Primzahl-
potenzen von f, deren Basisprimzahl in der Diskriminante von k [ai),

nicht aber in d aufgeht, die Zahl der Zerlegungen als 2 einzusetzen10).

10) Dieser Satz enthalt die Latimer'schen Resultate, wie man sieht, wenn man a) \^ —a*\
£=VP*9» 4=- zV^s, />-=--+4ap setzt.
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Wir wollen jetzt einen festen Bereich / herausgreifen, der zu einer
festen Zerlegung f gehort Man sieht aus dem Beweise, dafi man dann
Q stets in der Form darstellen kann-

rQ ix-\-<pH, fi in r (oj),

wo <p eine Zahl von f, H ein Quaternion von /, und r eine naturhche
zu f teilerfremde Zahl ist, die verschieden gewahlt werden kann Nimmt
man die zu zwei teilerfremden rl9 r% gehorenden Darstellungen

rxQ=i fa -f- <p, Ht, r2 tt fxt -f <p2 H2,

und bestimmt xx, x» so, daG xx rx -f- x2 rt -= I, so wird

Q ~ fi -f f!#/ h ^2i/2', jm in r (o>)

5. Allgemeinere Quaternionenringe

Ist w irgend ein ganzes Quaternion von Q, / ein maximaler Integri-
tatsbereich, in dem o liegt, so nehme man ein behebiges Ringideal f
von r (oj), das zum Fuhrei von r (eu) teilerfremd ist Wir bilden den
Bereich R (f) aller Quaternionen •

p ^ e + <pE,

wo $ m r (w), cp in f liegt, und S ein solches Quaternion von Q ist, fur
das es eine zu /= n (f) teilerfremde Zahl -q in r (œ) gibt, so daG rjS
in / liegt

7. Satz: R(f) tst etn Rzng.

Denn die Summe von zwei semer Zahlen hat wieder die Form*

F + P" (?' + £") + (?'S' + ^S")
Ist <p eine Zahl von f, fur die (<p)/f zu / teilerfremd ist, so wird :

F -\-P" $ + q*B, wo S — (p
x (<p'H' + ^''fi7')

allen Bedingungen genugt Ebenso ist-

FP" ?Ç" + (p'S'P" -f <p"Ç'Sf ~Ç-\-<pS

f heiBt der Fuhrer des Rznges
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Es ist klar, daf3 auch die Quaternionen Ç-\- 3<p einen Ring mit dem
Fuhrer f bilden, den man Rechtsrmg R (f) im Gegensatz zum Linksnng
Rtf) nennen kann. Wir beschranken uns im folgenden auf Linksringe
und lassen das Wort „Links" weg.

Es besteht nun der Satz:

S. Satz : Sznd w, Q gemafd dem i. Hauptsatz zwez nzcht vertausch-

bare, konkordante ganze Quaternzonen von Q, fur dze n (coQ — Qco) fd9
und zst I derjenzge, w> Q enthaltende maximale Integrztatsberezch, der

zur Darstellung f=n§) gehort, so wzrd R(fj zn I gegeben durch aile
Quaternzonen :

P Ç -\- B, f in r (œ),

wo E fi, -f- vQ, fi, v zn k(co), dze Ezgenschaft hat, dafi fur ezne zu n(f)

f tezlerfremde Zahl tj von r{o) rjB zn I hegt.
Denn nach der Bemerkung am Schlusse von 4. mufi Q m R (f) liegen,

somit ist P stets in 7?(f). Umgekehrt ist fur jede Basiszahl H von /nach
4. <pH £ -{- y Q, wo f, rj in r (Q) liegen und <p eine solche Zahl von
f ist, dafi (<p)/f zu / teilerfremd ist. Daher lafit sich auch jedes Quater-
nion von R(f) m der Form f -f- S darstellen.

Es erhebt sich die Frage, welche Bedingungen f erfullen muf3, dafi
R(f) durch zwei Quaternionen co, Q erzeugt werden kann? Gibt es zwei
a»', Q', die / selbst erzeugen (f (1)), so wird man fur jedes f solche

co, Q geben konnen. Im allgemeinen Falle wollen wir dièses Problem
hier nicht behandeln.

6. Quaternionenideale

Wir kehren jetzt zu unserm speziellen Ringe zuruck, der aile Quaternionen

des Moduls [1, wy Q, coQI ~ 0 enthalt. Dabei ist n(a)Q— Qœ) =fd,
n (f) /. Wir nennen den viergliedrigen Modul [i0, i19 il9 i2] ein Links-
Ringideal in 0 wenn die ik in 0 liegen, und wenn 3ik, k o, 1, 2, 3,
wieder in dem Modul liegt, falls B aile Quaternionen von 0 durchlauft,
und setzen:

Es sei ik Çk-\- rjkQ9 wo die Çk9 rjk in r(co) liegen. Nun ist in r(œ)9

da (i ein Idéal ist:
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wo 7j\ tj" in r(co) sind, und ganze rationale Zahlen xk', xk" existieren
mùssen, fur die :

8 3

k 0 k 0

sein mu6. Wir setzen :

3 3

Umgekehrt gibt es fur jede Zahl i von (i zwei ganze rationale Zahlen
vf9 yny ^ul* d*e •

i—y'ï —y"i" S

eine Zahl von r (co) ist. Aile Zahlen von r (co), die zugleich in (i liegen,
bilden einen Modul, weil (t ein Modul ist. Sie sind aber auch ein Ring-
idéal in r (co), da auch (i ein Idéal ist. Dièse Zahlen haben daher eine

Basisdarstellung (£', f"), wo £', £" in r (co) liegen. Somit kann jedes t

von (t in der Form dargestellt werden:

i =y'i' -\-y" t» -f x'? + x" $", y\ y", x1, x" ganz und rational,
oder:

(t (c', t", f', S") •

Ist Ç in (£', f"), so liegt es auch in (i, und ebenso &Ç. Nun ist nach (a) :

somit muG £ in (ç', y") liegen, und (y', y") ist Teiler von (£', £7/). Setzt

man (y', ^;/) =: (ni) t, wo ^ der groGte rationale Teiler des Ideals ist,
so mu(3 (£', £") (/#) tn sein. Wir setzen von nun an voraus, daf3 m
und t zum Fiihrer von r (co) teilerfremd seienu) und m ï ist, weil
(i m: (m) (x1 ist, und (i' wieder ein Linksideal wird. Dann ist :

(V', f) (r', r") t, ?') tn,

wobei wir t' so wâhlen konnen, dafi (r') ta wird, wo a zu n (tn) und

zum Fùhrer von r (co) teilerfremd ist. Ist a eine Zahl von a, teilerfremd
zu n (tn), so ist :

,=-4
u) Ist t nicht teilerfremd zum Ftihrer von r(eo), so mutë man in den Darstellungen nur

diejenigen Quaternionen nehmen, die in o liegen.
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in r (co), da t' zum Fuhrer von r (co) teilerfremd ist. Dann wird, wenn

i' t'Q + <j', i" t"Q + g" gesetzt wird :

fit1 -j ai" — fia1 4 âo"9

muG also in (£', £") liegen:

fi'a' -+ ~ao" =o (mod. tn)

Erweitert man die Kongruenz mit -=- so wird :
a

t"o' - tV=o (mod. ttn)

Genùgt a noch der weiteren Bedingung:

a i (mod. ^ (tn)),

so setze man o -= « -=7 ; a ist gebrochen, hat aber nur den Idealteiler

t im Nenner und ig ist fur jedes r von t und r (œ) in letzterm Ringe.
Jetzt wird :

l' x' (Û + g) (a 1) a1 ^ z' {U + a) { &,

^;/ r/; (i? + a) (a 1) g" - a (t" -^ — a") r;/ (i? -+ a) + f2,

wo £t, f2 in tn und r (a>) liegen. Daher konnen aile Quaternionen von
(i in der Gestalt dargestellt werden: %-\~t(, wo r in t, $ in iny und
« H -[- a sein muG. Wir nennen tn, t^ eine kanonische Relatzvbasis von
(i in bezug auf r (co). Jedes (i besitzt eine solche, falls n (t) zum Fuhrer
von r (ai) teilerfremd ist. Man sieht, daG aile Quaternionen S -f~ n in
(i liegen mùssen, setzt also :

(i (tn, h)

Es fragt sich, welche Bedingungen t, n, 1 befriedigen mussen, damit
aile Quaternionen $ -f- n umgekehrt ein Idéal (i festlegen Durch Links-
multiplikation mit einer Zahl von r (co) bleibt die Form erhalten. Es

treten daher nur die Bedingungen auf, die aus der Annahme folgen,
daG auch û$ und iitt wieder die Gestalt f -|~ xi haben.
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a) ÛÇ mu!3 fur jedes f von tn wieder die Gestalt £ -[ xi haben. Aus:

folgt, dafi:

(f n {$, Q) + êo o (mod. tn)

sein mu!3. Dièse Kongruenz ist fur aile ganzen rationalen Zahlen von
tn erfullt. Sie muB daher nur noch fur eine Basiszahl ç (r -f- co) n von
tn erfullt sein, dann ist sie stets erfullt.

b) Da Qxi die Form £ -+-xi haben soll, folgt aus:

Qxi (ta -f n (r, Q)) i {- (s (û) ta — n (ra, Q) — xQQ — (tg -f n (r, 0) a)),

dafi:
(g) xg -\- n (r, i2) O (mod. t)

und:

ô(Q) xû — n(xOj U) — xQQ — xaa — 6n(z, iï) ee o (mod. tn), d. h.

— rn(Q-\- o)zzo (mod. tn)

sein mu13. Man erweitert die letzte Kongruenz mit — r :

(h) n (t {ti f a)) o (mod. ttn)

Wir nehmen jetzt auch n zum Fuhrer von r(co) teilerfremd an, und
setzen n (n)n', wo n der groGtein n enthaltene ganze rationale Teiler
ist. n7 hat dann eine Basiszahl r + o) £', und fur dieselbe ist nach (/*) :

n(e',Q) ff'tfEO (mod. rit)

Es habe t die kanonische Basis r' -z r1 ~f~ a), t" t, wo t n (t) ist.
Da f durch t teilbar ist, so muf3 daher:

r + œ ¦= f ' •= ^7 4- (r' cw)

sein, wo #' eine ganze rationale Zahl ist. Daher lautet die Bedingung

(x't + r1) s {Q) + »(o>, /i) -f (x't ]r rf + œ) a o (mod. n't)
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Nun ist aber $' .H o (mod. tu'), also x't -f- r1 — w (mod. n't). Er-
weitern wir noch die Kongruenz mit r', damit z'a ganz wird, so foigt
nach einer kleinen Rechnung:

(i) (co — co)z' {a + Q) —r'd^o (mod. tu'), J coÛ - Qco

woraus durch Normbildung nach (b), (c) :

— (co — ~œ)2n{T'(o + Q)) ~Dn{z') (mod. ttn'n').

Wegen (h) ist somit:

D o (mod. « (n'))

Ist Z> fd, so kann aber n' nur Teiler von /sein, da d durch keine
Norm eines Ideals in r(co) teilbar ist und n' keinen rationalen Teiler ent-
halt. n' mufi daher przniitiver Teiler von f sein. Wir setzen daher
n' f, wo f ein Teiler von f in r(œ) ist.

Die Voraussetzungen, daG n{ï) und n(n) zum Fuhrer von r(co) teiler-
fremd sind, verlangen, da6 es in (i Quaternionen gibt, deren Normen zu
diesem Fuhrer teilerfremd sind. Wir sagen, dafS (t zu letzterem teiler-
fremd ist. Wir konnen jetzt den Hauptsatz aussprechen:

II. Hauptsatz : Ist (i ein zum Fuhrer von r (co) teilerfremdes Rtng-
ideal von o (i, co, Q, coQ), so besitzt es eine kanonische Relativbasis:

nï\\ t(Q-\-o) d. h. aile seine Quaternionen konnen in der Gestalt:

dargestellt werden> wo $ aile Zahlen des Ringideals tf, r aile Zahlen
von t durcklauft, f ein primitiver Idealteiler von f ist, und 6 die fol-
genden Bedingungen befriedigt:

tô ist eine ganze Zahl von r(w),
n(z(Q + a)) o (mod. «ttf'f), r r + co in t,

va -\- n (r, {}) o (mod. t)

(co—'w) z (Q + (j) ef rJ (mod. f'), à coQ — Qco

Sind umgekehrt aile dièse Bedingungen befriedigt, so bilden aile

Quaternionen $n -j- z (Û -j- a) ein Idéal (i in o, falls f aile Zahlen von ft, r
von t durchlauft.
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Setzt man wieder tf' (£',£"), t= (?', r"), so lafit sich f, r in der

Form : £ x9 + *"£", r ^' r' + /V darstellen. Ist :

£<*> «W -f ?<*> û;, r<*> r<*> + sW co, k 1,2

so wird die zur kanonischen Basis gehorende Determinate in bezug auf
die Basis i, œ, Q, œQ lauten :

(u' v» — u" v') [r' s" — r" s') n2 — n (tf) n (t) n2

Anderseits sieht man, dafi die zu den Quaternionen von (i gehoren-
den quaternare Form in x', x", t', t" lauter durch nn{ï) teilbare Koef-
fizienten hat ; denn sie lautet :

n" n (f) + ns (Ç x {Q + a)) + n (r {û + a))

und fur jedes $ in f't und t in t ist wegen der obigen Bedingungen
s (ë* {û + a)) o (mod. » (f't)), n (z [Q + a)) o (mod. »«(tf')).

Man sieht, dafi die Déterminante das Quadrat des Teilers der Koeffi-
zienten der quaternaren Form nur dann ist, wenn n (f) I, oder f=i.
In diesem Falle gibt es Quaternionen in (i, deren Norm zu f teiler-
fremd sind. Solche Idéale wollen wir regular nennen12).

7. Ringidealklassen

Es seien (t, (t' zwei regulare Ringideale gemàfi 6. Wir nennen die-
selben aquivaient, wenn es in R (f) ein Quaternion P gibt, so daG :

Dabei ist f, R (f) in Satz 8. definiert. Die Définition der Aequivalenz
ist reflektif. Denn da (t, (t' regular sind, so wird n (P) einen zu f teiler-
fremden Zahler und Nenner besitzen. Also liegt auch F"1 in R (f). Die
Définition ist transitif; somit konnen aile Idéale in Ringklassen eingeteilt
werden. Die Anzahl der Ringklassen ist endlich. Man kann dieselbe

berechnen, falls die gewohnliche Klassenzahl bekannt ist.

12) Siehe hiezu die Definitionen von Brandt, a. a. O. S. 16.

22O



8. Hermite'sche Formen

Aile Quaternionen des regularen Ringideals (i sind in der Gestalt:

S ^ nz, + z (X? + a)

darstellbar, wo zx, r aile Zahlen von t durchlaufen, und n eine naturliche
Zahl ist. Bilden wir die Norm n (S), so ergibt sich :

n(B) nlxxxx h ns{x, r{Q + o)) f rrn{Q 4 a)

Nun ist aber, wie eine kleine Rechnung zeigt:

x (cd—cd)-1 {œii — QH}) — (oj — w)-1 {s{£) co — n (co, iï))

eine Zahl von k[w) ist. Daher ist:

eine Hervute''sche Form, die (i zugeordnet heiGe. Ihre Déterminante ist:

n(a)li — iiw) _ fd
y + ô (co

also von (t unabhangig. Ist t=(i), so heifie das Idéal (tprimitif. Wir
wollen uns nur noch mit diesem Falle beschàftigen. Die Variablen der
zugeordneten Hermite'schen Form durchlaufen dann aile Zahlen von
r(œ). Es seien (t und (i' zwei aquivalente, primitive regulare Ringideale
und

(t (*,£ +a),

ihre kanonischen Basisdarstellungen. Dann mu6 es ein Quaternion P ge-
ben, so dafi:

nP Sn',
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wird, wo ad—$y eine Einheit ist, und a,($,y,d in r{oj) liegen. Ist nun

y =z o, so sind a, S Einheiten, und es folgt n z= n\ n(P) i, «J I.
Ist y ^z£ o, so ist :

woraus n'n(y——t—-|- d) (aj — /îy) n folgt. Somit ist:

n2n(P) —n(y{Q-\- a') + £«') nri (ad — fy), oder:

Dièse beiden Beziehungen gelten also in jedem Falle. Man erhàlt aile

àquivalenten Idéale durch die unimodularen Substitutionen \, der
\yol

Gruppe in r (w).

Betrachten wir jetzt die (i zugeordnete Hermite'sche Form, so wird,
wenn 3 $n -f- f] (@ + o) :

n (E) =n(PS)_n(e (yjQ + G1) + 3nr) + rj{a(Q + g1) + fin1))
__ n (S1)

n ~ n' ~~ n' ~~ ri '

wo:

ist. n(3')/n' ist aber die (i' zugeordnete Hermite'sche Form, somit
mùssen sie beiden Formen âquivalent sein.

Om Sat&: Zwei regularen àquivalenten Ringidealen entsprechen zwei
àquivalente Hermite'sche Formen.

Man sieht daher, da(3 die Théorie der Idealklassen in R (f) die Théorie
der Hermite'schen Formen in r (œ) enthâlt.

(Eingegangen den 20. Dezember 1933)
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