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Quaternionenringe

Von RuD. FUETER, Ziirich

In einer grundlegenden, tiefgehenden Abhandlung hat Herr BRANDT')
die Arithmetik der Quaternionenalgebren mit rationalem Zentrum studiert.
Seine Ueberlegungen werden wesentlich mit formentheoretischen Mitteln
bewiesen. Im folgenden untersuche ich mit rein arithmetischen Methoden
dieselben Algebren. Im 1. Abschnztte gebe ich einige Sitze iiber die
Grundzahl der Algebren. Die hier entwickelte Methode gestattet die
Brandt’schen Resultate ohne Formentheorie zu beweisen, wie ich an an-
derer Stelle zeigen werde. Im 2. wnd 3. Abscinitte studiere ich die
Brandt’schen Algebren relativ zu einem in ihr enthaltenen quadratischen
Korper. Diese Fragestellung fithrt zur Aufstellung gewisser Quaternionen-
ringe, die eine weitgehende Analogie zu den Ringen in quadratischen
Korpern besitzen. Im y4. Absc/nztte stelle ich alle maximalen Integritits-
bereiche auf, in denen zwei ganze, und konkordante nicht kommutative
Quaternionen liegen. Das gefundene Resultat enthidlt in sich die Losung,
die LATIMER?) im Falle der verallgemeinerten QQuaternionen angegeben
hat. Vergleiche hierzu auch die K. HEY’sche Dissertation®). Die einge-
fiilhrten Quaternionenringe sind, wie jetzt im 5. Abschnitte gezeigt werden
kann, nur Spezialfille allgemeinerer Quaternionenringe. Der 6. Abschnitt
bringt die Ringidealtheorie. Die Ringideale besitzen eine kanonzsche Re-
lativbases in bezug auf den quadratischen Unterkorper. Da umgekehrt
durch die kanonische Basis ein Ringideal stets gegeben ist, so kann man
alle Ringideale wirklich aufstellen. Ihre Einteilung in Ringidealklassen
(7. Abschnztt) wird in gewohnter Weise definiert. Die kanonische Rela-
tivbasis 1a(3t im &. Absc/iinztt einen bemerkenswerten Zusammenhang eines-
teils mit der Gruppe der unimodularen linearen Substitutionen eines qua-
dratischen Korpers, andernteils mit der Theorie gewisser Hermite’scher
Formen erkennen. Aequivalenten Ringidealen entsprechen adquivalente
Hermite’sche Formen.

Von der reichhaltigen Literatur mochte ich die interessanten Abhand-
lungen von WENKOW*) hervorheben. Sie beziehen sich allerdings nur

1) H. Brandt: 1dealtheorie in Quaternionenalgebren. Math, Ann. 99. S. 1
(1928).

2) )C G. Latimer: Arithmetics of generalized Quaternion algebras. Ame-
rican Journal of Math. Vol. XLVIII, 1, S, 57 (1926).

3) K. Hey: Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkomplexer
Zahlen, Hamburg, 1929, Dissertation.

%) B. Wenkov: Ueber die Arithmetik der Quaternionen. Bull. Acad. Sc, de
I'U.R.S.S. 1922, S. 205, 221, (russisch).
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auf den Hurwitz’schen Fall der Algebren, beriihren sich aber in manchen
Punkten mit meinen Ausfilhrungen, wie ich gelegentlich zeigen werde.
Auf3erdem hat KORINEK®) die in den Brandt’schen Algebren enthaltenen
quadratischen Korper untersucht. Insbesondere hat er den Satz, daf3 die
Primteiler der Grundzahl in keinem dieser quadratischen Korper in zwei
verschiedene Primideale zerfallen konnen, bewiesen. Diese Eigenschaft ist
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend, wie er zeigt.

In der Bezeichnungsweise schlief3e ich mich im allgemeinen der Brandt’
schen Abhandlung an, auf die ich verweise.

1. Hilfsdtze

Es sei @) eine Brandt’sche Quaternionenalgebra, d. h. eine Algebra mit
rationalem Zentrum. 7/ sei ein maximaler Integrititsbereich in @, und
w, — 1, w,, wy, w; eine reduzierte Basis von /. Setzt man

Wy — Ztkn z.k ’
(%)

WO 7, — 1, z;, £ — 1, 2, 3 die Quaternioneneinheiten sind, so ist:
d=+ Zzlfz'kl?éo ’

die Grundzahl von ). Wir schlief3en den Fall & == — 1 aus, d. h. den
einzigen Fall, in dem () keine Divisionsalgebra ist. Wir setzen ferner
w, = w,, w; = w,, und

O = Wpt1 Wp42 — Wit Wit1, £ = 1,2, 3 .

1. Hilfssats: 0,0,/ d ist ein Quaternion von I, wo i, k alle Kombina-
tionen der Zahlen 1, 2, 3 durchiduft. Insbesondere zst n(op)|d eine ganze
ratzonale Zalkl.

Nach den von BRANDT angegebenen Formeln ist®):

0; — Zgﬁw,-, 0; 0% :(‘1‘: Qi Que W; Wy,
(/) 7¢)

also wegen w;w; ::2 Wyt Wyt
(n)

]
oiok = Zg;’i 91/; ZU;;jZ W, == z Sy Wy

(0, 7, 0) ()

% V. Korinek: Kvadraticka Telesa v Kvaternionovych okruzich (Les
corps quadratiques dans les anneaux des quaternions). Z Vestniku Kra-
lovske Ceske spolecnosti Nauk. 1930. Prag.

) Brandt, S. 10, art, 22,
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wWo: n=0: 5 = z{ ; Zot (Goi $2x - Gok gli)"“(z.l;gjl 8i % T ®z'k} ’
( 7
Goi oz Gos
B, = 31 B2 33
Sr1 Qr2 Qs

®,, ist null, wenn 7 = % ist. Sind dagegen z, £ zwei verschiedene der
Zahlen 1, 2, 3, und /% die dritte, so ist:

und diese Zahl ist immer durch & teilbar. Denn fiir 7z — £ ist @, null
und g; gerade. Fiir 7 3£ £ ist:

S50 = Ld(— g+ goa) -

Setzt man in den genannten Brandt’schen Formeln z = %, x, — 1,
¥, = 1 und alle iibrigen x und y = o, so wird s;—=1, 5, == 5, = O, und:
gor + ¢, eine gerade Zahl.

nZ0: 5, =1 ggo,- (Gni Q2+ 8ji Gn) = 1By = + 1B,
7

in gn2 gn3
B, — 31 S:2 83
Qr1 Qa2 Qi3

@B, ist null, wenn 7 = %, oder » — 7, oder » — k. Ist dagegen wie
oben 754k, n = 4, so ist &, = + dgop — + 24, wodurch bewiesen
ist, daf3 s, stets durch & teilbar ist, also o0;0./4 in /I

Nun ist aber:

O = Wi+2 Wp41— Wit Wp42 = — Wpy2 Wipa1 | Wpil Whts =

T Wp42 W4l —— Wiyl W2 — — Op .
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Wenn also o}/4 in 7 ist, so ist es auch #(0,;)/d, d. h. als rationale
Zahl eine ganze rationale Zahl.

2. Hilfssatz: Sind o'y, 2', 0", 8" irgend vier Quaternionen von I, so
ist auch (0'Q — Q'0') (W"Q" —2"w")|d in I. Insbesondere ist

n(w'Q — Q'w')|d eine ganse rationale Zakl.

Denn es ist:

/
0= % 0, .Q:ZXJ-wj, wl — Q0w =2 s;0;,
(%) (/) )

somit wird:

(' Q' __glwr) (wugl/ ___gllw//) _____Z” s/ s3" 0,04,

(L, %)

woraus der Satz ohne weiteres aus Hilfsatz 1 folgt. Die zweite Aussage
folgt aus:

02— Q20 =00w— 0w = — (20—o02) = 20 — w2 = — (02 — Q) .

Wir bilden jetzt das linksseitige Ideal (o,, 0,, 0;). Dasselbe enthilt
nach dem ebengesagten alle Ausdriicke w® — 2w, wo w, £ irgend zwei
Quaternionen von / sind. Dieses Ideal ist aber auch rechtseitig. Denn
ist @ irgend ein Quaternion von /, so ist:

WOy —= (W(X)k-}-l) Wiy — Wry2 (wwk+1) + (wk+2 o — wwk+2) We 1
0 0= Wr41(Wzs2 W) — (Wr42 ©) Op41 + Wpo2 (Ve — Wpyy W) .

Nach dem eben gesagten ist aber die rechte Seite wieder im Ideal.
Dieses zweiseitige Ideal bezeichnen wir mit b :

.

O = (0,, 05, 03) .
Nun ist:

(I) w; 0; + oiwi:;—d'i"goioi; fa=1,2 3
somit ist auch & in d. Setzt man:

00 = 2 Gor Wi ,
(&)

so wird:

ooz—d—"wlol'—“‘lﬂ202“"w5;os.
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d. h. aber, daf3 auch o, in d ist. o,, £#=0,1,2,3, ist ezne Basis von .
Denn die Determinante des Moduls ist | g; | = &°, und anderseits ist
& Faktor der Normen aller Quaternionen von 9, d.h.

n(d) = d.
d heide das Grundideal. Da iibrigens auch:

0;0 — 0z 0;— :L—Zdw;, + Zor d, Z‘i k, Z'ill, k;ék,

so sieht man, daf3 zwischen den Idealen o = (1, w,, w,, w;) und & =

(00, 01, 0., 05) eine merkwiirdige Reziprozitat stattfindet. Die Frage nach

den Diskriminantenteilern ist nicht anderes wie die Idealtheorie in 9.
Nach den obigen Formeln wird:

0,0, =& (L (—8u +gu) +ws), 2 & /& eine Permutation von 1, 2, 3.

Somit ist & die grofdte ganze rationale Zahl, fiir die 0;0,/d in [ ist.

3. Hilfssats: d ist die grifste ganse rationale Zahl, fiiv die 0;04]d tn
I lzegt (1522 F).

2. Quadratische Ringe in I

Es sei w irgend ein nicht rationales Quaternion in /. ® geniige der
quadratischen Gleichung:

2P —s(w)xr + n(w) =0,

wo nach Voraussetzung Spur und Norm ganze rationale Zahlen sind.
Es gilt der

1. Satz: Alle Quaternionen wvon ), die wmit « vertauschbar sind,
haben dee Gestalt:
x -+ yo,
wo x, ¥ rational sind.
Denn ist £ irgend ein Quaternion von ), das mit w #zckt vertausch-

bar ist: wf — Qw£0, so bilden 1, w, 2, w® vier linear unabhingige
Quaternionen. Wire namlich:

o+ 20 + 2,2 -+ ry08 =0,
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wo die x, Zahlen sind, so folgt durch Multiplikation von links mit w,
nachheriger Multiplikation von rechts mit w und Subtraktion der beiden
Gleichungen:

(x, + 730) (0@ — Qo) = o,

woraus nach Annahme: 1, + 2,0 =0; d.h. «» wire entweder eine
Zahl gegen Annahme, oder x,— x,—0, woraus z, -} r,w — 0, also
auch x, = x, = o folgte.

Daher ist jedes Quaternion = von @ in der Gestalt:

E=x+txrio+ 2,82+ xr;08, x, rational
darstellbar. Ist daher £ mit o vertauschbar, so muf3:
wE — Eo = (%, + v50) (0 — L) == 0
sein, d. h, », = x, = o.
Aus dem Beweise folgt:

2. Satz: Sind o, 2 swez nicht vertauschbare Quaternzonen von I, so
sind 1, w, 2, wf linear unablingig.

Wir konnen o eine der beiden Wurzeln seiner quadratischen Gleichung
zuordnen. Die Quaternionen x -} yw sind dann allen Zahlen des qua-
dratischen Korpers £ (w) umkehrbar eindeutig zugeordnet, falls x, y alle
rationalen Zahlen durchlaufen. Nach Satz 1 ist jedem mit » vertausch-
baren Quaternion eine solche Zahl von % (w) zugeordnet. Wir bezeichnen
die Za/len von k (w) gleich wie die zugeordneten Quaternionen, sprechen
also von jetzt an von den Zaklen von k(w).

Durchlaufen die x, y nur die gansen rationalen Zahlen, so erhilt man
einen Ring 7 (w) von % (w). Da o ein ganzes Quaternion ist, wird sein
Fiihrer eine ganze rationale Zahl ¢ sein. Auch hier gilt, daf3 die Qua-
ternionen x -+ yw, ¥, y ganz und rational, umkehrbar eindeutig auf die
Zahlen des Ringes 7 (w) bezogen sind.

3. Spezielle Quaternionenringe

Es sei o ein ganz beliebiges nicht rationales ganses Quaternion. Wir
nehmen ein weiteres ganzes Quaternior £, das nur durch folgende Be-
dingungen eingeschrinkt ist: a) w, £ sind nicht vertauschbar: wf — Q2w
0. b) w, £ sind konkordant, d.h. ihre Zwischennorm # (w, £) ist ganz
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und rational. w, 2 gehoren dann sowohl der gleichen Algebra @ als dem
gleichen maximalen Integrititsbereich 7 an. () ist sehr einfach zu be-
stimmen. Denn nach Satz 2 sind 1, w, £, w¥ linear unabhingig, also
muf3 jedes Quaternion von () in der Gestalt darstellbar sein:

E=zx+ri0+ 1+ o)L,

wo die x, rationale Zahlen sind. Alle /7 zu bestimmen, wird eine Haupt-
aufgabe sein.

Wir betrachten zundchst den Integritatsbereich, der durch den Modul

[1, w, 2, v2] gegeben ist, d. h. alle 5, in denen die x, ganze rationale
Zahlen sind.

3. Satz: Alle Quaternionen des Moduls (1, w, 2, w &) bilden einen Ring.

Denn wir konnen jedes Quaternion des Moduls in der Form:
E=¢+948,

darstellen, wo §&,  irgend welche Zahlen von 7(w) sind. Da letztere
einen Ring bilden, haben wir nur zu beweisen, daf3 auch £¢& im Modul

ist fiir cin beliebiges & in » (w). Man sieht aber leicht, daf3 die Bezichung
gilt:
() QE=E0 | s(QE—n(59) .

Die rechte Seite ist im Modul, da »(,£) eine ganze rationale Zahl
und &, s(£)& Zahlen von 7 (w) sind.

[1, w, £, w¥] ist daher ein Integrititsbereich. Wann ist er ein maxz-
maler ? In diesem Falle haben wir in den Entwicklungen 1.:

Wy = w, w, == 2, w; = wh, 0, = W& — Lv, .
zu nehmen, Aus der Definition der g¢; ersieht man, dai3:
Lo = § (0f)
wird. Setzt man dies in der Formel (1), S. 202 fiir 7 = 3 ein, so wird:
w2 (w0 — 20) + (W8 —2) vl = F d + s(w) (wl— L),

oder: +d =8 0w —LR0) — (0l — 2w) 0l .

205



Nun gelten folgende sehr leicht einzusehende Formeln:

(b) 0w —Q0 =— (0 —Q0) = — (w2 —20) = 0l — 2w ,
(@02 —Q0) 0 = — (w2— Q) w = w(w2—LQuv),
) (02 —Q20) 2 =— (02 — Qw) 2 = 2(wl — Q)
Daher wird:
(2) +d=L2w (02— 20) — w2 (00— 20) = n(wl—Qw) .

4. Satz: 1, w, 2, v sind dann und nur dann Basis eines maximalen
Integrititsbereiches, wenn n(wf —Lw) = + d 2st, wo d die Grundsalil
der Algebra ist”).

Wir haben noch zu beweisen, daf3 die Bedingung hinreichend ist. Es
sei Z irgend ein Quaternion von /. Dann gibt es Zahlen von £ (w): §, 7,
fir die:

E=¢+ 972 .

Wir haben zu beweisen, da3 &, # auch in »(w) liegen. Dazu bilden
wir :

wE—Ew = 7 (08 — Luw),
woraus mit wf — 2w von rechts erweitert wegen 7 (wf —Lw) = + 4:
+dy = (wZ—Ew) (w — LQw), folgt. Nach Hilfssatz 2 ist dann aber y
sicherlich in /. Wire nun:

=L+ ma,

wo #, m, ¢ ohne gemeinsamen Teiler und ganz und rational sind, so wire:

P

I r
» = (g —mn), n(wf —LQw)= %én(qgmﬂﬂ) =4d.

Hitten nun #, » den grofdten gemeinsamen Teiler # > 1, so wire

7N g 9= - 7, was unmdoglich ist, da # teilerfremd zu 7 ist,

7) Herr Brandt hat mir brieflich diesen Satz mitgeteilt,
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und in / keine gebrochenen rationalen Zahlen liegen. Also muf3 # = 1
sein, und die obige Gleichung ergibt, da nach Hilfssatz 2 #z(nQ— 24#)
Vielfaches von & ist, £ = 4 1. Somit ist # in »(w). Dann ist aber auch

=& —p& in / und in 7 (w), was ebenso zu beweisen ist wie fiir 5.

Mit diesem Satze ist allerdings direkt nichts gewonnen, da bei gege-
benem o, die Grundzahl #Z noch nicht bekannt ist.

Ist #n(w— R20) = + &, so heil3t 1, 2 eine Lznksrelatzvbasis von [ in
bezug auf %2(w). Ist 1,0, £, 20 eine Basis, so heil3t 1,82 eine Rechisre-
lativbaszs von [ in bezug auf £(w). Wegen der Symmetrie der Be-
dingungsgleichung besteht der

8. Satz: Fede Linksrelativbasis in besug auf k(w) ist sugleich eine
Rechtsrelativbasis in besug auf k(w).
Man kann daher kurz von einer Relatzvbaszs sprechen.

4. Maximale Integritdtsbereiche

Wir wollen jetzt an das Problem herangehen, die maximalen Integri-
tatsbereiche zu bestimmen, in denen der unter 3. angegebene Integritats-
bereich [1, v, 2, w&] eingebettet ist. Wir setzen:

d= w8l —L2wv, D=n(wl—L2v) .

D ist dann £ 0 und ein Vielfaches der Grundzahl & der Algebra. Es sei
I ein w, £ enthaltender maximaler Integritatsbereich. Seine QQuaternionen
haben die Gestalt:

E=_1 (§+ 5 4d), & 5 in 7 (w), » ganz rational.
”
Denn wegen (a) ist:
(d) d=(0—a)Q — s Qo+ nw) .
Da nach Annahme o — w320 ist, so darf man £ durch J ersetzen.
Da 5 in / liegen soll, und 7 die ganzen Quaternionen o, £ enthalten

soll, muf3 & ganz und mit o, 4, w 4,2, w2 konkordant sein. Dies gibt
folgende Bedingungen:

= 1 5 :
a) £+ 5 :—;(5 - §) ist ganz und rational.
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Wegen (b) und (c) ist namlich:
nd+dp=nd—dg=nd—nd=o0 .

b) 5= —:?(Eé -+ q;jd 4) ist ganz und rational.

Denn wegen (b) und (c) ist:

Edytndé= 4 qéd—Edy==¢nd—Enpd=o0 .
c) n(w, ) =Ew + wET:—:z—(EcT) + w§&) ist ganz und rational.
d) n(d,8) =544 B = —:Z— (7 -+ %) dd ist ganz und rational.
&) nwdE)=Edw -t Jo& :—;Iz-(ﬁ?; " wy) 44 ist ganz und rational

f) n(@,5) = » (5—, .Q) —«—i:—D, 7 = % + y v, x,y ganz und rational.

g) n(wl,5)=n (;ZE—, a).Q)) - % D, # = x + yow, x,y ganz und rational.

Aus a), c) und ebenso aus d), e) folgt:

(0 —w)&=0 (mod. z), (0—w)np D=0 (mod. ) in £(w) .

Wir unterscheiden zwei Fille:

A) (n, (w0 —w)) = 1. Dann darf man § = 0 setzen. Denn §/» ist in

k(w) ganz. Weil z zum Fiihrer von »(w) nach Annahme A) teilerfremd

3

ist, muf3 &/~ auch in 7 (w) liegen. Man darf daher statt Z auch &— >
n

nehmen, d. h. § = 0 setzen. Ebenso darf man annehmen, daf3 7 durch
keinen rationalen Teiler von 7 teilbar ist. Daher folgt aus der zweiten
der Kongruenzen, daf3 D= o (mod. »)sein muf3. Ist p¢ der grofdte Prim-
zahlpotenzteiler von p in 7, so gibt es wegen b)nur die zwei Moglichkeiten:
Entweder ist D=0 (mod. p%*), oder es ist D=0 (mod. p7), 2s > r =5,
75 = 0 (mod. p*~7). Im zweiten Falle zerfillt p stets in 7(w). Der erste
Fall muf3 immer auftreten, wenn p nicht zertallt in »(w). Im ersten Falle
denkt man sich 7 und # erweitert mit p°. Das neue #, y» wird wieder
gleich bezeichnet, und » bleibt ein Teiler von D. Dann muf3, wenn dies
fir alle p durchgefiihrt wird, » — z(n) werden, wo n ein Ringideal von
7 (w) ist.
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Man nimmt jetzt umgekehrt den grof3ten Teiler » von D, der noch
Norm eines Ringideales von 7(w) wird und zu (w— w)? teilerfremd ist.
Es sei # = »(n) eine solche Darstellung. Ist v eine Zahl von n, fiir die

vyv/n zu D teilerfremd ist, so setze man:

4" ist ganz, da seine Spur null und seine Norm ganz ist. J’ ist kon-
kordant mit o, % nach c¢) und f). Also liegt J' in einem /. & ist jetzt
Teiler von D/n, da:

od — So="(0—0)dn(wd — L) =— (wwa)z”’;f)

nur den Faktor D/z, abgesehen von den Teilern von (w-— w)?, enthilt.

Nach dem Bewiesenen kann » einen Primteiler p von D, der in £ (w)
nicht zerfallt, nur in gerader Potenz enthalten. Geht p auch in D in
gerader Potenz auf, so ist p nicht in & enthalten. Geht dagegen p in D
zu ungerader Potenz auf, so ist #»(d') = D' genau einmal durch p teil-
bar. Nun laf3t sich jedes andere ganze Quaternion o’ von @ in der
Form darstellen:

o =&+ 9d,

wo & » Zahlen von £ (w) sind, deren Nenner zu p teilerfremd sind.
o' geniigt der quadratischen Gleichung:

P —(E 8 xt (E D) =0,
deren Diskriminante die Kongruenz befriedigt:

(— 8 —4ypD' = (-8  (mod. 42).

p zerfilllt nicht in £ (w). Wiirde es nun in £ (') zerfallen, so miif3te

(6— &)* einer ganzen rationalen Quadratzahl (mod. 4p) kongruent sein,
also p auch in % (w) zerfallen, auf3er wenn &= ¢ wire. In diesem Falle
ist aber p Teiler der Diskriminante von % (w'). p zerfdllt also in keinem
k (w') in zwei verschiedene Primideale.
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Umgekehrt sind alle Primzahlen p, die in D in ungerader Potenz auf-
gehen, Teiler von 4. Denn jedes Quaternion 5 von / ist = ¢ -} 5 4,
(mod. ), wo &, » in » (w) sind. Nach (b) und (c) wird daher fiir zwei

=

Quaternione £, Z” von /:
55 —F'E =)4' (mod. p),

wo A in 7 (w) liegt. Das Produkt von zwei solchen Ausdriicken ist durch
p teilbar, da es 4’4’ = —D' ist. Nach Hilfssatz 3 ist daher & durch p
teilbar.

6. Satz: Ist D —= n(wl — Q0), so enthilt die Grundzahl d der o, £
enthaltenden Algebra & alle in D in ungerader Potens aufgehenden
Primszallen einfach, die in k (w) nicht zerfallen, dagegen keine in D auf-
gehenden Primsahlen, die in k (0) in swei verschiedene Primideale ser-
fallen oder in D in gerader Potens aujfgehen.

Man sieht iibrigens leicht, daf3 diejenigen p, die in £(w) nicht zer-
fallen, und in D in gerader Potenz aufgehen, in andern £ (0') in zwei
verschiedene Primideale zerfallen.

Wir bilden jetzt dasjenige /, das auf3er w, £ das Quaternion 4’ ent-
hilt, das zu der Zerlegung » — #n (n) gehort. Es fragt sich, ob zu zwei
verschiedenen Zerlegungen » =7 (') =z (n”), n’ % n”, auch verschie-
dene /' und /” gehoren. Es sei p” die hochste Potenz der Primzahl p,
die in 7~ aufgehe. Zerfillt p in £ (») nicht, so ist n’ und n”, durch die-

selbe Potenz von p teilbar. Zerfillt dagegen p = 7 (p), p 5% p, so sei n/
genau durch (p) p7—2, n” genau durch (p*) p>—* teilbar, wo s, # irgend
welche der Zahlen o, 1, 2, ... » sind. Wir wahlen v/, v’ in 7 (w) und in
n', resp. n” so, daB3 (V')/(p*)p72% und (v")/(p) p* zu p teilerfremd
sind. Ferner sei etwa s < £. Gehoren dann:

v'4 v" 4

4 ="% und 4" =
7 n

demselben 7/ an, so muf3:

7 (AI’ A”} — _;ZDz_(ur;// + v”v)

ganz und rational sein. Nun sind D und » genau durch p~ teilbar, Somit
muf3:

Vv "y =o (mod. p7)
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sein. Der erste Summand ist genau durch p7+¢-s also durch p~ teilbar,
der zweite aber blos durch p7—*+s da s < ¢ Also sind J' und 4” nicht
konkordant, und die beiden legen verschiedene / fest. Der Faktor p~,
wo p zerfallt, erzeugt daher genau » -} 1 verschiedene /. Das Produkt
der (» -|- 1) fiir alle in D enthaltenen, in % (w) zerfallenden p ergibt die
Gesamtzahl der /.

B) (0—a), #) 7 1.
Es sei:

gj—;pg, &y in 7(w),

p—
UL ——
St —

E 7 . . .
=, L nicht in »(w), #' 541 Teiler von x,
n

ganz und konkordant mit w, &. Dann mufs n ein Teiler von D sezn. Denn
ist p7 die grofdte in D enthaltene Primzahlpotenz von p, so kann = nie-
mals fiir p7+! — » ganz und kongruent mit v, £ sein, wo » =~ 0. Nach
Annahme ist namlich:

4 s4d

“_j)r+1’ _J—%!l~~?r+l

ganz und konkordant mit w, £, daher nach (b), (c):

§d (22 -84 ¥

7 (;;;rv 9) =T = pmD
77‘1 (?Q .Q?) A L U

(pr-{-l’ 'Q) — .—‘71:1-1 — 1;;1 D,

wo § = x -{- yw, y = u -} vw ist, ganz und rational. Es miif3te somit
v, v durch p teilbar sein, d.h. auch x, #, da & 3 vidurch p’ teilbar sind.
Dies wiederspricht der Annahme.

Ist p ein ungerader Primteiler von D und (w — w)’, so setzen wir voraus,
!

daf fiir o' = »- -, niemals o' /p* ganz und konkordant mit £, d.h.» (%, .Q)

ganz und rational ist, fiir irgend ein s > 0. Denn sonst nehme man fiir
w die Zahl o'/ps?) Fiir den Teiler 2 von D und (w-- ) ist sicherlich
jede Spur der Zahlen von #(w) gerade und Lo’ — w—- }s(w) ganz. Man
setze voraus, daf3 niemals w'/2°*+! ganz und konkordant mit £ ist d. h.

o'
”(2s+1’ !)) ganz und rational ist, fiir s > o.

8) Wegen 24— 0'Q—Quw' wiirde D durch p2s resp, p2s+! teilbar sein.
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Nun ist, wie eine elementare Rechnung zeigt:

(e) o' —o—o

D=1n{lo)n(@)—nr(lo, .Q)z,' Q —0_0°"

»o

Geht die ungerade Primzahl p in «'® zu hoherer als erster Potenz auf,
und ist p Teiler von D, so muf3 = (}o',&) durch p teilbar sein. Dann
ist w'/p ganz und konkordant mit £ gegen Annahme. Also kann p in
7 (w') hochstens zur ersten Potenz aufgehen. p ist daher Quadrat eines
Primideales in £(w), falls es Teiler von #(w’) ist, und ist zum Fiihrer von
7(w) teilerfremd.

Ist D und #(} ') gerade, so muf3 nach (e) auch = (1 o', £) eine gerade
Zahl sein; ist daher #(lw') durch 4 teilbar, so ist w'/4 ganz und kon-
kordant mit w gegen Annahme. Also kann auch 2 hochstens einfach in
7 (L o') aufgehen, d. h, 2 ist dann Quadrat eines Primideals von £(w) und

2
zum Fiihrer von »(w) teilerfremd.

Es sei jetzt #» der grofdte Teiler von D, dessen Primteiler simtlich in
n (1 ') autgehen. Dann ist » = n® und n eindeutig bestimmt. Wir nchmen
eine Zahl v von n, die in 7 (w) liegt und fiir die vv/z zu # teilerfremd
ist und adjungieren zu w, £ das Quaternion:

o =4

7

das sicherlich ganz und nach dem vorigen konkordant mit w, £ ist.
Auf3erdem ist 1 (2* — 2%) = £* zu » teilerfremd in 4(2%). Die Primteiler
von z werden nach Fall A) in & aufgehen oder nicht, je nachdem sie in
£(2*) nicht zerfallen oder zerfallen. Die Bedingung ist, daf3 — @*Q*
quadratischer Rest oder Nichtrest nach der Primzahl ist®).

Fiir verschiedene v erhilt man denselben Integrititsbereich. Es fragt
sich, ob derselbe noch erweitert werden kann durch das Quaternion Z.
Nach dem Bewiesenen miissen dann &,  durch n teilbar sein. Wegen
(a) kann man schreiben:

. i " 4
5= (w—ay 24

!
9 Ist n (——(Z—) ungerade, so ist entweder (2) Quadrat eines Ideals von k (») und in n

o’ . . o’
aufzunehmen, oder 1 (—;— + I) ist gapz und konkordant mit Q und statt - ™ setzen.
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wo v',v” durch n teilbar sind und (v”)/n zu 7 teilerfremd sein muf3. =
muf3 ganz sein, also:
1o " on
_ - v'y v’ v'" D
n(E) —=— (0 -w)"%—- }— — -

”3
ganz. Da v"v” D/n* ganz ist, muf3 es auch v'v'/#, d.h. §=v'/n ist ganz
und in 7 (w); daher muf3:

& =-," -0 (mod. (0 - w))

sein. Diese Kongruenz ist:nur fiir diejenigen Primteiler von (w — w)?
in zu ihnen teilerfremden Zahlen losbar, fiir die —# (v") D/#* quadra-
tischer Rest ist, die also in & (2% zerfallen. Es sei », der Faktor von
n, der alle diese Primzahlen (einfach, 2 ev. doppelt) enthilt. Es ist
n,= n(n,) = n;. Man setzt dann:

"
B T o),
wo v, in n, liegt, (v,)/n, zu #», teilerfremd ist, und . eine natiirliche
Zahl ist, fiir die 2, m/n (v;) ganz und zu », teilerfremd wird. Ist » die
Zahl der verschiedenen in », aufgehenden Primzahlen, so gibt es 27
verschiedene Losungen fiir & (mod. #,). Ist & eine zweite Losung, so

p— ~— .

sind die zugehorigen Z, 5, nicht konkordant, wie aus:

7 (E, El) =

22 &6 - v'v" D
| eeg, z e
7, nt
v

sofort folgt. Dagegen ist & mit w, £ und den frilhern Grof3en —

konkordant.

I. Hauptsatz: Es scien o, R swei beliebige nicht vertauschbare,
konkordante ganse Quaternione. Man setze n (wf — Rw) = fd, wo d dze
Grundsahl der Algebra & von w, L zst; dann ist f—=n(f), wo f ein

Ideal in k(o) ist. Gibt es keine natiirliche Zakhl n, so daf (w — w)ln,

resp. (w — w)/2n su Q konkordant und gans ist, so gibt es eben so viele
maximale Integrititsbereiche I, in denen w, 2 liegen, als [ in k(w) als
Norm eines Ildeals darstellbar ist. Dabei ist fiir diejenigen Primsahl-
potenzen von [, deven Basisprimsahl in der Diskriminante von k(w),
nicht aber in d aufgeht, dic Zahl der Zerlegungen als 2 einsusetsen').

10) Dieser Satz enthilt die Latimer’schen Resultate, wie man sieht, wenn man © =V —ai, ,
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Wir wollen jetzt einen festen Bereich / herausgreifen, der zu einer
festen Zerlegung f gehort. Man sieht aus dem Beweise, daf3 man dann
2 stets in der Form darstellen kann:

rQ =p—+ @ H, pin 7 (w),

wo ¢ eine Zahl von f, H ein Quaternion von /, und » eine natiirliche
zu [ teilerfremde Zahl ist, die verschieden gewahlt werden kann. Nimmt
man die zu zwei teilerfremden »,, », gehorenden Darstellungen:

"1!2:#1"}“901]11, 72‘9:/12 - §02H2,

und bestimmt x,, x, so, da3 x,», + x, 7, = 1, so wird:
Q—p-+ o H' -+, H/s pin r(ow) .

5. Alilgemeinere Quaternionenringe

Ist o irgend ein ganzes Quaternion von (), / ein maximaler Integri-
tatsbereich, in dem o liegt, so nehme man ein beliebiges Ringideal f
von 7 (w), das zum Fiihrer von 7 (w) teilerfremd ist. Wir bilden den
Bereich R (f) aller Quaternionen:

P=¢+ ¢Z&,

wo £ in 7 (w), ¢ in f liegt, und = ein solches Quaternion von @) ist, fiir
das es eine zu /= # (f) teilerfremde Zahl 5 in » (w) gibt, so daf3 &
in / liegt.

7. Satz: R (f) zst ezn Ring.
Denn die Summe von zwei seiner Zahlen hat wieder die Form:

PP = &) (98 9"E") .
Ist ¢ eine Zahl von f, fiir die (¢)/f zu [ teilerfremd ist, so wird:
P P' =+ ¢E, wo E= ¢~ (¢'Z' 4 ¢"E")
allen Bedingungen geniigt. Ebenso ist:
PP" =&+ ¢'8P" | ¢"¢'8 =&+ ¢F .
f hei3t der Fiikrer des Ringes.
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Es ist klar, daf3 auch die Quaternionen & 4 Z¢ einen Ring mit dem
Fihrer f bilden, den man Rec/tsring R (f) im Gegensatz zum Linksring
R (f) nennen kann. Wir beschrinken uns im folgenden auf Linksringe
und lassen das Wort ,Links“ weg.

Es besteht nun der Satz:

8. Satz: Sind w, 2 gemdifs dem 1. Hauptsatzs swei nicht vertausch-
bare, konkordante ganse Quaternionen von Q, fiir dic n (w2 — Lw) = fd,
und st I derjenige, w, & enthaltende maximale Integrititsbereich, der
sur Darstellung [ — n(f) gehort, so wird R(f) in I gegeben durch alle
Quaternzonen:

P=¢-+ 7, ¢in 7 (w),

wo 5 — p -+ v, pn, v in k(w), die Eigenschaft hat, dafs fiir eine su n(f)
= [ teilerfremde Zahl n von r(w)nZ in [ liegt.

Denn nach der Bemerkung am Schlusse von 4. muf3 £ in R (f) liegen,
somit ist P stets in R (f). Umgekehrt ist fiir jede Basiszahl H von / nach
4. oH=2¢§& 4 5 2, wo & » in »(£) liegen und ¢ eine solche Zahl von
f ist, daB3 (¢)/f zu f teilerfremd ist. Daher ld3t sich auch jedes Quater-
nion von R (f) in der Form § -} Z darstellen.

Es erhebt sich die Frage, welche Bedingungen f erfiillen muf3, daf3
R(f) durch zwei Quaternionen w, £ erzeugt werden kann? Gibt es zwei
o', ', die 7 selbst erzeugen (f = (1)), so wird man fiir jedes f solche
w, 2 geben konnen. Im allgemeinen Falle wollen wir dieses Problem
hier nicht behandeln.

6. Quaternionenideale

Wir kehren jetzt zu unserm speziellen Ringe zuriick, der alle Quater-
nionen des Moduls [1, w, 2, 2] — o enthidlt. Dabei ist # (w2 — Qo) = fd,
7 (f) —= /. Wir nennen den viergliedrigen Modul [4, ¢, ¢, t,] ein Links-
Ringideal in o wenn die ¢, in o liegen, und wenn &y, £#=0, 1, 2, 3,
wieder in dem Modul liegt, falls & alle Quaternionen von o durchlauft,
und setzen:

[t = g5 tos Bop &) 5

Es sei ¢, = & -+ 7, £, wo die &, 7, in »(w) liegen. Nun ist in 7 (w),
da (i ein Ideal ist:

[?o; Niy N2, 773] — (77” 77”) ’
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wo p', »” in »(w) sind, und ganze rationale Zahlen 1;', x,” existieren
miissen, fiir die:

3 3
| A . ! I/ A 14
7 ”—2'1% Nes 1 ——Zxk /7 2)
k=0 k=0
sein muf3. Wir setzen:

3 3
I ot "o i
¢ _Z;"k by ¢ — Zx/e ¢k -
k=0 k=0

Umgekehrt gibt es fiir jede Zahl ( von (i zwei ganze rationale Zahlen

v, y”, fiur die:
L—)/’L’ ‘—J’” o= ¢

eine Zahl von 7 (w) ist. Alle Zahlen von 7 (w), die zugleich in (i liegen,
bilden einen Modul, weil (i ein Modul ist. Sie sind aber auch ein Ring-
ideal in » (w), da auch (i ein Ideal ist. Diese Zahlen haben daher eine
Basisdarstellung (§', §”), wo &', & in » (0) liegen. Somit kann jedes «
von (i in der Form dargestellt werden:

L:yltl ‘}“J’” ! _+_ x,E’ +x// 5//’ )’I,)/”; xl, T ganz und rational,
oder:

('( — (L’, L”, EI’ 6//) .

Ist §in (§', §”), so liegt es auch in (i, und ebenso £&. Nun ist nach (a):

QE—EQ L s()E—n(E Q)

somit mufd & in (7}’, 5}”) liegen, und (;7’, ;j”) ist Teiler von (&', §”). Setzt
man (y', 3") = (m)t, wo m der grof3te rationale Teiler des Ideals ist,
so muf3 (§, §”) = (#)tn sein. Wir setzen von nun an voraus, dafd m
und t zum Fiihrer von 7 (w) teilerfremd seien') und 7 — 1 ist, weil
(i = (m) (i’ ist, und (i’ wieder ein Linksideal wird. Dann ist:

(p, 7") = (', ") =1, (&, &") =tn,

wobei wir ' so wahlen konnen, daf3 (z') =ta wird, wo a zu #(in) und
zum Fiihrer von 7 (w) teilerfremd ist. Ist & eine Zahl von a, teilerfremd

zu 7 (fn), so ist:

1) Ist ¢ nicht teilerfremd zum Fiihrer von r (), so mufl man in den Darstellungen nur
diejenigen Quaternionen nehmen, die in o liegen.
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in 7 (w), da ¢ zum Fiihrer von 7 (w) teilerfremd ist. Dann wird, wenn
=792+ 0, " =1"2 -} ¢" gesetzt wird:

B+ a = g0 - ao’,
muf3 also in (§', §”) liegen:

B'o -+ ac”" =0 (mod. tn) .

/
. : I - :
Erweitert man die Kongruenz mit — , so wird:
a

"0’ — 70" =0 (mod. ttn) .

Geniigt « noch der weiteren Bedingung:

=1 (mod. z(tn)),

!
— 0 : .
so setze man ¢ — a —;; o ist gebrochen, hat aber nur den Idealteiler
7

t im Nenner und 7o ist fiir jedes z von t und 7 (w) in letzterm Ringe.
Jetzt wird:

=7 @40 (@ 1o =7®+o) &,

P e iy 0 o .
S @) @10 a0 = (@ + o)+ &,

wo &, & in tn und 7 (w) liegen. Daher konnen alle Quaternionen von
(i in der Gestalt dargestellt werden: &7/, wo 7 in t, & in tn, und
¢ = £ + ¢ sein mu3. Wir nennen tn, t¢ ezne kanonische Relativbasis von
(i 2n besug auf v (w). Jedes (i besitzt eine solche, falls #(t) zum Fiihrer

von 7 (w) teilerfremd ist. Man sieht, daf3 alle Quaternionen & -} 7 in
(i liegen miissen, setzt also:

(1= (tn, t¢) .

Es fragt sich, welche Bedingungen t, n,: befriedigen miissen, damit
alle Quaternionen & - 7z umgekehrt ein Ideal (i festlegen ? Durch Links-
multiplikation mit einer Zahl von » (w) bleibt die Form erhalten. Es
treten daher nur die Bedingungen auf, die aus der Annahme folgen,
daf3 auch £¢& und Q7¢ wieder die Gestalt E—}—;c haben.

217



a) £¢& muf3 fir jedes & von tn wieder die Gestalt & ~+»—;c haben. Aus:

Q=& s(R)E—n(E Q) —Eo

folgt, daf3:
(f) n (¢ Q)+ E&=0  (mod. tn)

sein muf3. Diese Kongruenz ist fiir alle ganzen rationalen Zahlen von
tn erfiillt. Sie muf3 daher nur noch fiir eine Basiszahl & = (» -+ w) ~» von
tn erfiillt sein, dann ist sie stets erfiillt.

b) Da Q7¢ die Form & + z: haben soll, folgt aus:
2ri= (0 +7 (1, Q) ( + (s (2) 76 — 7 (z0, L) — 1929 — (z0 -+ 7 (z, £) 0)),

daf3:
(g) 10+ n(r,2) =0 (mod. t)

und:

6(2)76 — n(z0, %) — 122 — 100 — o 7(zr, 2) = o (mod. tn), d. h.
—n(@+o0)= (mod. tn)

sein muf3. Man erweitert die letzte Kongruenz mit — z:
(h) n(z(®+0)=0  (mod. ttn)

Wir nehmen jetzt auch n zum Fihrer von 7 (w) teilerfremd an, und
setzen n = (#)n', wo » der grof3tein n enthaltene ganze rationale Teiler
ist. n’ hat dann eine Basiszahl » 4 w = §', und fiir dieselbe ist nach (f):

n(&, Q) & o6=o0  (mod. n't).

Es habe t die kanonische Basis ¢/ == ' -} w, " = ¢, wo # = n(t) ist.
Da &' durch t teilbar ist, so mu{3 daher:

r+o=§=xt+( -+ o)

sein, wo x' eine ganze rationale Zahl ist. Daher lautet die Bedingung

Z't+7)s@) + 2(w, )+ ('t -+ 7' +-w)o=o0 (mod. n't) .
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Nun ist aber § =o0 (mod. tu'), also x'¢ 4+ »' =— o (mod. n't). Er-
weitern wir noch die Kongruenz mit 7/, damit ¢'¢ ganz wird, so folgt
nach einer kleinen Rechnung:

)  (0—) (642 —7d=0 (mod. ), = 0@ — Qu ,

woraus durch Normbildung nach (b), (c):

—(w—o0)Pn(c(0+92)=Dr{')  (mod. ttn'n').

Wegen (h) ist somit:
D=o (mod. 7 (n')) .

Ist D = fd, so kann aber n’ nur Teiler von fsein, da & durch keine
Norm eines Ideals in »(w) teilbar ist und n’ keinen rationalen Teiler ent-
halt. ' mufs daker primitiver Teiler wvon f sezn. Wir setzen daher
n' = 1§, wo {' ein Teiler von / in »(w) ist.

Die Voraussetzungen, daf3 #(t) und »(n) zum Fihrer von r(w) teiler-
fremd sind, verlangen, daf3 es in (i Quaternionen gibt, deren Normen zu
diesem Fiihrer teilerfremd sind. Wizr sagen, daff (1 su letsterem teiler-
fremd zst. Wir konnen jetzt den Hauptsatz aussprechen:

11. Hauptsatz: st (i ezn sum Fiilver von v(w) tezler fremdes Ring-
ideal von o = (1, w, &, w8), so besitst es eine kanonische Relativbasis:
ntf', t(2 -+ 0) d. k. alle seine Quaternionen konnen in der Gestalt:

En +7(2 + o)

dargestellt werden, wo & alle Zallen des Ringideals ', © alle Zahlen
von t durchliuft, {' ein primitiver Idealteiler von [ ist, und o die fol-
genden DBedingungen befriedegt:

16 ist eine ganse Zahl von r(w),

n(w(2 +0)=0  (mod. nttf'f), r = » + w in t,
w64 n(r,2)=0  (mod. 1),

(w—o)t(@+0)=14 (mod.f), 4= w— Qo .

Sind umgekehrt alle diese Bedingungen befriedigt, so bilden alle Qua-

ternionen En -t (R - 0) ein Ideal (i in o, falls & alle Zahlen von {1, t
von t durchlauft.
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Setzt man wieder tf' = (&', §"), t= (z/,7"), so laf3t sich & 7z in der
Form: § =4'& + 2"&", c=4¢'7' |- #"z" darstellen. Ist:

EB — 4B | B gy W) — B | (B k=12,

so wird die zur kanonischen Basis gehorende Determinate in bezug auf
die Basis 1, w, £, wf lauten:

nu' nv' 00

nu" nv"0o | = (@' v" —u" ") (r's" —r" sV = n(tf)n{t)n’ .
—_ — 7'

—_— it ’ — ”(f/) ”(t)znz .

Anderseits sieht man, daf3 die zu den Quaternionen von (i gehoren-
den quaternire Form in z', 2", #,¢" lauter durch »#(t) teilbare Koef-
fizienten hat; denn sie lautet:

nn (&) + ns (Ez (24 0) + 2 (x (24 o)

und fiir jedes & in f't und 7z in t ist wegen der obigen Bedingungen
s (67 (2 + 0) =0 (mod. z (1)), = (z (2 + ¢))=o0 (mod. nn(tf")).

Man sieht, daf3 die Determinante das Quadrat des Teilers der Koeffi-
zienten der quaterniren Form nur dann ist, wenn 7 (f') — 1, oder {' = 1.
In diesem Falle gibt es Quaternionen in (i, deren Norm zu [/ teiler-
fremd sind. Solche Ideale wollen wir reguldr nennen').

7. Ringidealklassen

Es seien (i, (i’ zwei regulire Ringideale gemif3 6. Wir nennen die-
selben dquivalent, wenn es in R (f) ein Quaternion P gibt, so daf3:

(i = (P .

Dabei ist f, R (f) in Satz 8. definiert. Die Definition der Aequivalenz
ist reflektif. Denn da (i, (i’ reguldr sind, so wird » (P) einen zu f teiler-
fremden Zahler und Nenner besitzen. Also liegt auch P! in R (f). Die
Definition ist transitif; somit konnen alle Ideale in Ringklassen eingeteilt
werden. Die Anzahl der Ringklassen ist endlich. Man kann dieselbe
berechnen, falls die gewohnliche Klassenzahl bekannt ist.

12) Siehe hiezu die Definitionen von Brandt, a,a. O. S. 16.
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8. Hermite’ sche Formen

Alle Quaternionen des reguldren Ringideals (i sind in der Gestalt:

Ezznt,+ 782+ o)

darstellbar, wo t,, ¢ alle Zahlen von t durchlaufen, und » eine natiirliche
Zahl ist. Bilden wir die Norm # (Z), so ergibt sich:

n(8) = itz b ons(c v (R4-0) + (2 -+ 0) .
Nun ist aber, wie eine kleine Rechnung zeigt:
s(t, (£ -} o)) = s (¢, T (% - ), wo
% = (0— )~ (08— L) = (0 — )~ (s(2) » — 7 (v, Q)

eine Zahl von £(w) ist. Daher ist:

————————— = et o)a e+ o Gy e 41O

n n

TT

eine Hermite’'sche Form, die (i zugeordnet heifde. Ihre Determinante ist:

| nx—+a
(w8l —R2w) ja
=) iy P

also von (i unabhingig. Ist t = (1), so hei3e das Ideal (i prematzf. Wir
wollen uns nur noch mit diesem Falle beschiftigen. Die Variablen der
zugeordneten Hermite’schen Form durchlaufen dann alle Zahlen von
7 (w). Es seien (i und (i’ zwei aquivalente, primitive regulire Ringideale
und

(i=0L+o, ({ = 240

ihre kanonischen Basisdarstellungen. Dann muf3 es ein Quaternion P ge-
ben, so daf3:

L4 0)P = a(@ + o) + 87,
nP=y(@+ ) + o,
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wird, wo ad— 3y eine Einheit ist, und «,2,y,d in »(w) liegen. Ist nun
y = 0, so sind «, J Einheiten, und es folgt » = #', n(P) = 1, ad = 1.
Ist y 720, so ist:

y 2
.
2 I
m;’t—_‘fz%+_}7(a§~ﬂy) ?}_}_OJ " oe
n(y —— 19
woraus 7'z (ygj;o -+ 0) = (ad — py) » folgt. Somit 1st:
n*n(P) = n(y(Q -+ o') 4 dn') = nn' (@d — By), oder:
a(?—/?yzl,n(P):%.

Diese beiden Beziehungen gelten also in jedem Falle. Man erhilt alle

dquivalenten Ideale durch die unimodularen Substitutionen (aﬂ) der

yd
Gruppe in 7 (w).

Betrachten wir jetzt die (i zugeordnete Hermite’'sche Form, so wird,

wenn 5 = &+ 5 (2 + 0):

n(E) _n(PE)_ nE(y(@+0") + o) +p(a(@+ o)+ fn) _ n(Z)
n n n' w7
wo

E=¢n" 49 (240), und & =064 By, v =yé+ay, ad—Fy=1

ist. #(&")/n' ist aber die (i’ zugeordnete Hermite’sche Form, somit
miissen sie beiden Formen dquivalent sein.

9. Satz: Zwei reguliven dquivalenten Ringidealen entsprechen zwer
dquivalente Hermite'sche Formen.

Man sieht daher, daf3 die Theorie der Idealklassen in R (f) die Theorie
der Hermite’schen Formen in 7 (w) enthilt.

(Eingegangen den 20. Dezember 1933)
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