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L’équation &-+»-+s=0 et la courbe + +y =1
par D. MIRIMANOFF, Geneéve

On sait que P'équation
(1) E+7+8&=o,

impossible en nombres entiers rationnels non nuls, admet des solutions
dans certains corps quadratiques % (V). En 1913, M. Fueter!) a fait
connaitre des propriétés importantes de ces corps particuliers et a in-
diqué un procédé permettant de déduire d’une solution de (1) dans
k (Vm) une infinité d’autres. Un procédé différent, retrouvé récemment
par M. F. J. Duarte?), a été indiqué d’autre part par W. Burnside en
1914°). Je montrerai que les transformations de W. Burnside-Duarte et
de M. Fueter peuvent étre obtenues a l'aide de considérations géomé-
triques extrémement simples.

Rappelons d’abord qu’en vertu d’une propriété établie par W. Burn-
side et M. Fueter*) et retrouvée aussi par M. Duarte, on peut, dans
I'étude de I’équation (1), n’envisager que les solutions que M. Fueter a
appelées solutions spéciales. Ce sont les solutions dans lesquelles I'un
des nombres &, 7, {, par exemple { est un nombre entier rationnel,
tandis que les deux autres (&, ) sont des nombres conjugués entiers de

k (Vm).

c
Si 'on pose » — — Z_ , ¥ :mzé-, on voit qu'a toute solution de (1)
correspond un point de la courbe
(2) P y=1

dont les coordonnées sont deux nombres conjugués de # (V). Nous
pouvons donc poser

(3) x+y:%u

1) R. Fueter, Die diophantische Gleichung & 4 3+ {3 = o. Sitzungsber. der
Heidelberger Akad. der Wiss., Heidelberg, 1913.

2) La note de M. Duarte paraitra prochainement dans le t. XXXII de I'Ens. Math.

3) W. Burnside, On the rational solutions of the equation X3-}Y34 73
==o0 in quadratic fields. Proc. London Math. Soc. vol. 14, p. I.

4) R. Fueter, Ueber kubische diophantische Gleichungen. Commentarii
mathematici helvetici. Vol. 2, p. 69.
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u et v étant deux nombres entiers rationnels positifs ou négatifs, qu’on

peut supposer premiers entre eux (mais ce n'est pas indispensable).
On en tire

30 + V3u (40° — )

6 uv

& F—

’

_ 3wt T V3u (4t — o)

o 6 uv

et 'on voit que toutes les solutions spéciales de (2) et par cc’nséquent
de (1) qui font partie des corps quadratiques k(V—ﬁ;) s’obtiennent de (4)
en donnant a # et v des valeurs entieres (on peut supposer # premier
a v etu>0)°. A tout couple #, v correspondent deux points de la
courbe (2) symétriques par rapport a la bissectrice de XOV et a tout
point de (2) dont les coordonnées sont deux nombres conjugués d’un

- : u
corps % (Vm) correspond un nombre rationnel et un seul o == -— et une

v
infinit¢ de couples équivalents =, v.

Soient maintenant /%, /% deux points de la courbe (2) dont les coor-
données font partie d’'un méme corps % (V). Il est évident que la droite

passant par les points 7,, /%, coupe la courbe en un point dont les coor-
données font encore partie de £ ().

La transformation de W. Burnside et de M. Duarte. En particulier, la
tangente en /7, fournit une solution nouvelle de (2). Je montrerai qu’on
obtient ainsi la solution indiquée par Burnside et M. Duarte. Si, en effet,

2 3 3
. : : u - V30, (408 — u
u,, v, est un couple relatif au point 2, d’abscisse x, — 3% g 1 (47, !
", v,

et si 'on désigne par D le point ou la tangente en /, coupe la courbe

(2), on vérifie aisément que les couples #, v relatifs a D sont donnés par
la formule

(9) w o (40— )
5 v o (24} + 7))

5) Ces formules ont déja été indiquées, sous une forme un peu différente, par Burnside 3)
et M. Fueter4); cf. aussi M. Duarte %),

6) C’est 14 une construction trés bien connue, que A. Hurwitz appelait «construction fon-
damentale ». Cf. 4. Hurwitz, Ueberternire diophantische Gleichungen dritten
Grades. Vierteljahrschrift der Naturf, Ges. in Ziirich, t. 62, 1917, p. 207.
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et que l'abscisse du point D est

) L 3442 — ) + gV 3m (4ot —ud)
6u, v, (40} — 3) (24} + 2))

ou g = ui + 100} v} — 275,

Or, on retrouve les mémes expressions en introduisant dans les formules
de M. Duarte les parametres #,, v, ou bien en posant dans celles de

Burnside 2 —=—-— . Du reste, ce résultat peut étre établi d’'une ma-

niére plus directe.

La transformation de M. Fueter. Pour obtenir la transformation de
M. Fueter, je vais partir d’'un lemme dont la démonstration ne présente
aucune difficulté.

Lemme. Si wuy, v, et u,, v, sont deux couples relatifs aux points
P, P, de (2) d’abscisses

_ 30+ Vau (avi—u)

Xy
Ou, v,

38+ V3w (498 — )
o 6o,y V,

Xy

et que V3w, (498 —ud) = gV3u, (40— 4}) , ¢ étant un nombre entier,
les couples #;, v, relatifs au troisiéme point d’intersection de la droite
P,, P, avec (2) sont liés aux couples #,, v, et u,, v, par la relation

Ha | Y U (quy v, — w,v5) (q i — v) (408 — )
(7) e 212+ p

- 2 2 2,,2 3 3 .
4 s U Uy Vs {zu, U\ Vs + 20, Vi vy, — ui uy — quy (407 — ul)}

. u . U u
Cette relation?) permet de calculer —7—)3, lorsqu’on connait —;‘ et —7;3 .
3 1 2

Soit maintenant D’ le symétrique du point D par rapport a la bissec-

trice de XOY.

. . u U . .
7) La relation (7) a encore lieu, lorsque — et — sont des nombres irrationnels quel-

conques. b1 Y2
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En vertu de (6), 'abscisse x, de D' est donnée par la formule

2 R
(8) PR bl V3u, (428 — o)

6u, v,
ou Uy = u, (49} — u})
(9) v, = v, (2uf 4 7))

g = ui + 104 v} — 273.

La droite passant par P, et D' coupera la courbe (2) en un point
que jappellerai le point /. Je dis que la solution nouvelle qu'on trouve
de cette maniere est la solution de M. Fueter.

En effet, en remplagant dans (7) »,, v, et ¢ par leurs expressions (9),
on obtient, aprés quelques simplifications,

ﬁ+f3+_§¢j_ﬁ (uf — 1725 v} — 22%) (o + w4} v} + 703
vy vy vy Uy (24 + 0) (4] — 3ul U} — 244 Uf — )

d’ou

uy w30 —o)
v 27— (h— o)

(10)
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Or, on retrouve les mémes couples en introduisant les paramétres
#,, v, dans les formules de M. Fueter.

On voit donc que la solution de M. Fueter s’obtient en menant une
droite par le point 7, (solution connue) et le symétrique D’ du point
D de Burnside-Duarte.

M. Fueter a montré que sa transformation s’obtient en appliquant
deux fois une transformation plus simple qui a pour effet de multiplier
le nombre 2 de k(m) par — 3. Je ferai voir qu'une construction géo-
métrique analogue a la précédente permet aussi de retrouver la trans-
formation intermédiaire de M. Fueter.

—1+V—3
2

Posons y —

et envisageons le couple

4y, v, €tant le couple (9) relatif a D'. A ce couple correspondent deux
points de (2) dont les coordonnées ne font pas partie du corps £ (Vm).
Soit D" celui de ces points qui s’obtient de D’ en multipliant ses coor-
données par ». Le nombre correspondant ¢ est donné par la formule

q = —7* (u; -+ 102} vi — 27})
et I'on vérifie aisément que la droite /, D" coupe (2) en un point qu’on
obtient en appliquant a 2, la transformation intermédiaire de M. Fueter.
Pour le montrer, partons de la relation (7) et posons
Uy = v u, (407 —u3)
v, = v, (24} + 7}).
Le second membre de (7) devient

Uy
v, (Ui — 1) (243 + i)

[+ 100 08 — 208 4 #* (403 — ) (20 + o)) {uk + ok + 7o)
X L Al — 50— 7 (40— ) (1 I 29)

.
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Mais cette expression se simplifie en décomposant le numérateur et le
dénominateur de la deuxiéme fraction en facteurs et 'on obtient fina-
lement

iy e w4 \20Aw) (200} {20 3red)
Bt o, (16— 2) (20 +27) |
On en tire
(11) Uy 347

Us hu?"”"pf’

ct I'on retrouve, comme il est facile de s’en assurer, les couples défi-
nissant la transformation intermédiaire de M. Fueter.

Transformations analogues a celles de M. Fueter et de Burnside-Duarte.
Dans les formules de M. Fueter et de Burnside, les parametres « et v
sont des polyndémes homogénes de méme degré en %, et v,. Dans la
transformation de Burnside (9) ce degré est égal a 4, dans celle de
M. Fueter a 9. On pourrait se demander s'il existe des transformations
de forme analogue, mais de degrés plus petits (inférieurs a 4 ou com-
pris entre 4 et g). LLa réponse es tres probablement négative. On peut
montrer en tout cas que le polyndéme # est toujours divisible par #,.
Les transformations #, v peuvent donc étre réparties en deux classes:
celles dans lesquelles # est aussi divisible par 47} — #} et celles dans
lesquelles 47—} divise 47° — #°. La transformation de Burnside-
Duarte rentre dans la premiére classe, celle de M. Fueter dans la se-
conde. Or, le degré d’une transformation de premiére classe étant au
moins égal a 4, on voit que c’est parmi les transformations de deu-
xiéme classe qu’il faut chercher des transformations de degrés inférieurs.

D’autre part, dans les transformations de deuxiéme classe #» est né-
cessairement de la forme

uy P (u,, v,)

P(u,, v, étant un polynéme homogene en #, et v,. Le degré de « est
donc un nombre impair = 3, 5, 7.

On peut montrer que le polynéme P(,, v,) ne saurait étre du pre-
mier degré. Mais le degré de /2 pourrait-il étre égal a 2 ou a 3°?
Je crois inutile d’indiquer ici les calculs qui permettraient, s’ils étaient
poussés plus loin, de donner une réponse précise a cette question.
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Sur une propriété du nombre des classes de k (Jm). Dans son mémoire
de 1913, M. Fueter a fait connaitre une propriété importante des corps
kVm) dans lesquels Péquation (1) ou (2) admet des solutions®). 1l a
montré que le nombre des classes de ces corps est divisible par 3, si
le nombre 2, supposé non divisible par un carré, est négatif et
= 2 (mod. 3). Ce théoréme comporte des corollaires curieux et s’énonce
d’'une maniere différente, lorsqu’on introduit les paramétres #, v. Suppo-
sons par exemple que le parameétre #, premier a v, soit de la forme
3u', »' étant un nombre entier positif non divisible par 3. Le radical

V3u (40° — o) s'écrira 3Vu’ (40° — 274"%) = 3n Vm, n étant un nombre
entier non divisible par 3. Or, #’ étant =1 (mod. 3), la congruence
m = 2 (3) est équivalente a #' (4v® — 274'%)=2(3). D’autre part
u' (40 —274"%) =u'v. Si donc #'v =2 (3) ou, ce qui revient au méme,
siu'+v=0(3) et si 42°* < 274'% le nombre des classes du corps

k(Vu' (42 — 274'%)) est divisible par 3.

D’autres conséquences, que je crois inutile d’indiquer, peuvent étre
déduites du théoréeme de M. Fueter.

Il est a désirer que les belles recherches de M. Fueter soient reprises
et continuées.

Je tiens en terminant a adresser mes remerciements les plus vifs a
M. Fueter pour les indications précieuses qu’il a bien voulu me donner.

(Regu le 28 aolit 1933)

8) Dans son Mémoire des C. M. H.4) M. Fueter a montré que cette propriété n’est qu'un
cas spécial d’'une propriété beaucoup plus générale de ’équation 23 — y2— D,
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