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Sur un Théoréme de Steiner

Extraits d’une correspondance échangée entre MM. L. KOLLROS,
Zurich et J. MARCHAND, Lausanne

Kollros a Marchand.

...... Voici le théoréme de Steiner que j'ai trouvé dans un manuscrit
du 27 décembre 1824:

S I nls : : ils détermi "
WUV UR Ccercle, On a n poimiS: I, 2, 3, ..., M, 2lS acterminent 5

cordes: 12, 13, 23, .... Sz Don abaisse dun autrve point quelconque A
du cercle des perpendiculazres & ces cordes, les pieds: 12, 13, 23, ... de

ces perpendiculacres sont trois a trois sur (3) droetes: 123, 124, ...
Sur ces droites, on abaisse de nouveaun des perpendiculaires du point A,

leurs peeds: 123, 124, ... Sont quatre a quatre sur (4) droztes, et ainst

n
n—I
culaires abaissées de A sur ces n droites sont encorve en ligne drozte.“

de suite. On arrive enfin a ( ) — n droites; les pieds des perpends-

Steiner en a donné deux démonstrations; voici celle qui me parait
la plus simple.

Pour 7 = 3, f?g,- est la droite de Simson de A pour le triangle 1, 2, 3;
pour # — 4, la droite 1234 est la tangente au sommet de la parabole

inscrite au quadrilatére 123, 124, 134, 234; (les quatre cercles de centres
1, 2, 3, 4 menés par A se coupent encore aux six sommets d'un qua-
drilatere homothétique au précédent).

Pour n — g5, Steiner remarque que, par chaque point a deux chiffres,

par exemple 12, il passe trois droites a trois chiffres (123, 124, 125).
Les pieds (123, 124, 125) des perpendiculaires abaissées de A4 sur ces
trois droites sont sur un cercle passant par 4 et 12. Les cOtés du triangle

(123, 124, 125) sont les droites a quatre chiffres (1234, 1235, 1245) et

la droite de Simson de A pour ce triangle est la droite 12345. On peut
la désigner ainsi, car chacun des cinq points 1234, 1235, 1245, 1345,
2345 est sur la droite déterminée par deux quelconques des autres.

On démontre de la méme maniére que, si le théoréme est vrai pour
n—2 et n— 1 points du cercle, il 'est encore pour » points.
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Voici le texte du manuscrit:

,Durch jeden Punkt zu zwei Nummern gehen (z — 2) Geraden zu drei
Nummern, die zusammen alle z Nummern enthalten. Fillt man aus dem
Grundpunkt A4 auf diese (z — 2) Geraden Lote, so liegen die Fuf3punkte
zu drei Nummern mit 4 und dem Punkt zu zwei Nummern zusammen
in einem Kreis. Durch jeden Fu3punkt zu drei Nummern gehen (z— 3)
Geraden zu vier Nummern. Werden auf diese Geraden aus A4 Lote
gefillt, so erhilt man die FuB3punkte zu vier Nummern; durch jeden
derselben gehen (z —4) Geraden zu fiinf Nummern usw. Am Ende
gelangt man zu Fuf3punkten zu (» — 3) Nummern; in jedem schneiden
sich drei Geraden zu (7 — 2) Nummern, Fallt man auf diese Lote aus
A, so liegen die drei Fuf3punkte mit 4 in einem Kreis. Drei solche
zusammengehorige Fufdpunkte zu (z — 2) Nummern bestimmen aber
paarweise drei Geraden zu (# — 1) Nummern, die zusammen » Nummern
enthalten, und da sie mit A in einem Kreis liegen, so liegen die Fuf3-
punkte zu (# — 1) Nummern der aus A4 auf diese drei Geraden gefillten
Lote in einer Geraden. Da dies fir je drei Geraden zu (z — 1) Num-
mern stattfindet, so folgt daraus, daf3 die Fuf3punkte der aus A auf die
n Geraden gefillten Lote in einer Geraden liegen.“

Le 29 décembre 1824, Steiner note le théoréme que Miquel a trouvé
21 ans plus tard (Journal de Liouville X, p. 349): ,Durch 4 Geraden
entsteht ein Kreis (1, 2, 3, 4) und ein Punkt 4. Bei 5 Geraden ent-
stehen 5 solche Kreise und 5 solche Punkte: die 5 Kreise schneiden
sich in einem Punkte B und die 5 Punkte 4 liegen in einem Kreis a
der ebenfalls durch den Punkt B geht.“

»,Es ist nun zu vermuten, daf3 bei 6 Geraden die 6 Punkte B eben-
falls in einem Kreis liegen, und dafd die 6 Kreise ¢ mit diesem Kreis
sich in einem Punkt schneiden; kurz es mufl hiebei irgend ein Gesetz
obwalten, welches sich auf jede folgende Anzahl Geraden erstreckt.“

Cest le théoreme que Clifford a trouvé en 1870 (Math. Papers,
P 38) e,

Marchand a Kollros.
...... Il m’a semblé qu’il vaut la peine d’établir le nouveau théoréme de
Steiner par le procédé méme que la géométrie projective fournit pour
la démonstration des théorémes de Miquel et de Clifford; procédé que
'on peut considérer comme une méthode générale dans les questions
de cette nature, ainsi que vous lavez montré dans votre conférence a
la S. M. S,, lors de la réunion de lLausanne, en 1928.

Voici une démonstration qui me parait simple et tres harmonieuse.
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Soit, sur le cercle, les » points 1, 2, 3, ..., = et le point A consi-
dérés par Steiner. Nommons B le point du cercle diamétralement opposé
a A, ¢ la tangente au cercle en Bet /et ¥ les points cycliques du plan.
Représentons, enfin, par C, une courbe quelconque d’ordre » et par I,
une courbe quelconque de classe 7.

A tout groupe de p points du cercle, nous allons attacher une I,
une droite & et le pied P de la perpendiculaire abaissée de A sur 4.

Par définition, la I, attachée au groupe des points 1, 2, 3, ..., #
sera apolaire a toutes les (, circonscrites au triangle 4A/7¥ et a toutes
les C, passant par les pointy 1, 2, 3, ..., » et ayant en B un point

multiple d’ordre » — 1.
L’apolarité aux C, passant par A, / et ¥ soumet la I, a

I
7 (r+3)—2
conditions linéaires.

Les (, passant par 1, 2, 3, ..., » et ayant en B un point multiple
d’ordre » — 1 forment un systéme linéaire de dimension z. Ce systéme
contient 7 — 1 courbes, linéairement indépendantes, formées du cercle
et de » — 2 droites issues de B, qui sont apolaires a la I', parce qu’elles
passent par A4, / et ¥. Deux autres de ces (, imposent a la I, deux
nouvelles conditions linéaires et completent la base du systéme.

I.a premiére polaire de la droite joignant B a l'un quelconque des
points du groupe de # points, soit la premiere polaire de B 1, est apo-
laire aux C,_; passant par A, /et ¥ et aux C,_; passant par les autres
points du groupe et ayant en B un point multiple d’ordre » — 2. Clest
la I',_; attachée au groupe de » — 1 points 2, 3, ..., 7.

Il s’ensuit que les I', , attachées aux groupes de #— 1 points que
I'on déduit du groupe 1, 2, 3, ..., » par la suppression d’un point
appartiennent au faisceau tangentiel des premieres polaires des droites
passant par 5 par rapport a la I, attachée au groupe 1, 2, 3, ..., =

Les points polaires de la tangente ¢ par rapport a ces I',_; sont alors
sur une droite, la droite 4 que nous attachons au groupe de = points
I, 2,3 ..., 7

Enfin, 4 est la polaire de B par rapport a la conique polaire de ¢
par rapport a la I',. Cette conique polaire, apolaire aux C, passant par
A, I et ¥ est une hyperbole équilatére de centre A. Le point polaire
de ¢ par rapport a la I', est le pied P de la perpendiculaire abaissée
de A4 sur 4. (Le produit des distances du centre d’une hyperbole équi-
latére a un point et a sa polaire par rapport a I’hyperbole étant constant).
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Le théoréme de Steiner se déduit immédiatement des faits précédents.
On peut Pétablir en suivant I’énoncé méme de Steiner. On le congoit
mieux dans l'ordre inverse, c’est-a-dire de la fagon suivante:

A la paire de points 12, attachons la conique admettant les deux
triangles polaires A/ ¥ et B12, inscrits dans le cercle; soit 'hyperbole
équilatere [, de centre A conjuguée au triangle 512.

Le pdle de ¢ par rapport a cette hyperbole est le pied £ de la per-
pendiculaire abaissée de A sur la droite 12.

Au terne de points 123, attachons la /5 apolaire aux (, circonscrites
au triangle A/% et aux (, passant par 1, 2 et 3 et ayant un point
double en A.

Les premieres polaires des droites issues de B par rapport a cette
Iy forment un faisceau tangentiel contenant les [y attachées aux paires
de points 12, 23 et 31. Le lieu des poles de ¢ par rapport a ces pre-
mieres polaires est la droite «, attachée au terne 123; elle contient les
points /, pieds des perpendiculaires abaissées de A sur les droites 12,
23 et 31. Le point polaire de 7 par rapport a cette [, est le pied de
la perpendiculaire abaissée de A sur &; c’est le point 2 attaché au
terne 123.

Au groupe de 4 points 1234, attachons la [, correspondante; les
points /£ attachés aux ternes 123, 234, 341, 412 sont sur la droite &
attachée au groupe 1234 et le point polaire de # par rapport a cette
I, est le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur &. Etc. ...

(Regu le 12 juin 1933)
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