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Notiz zu einem Kriterium fur die Konvergenz
von Reihen mit reellen Gliedern)
Von Th. Motzkin, Basel

§ I. Ostrowskz2), Polya-Szego3) und Knopp4) haben Folgen an (n=i, 2,...)
untersucht, fur die

(i) {a, — an) + {a, — an) + + (aH-t — aH) :S c,

d. h. beschrankt ist, sowie analogen Bedingungen genugende Funktionen
einer stetigen Veranderlichen a (;z\ Die Hauptgrundlage bildet dabei

der Satz, dafi J£ #v konvergtert, zvenn die an der Bedingung (i) genugen

und monoton gegen o abnehmen. Die Frage liegt nun nahe, wie weit
die letztere Zusatzbedingung wesentlich ist. Ich will den angefuhrten
Satz zur Klarung des Sachverhalts auf eine neue Art beweisen, ihn
ferner dahin verscharfen (§ 3), daf3 es fur positive an genugt, da6 be-

liebig kleine an vorkommen, und îhm einen weiteren Satz uber Haufungs-
punktmengen im allgemeinen Fall an die Seite stellen (§ 6). Dabei be-

nutze ich die Ostrozvskischen Bezeichnungen t und j fur im weitern
Sinne monoton wachsend und fallend.

n

§ 2. Sei 2J av s« y

v=i

(2) — tn, sn ntn + c.
n

Es ist av — tx-\- c, und fur n > 1

(3) an ntn — [n — 1) 4-i.
Die Beschranktheitsbedingung sn—nan^S c geht durch die

Substitution (2) in tn :rE an uber. Nach (3) ist hierzu notwendig und hin-

^) Ich habe im folçenden von verschiedenen Bemerkungen Gebrauch gemacht, die ich
Herrn Prof. Ostrowski \erdanke.

2) Jber. Deutsch. Math. Veremig. 34, 1926, pp. 161 —171, Mathemati^che Mis-
zellen III. Ijber Nullstellen gewisser im Einhei t skre îs regularer
Funktionen und emige Satze zur Konvergenz unendlicher Reihen.

3) Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis I, S. 78.
4) Jber. Deutsch. Math. Veremig. 37, 1928, pp 325—327, Bemerkung zu emigen

Satzen uber unendliche Reihen.
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reichend, dafi (n — i) tn — [n — i) tn_x ^ o, d. h. tn ^ 4_i (n 2, 3,
ist. (1) ist also aquivalent mit der Bedingung, daf3 die tn monoton wach-
sen. Es sei tn t d, wo d auch 00 sein kann. Auf jeden Fall ist dann

wegen tn ^ an

lim tn-=^d' 2f= lim an

Es gilt aber sogar

d lim an

Denn andernfalls sei lim an =: d + <?, <f ]> o. Dann ist lim (^w — 4_i)

lim /^ (/« — 4-i) ^, also von einem n an ^ — tn—\ > — ; aus dieser

Majorisierung der harmonischen Reihe ergabe sich d 00, also auch
lim an rso.

Fur d < o divergiert nun wegen ^ ^/w -j- c unsere Reihe J£ ay

unter allen Umstanden, und zwar respektive nach -[- 00 oder — 00.
Die Reihe kann also nur konvergieren, wenn tn t o und damit lim an o
ist.

§ 3. Um uns nun uber den EinfluC der an auf das Verhalten
der tn klar zu werden, nehmen wir zunachst an ==: o an, also auch

d lim an ^ o. Ist nun d o, so folgt aus — 4^0 sn c>

so dafi die monotone Folge der sn konvergiert.
Sat& 1. Fur positive an ist zur Konvergenz einer die Bedingung (1)

erfullenden Reihe notwendig und hinreichend, da$ lim an o ist.

Damit haben wir die Konvergenzfrage fur durchweg nicht négative
an vollstandig erledigt.

Aus dem Satz 1 folgt insbesondere :

Satz 1*. Ist lim an zugleich etne untere Schranke der an

lim an ^=tfv, v= 1,2,

so folgt aus (1), da0 dze Folge an konvergiert:

lim an lim an.

§ 4. Wir untersuchen nun die Einschrankung, die durch die Bedingung
1) den an im allgemeinen Falle auferlegt wird, wenn nicht aile an
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^ d lim an sind Es ist vor allem zu bemerken, daG man die Folge
der tn als eine behebige, monoton wachsende Folge vorgeben kann,
woraus sich dann — nach Vorgabe eines behebigen c — die an vermoge
der Gleichung (3) so ergeben, daG sie der Bedingung (1) genugen
Insbesondere hegt die Frage nahe, ob nicht wenzgstens im Falle d o
die so entstehenden an gegen O konvergieren mussen c ist wegen der
Gleichung an ntn — {n— 1) tn^.1 offenbar nur auf den Wert von at von
EinfluG.

§ 5 Wir beweisen zunachst den

8at& 2. Sez H eine behebige abgeschlossene5) Menge nichtnegativer
Zahlen, die die Null, sowie behebig kleine positive Zahlen enthalt, Dann
gibt es stets eine Folge von positiven bn aus H, wobei jedes bn endhch

oft wiederholt werden darf, die H zur Menge der Haufungspunkte hat
^r b

und fur die J£/ — konvergiert.

Jedenfalls6) gibt es namlich eine Folge von verschiedenen positiven
b'n aus H, die H zur Menge der Haufungspunkte hat Aus dieser werden

wir die Folge bn durch Umordnung und Wiederholung herstellen. Wir
wahlen ein festes e > o und sodann

1) wahlen wir fur jedes n, das kein Kubus ist, bn < —, was nach Voraus-

setzung moglich ist, dann konvergiert die entsprechende Teilreihe von

2— gegen eine positive Zahl < 2 —2— e-—,

2) stellen wir die ubngen b' so in die freien Platze, daG daselbst

bn <Z e rà gilt, was moglich ist, indem man zu groGe b ' auf spater ver-
schiebt und dafur eventuell kleinere (jedes endhch oft) wiederholt: dann

konvergiert auch die entsprechende Teilreihe von I — gegen eine posi-
n

00 2

tive Zahl rfE ][! —r e —.-
v=i * o
00 h tP1

Daher ist ^J —- <^ e — laGt sich also sogar behebig klein machen
»=i n 3

Bemerkung. Fur die Gultigkeit des Satzes ist wesenthch, daG H be-

liebig kleine positive Zahlen enthalt, da sonst die Reihe 2— nach dem
n

6) d. h. H enthalt aile îhre endhchen Haufungspunkte, kann aber behebig grofie Zahlen
enthalten.

6) s z.B. Hamdorff, Mengenlehre, Lpz 1914, p 273 oder daselbst 2. Aufl Berl-
Lpz. 1927, p 127, Z. 6.
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Satz uber die Divergenz der harmonischen Reihe stets divergieren
mufite. Lassen wir dagegen auch unendlich oft bn o zu, so fallt, wie

man leicht uberlegt, dièse einschrankende Bedingung weg, was wir so-

fort anwenden werden.

§ 6. Nunmehr ergibt sich — als Antwort auf unsere Frage — leicht
der

Satz 3. Set H eine belzebtge, nach unten beschrankte abgeschlossene

Menge reeller Zahlen. Dann gtbt es — fur beliebtges c — stets eine

Folge an, die der Bedzngung (i) genugt und H zur Menge der Haufungs-
punkte hat.

Ziehen wir namlich die kleinste Zahl d aus H von jeder Zahl von
H ab, so erhalten wir eine Menge H', zu der wir eine Folge bn gemaC
der Bemerkung zum Satze 2 bilden konnen. Die Partialsummen der

Reihe 2—^- bezeichnen wir mit /„ + <?, wo e eine solche feste Zahl be-

deutet, daG tn\ d gilt. Es sei nun fur n ^> 1

an — bnA- tn-i ntn — (n — 1) tH-.t,

und ax tt -f- c, Dann hat die Menge der an die Ableitung H und

erfullt, wie wir in § 2 gesehen haben, die Bedingung (1).

(Eingegangen den 19. Mai 1933)
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