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Ueber Fluchtlinientafeln von Beziehungen
nomographisch dritter und vierter Ordnung

Von E. Vôllm, Zurich

1. Einleitung

Durch Arbeiten von Clark *), d'Ocagne2) Soreau3) u. A. ist gezeigt
worden, dafi, abgesehen von Degenerationsfàllen, aile Beziehungen
zwischen drei Variablen von der nomographischen Ordnung 3 und 4
durch Fluchtlinientafeln darstellbar sind. Fur die vierte Ordnung bestehen
dièse Nomogramme im allgemeinen aus zwei Leitern auf demselben

nichtdegenerierten Kegelschnitt und einer dritten allgemeinen Leiter,
in Spezialfâllen aus zwei geradlinigen und einer allgemeinen Leiter.
Jede Beziehung dritter Ordnung gestattet sowohl Tafeln der einen als

auch der andern dieser beiden Arten und die dritte Leiter ist in beiden
Fâllen geradlinig. — Zweck der nachstehenden Ausfiihrungen ist, durch
konsequente Verwendung einiger bekannter projektiver Grundbegriffe
dièse bekannten Sâtze und die zugehorigen Konstruktionsregeln ein-
heitlich und, wie mir scheint, einfacher zu begriinden, ais es bisher ge-
schah4).

Wir betrachten Beziehungen zwischen drei Variablen zu z2, z3 und be-
zeichnen mit fi} g{, x{ usw. Funktionen von ziy mit fik eine Funktion
von z{ und zk und mit /*12S eine Funktion der drei Variablen. Unter
fi und fk sind im allgemeinen verschiedene Funktionen der beiden
Variablen z{, zk zu verstehen. Eine Kurve der (x,y)-Ebent mit der
Parameterdarstellung x{, yi9 deren Punkte mit den Werten der Variablen z{
kotiert sind, heiCt Funktionsleiter (#,•). Hat man drei Leitern (zt) und
ordnet man solche Werte der drei Variablen einander zu, deren Bild-
punkte auf einer Geraden (Fluchtgerade) liegen, so besteht zwischen
ihnen eine Beziehung fm o. Die Gesamtheit der drei Leitern mit der
eben erwâhnten Ablesevorschrift heifit eine Fluchtlinientafel dieser Be-

1) Revue de mécanique 1907/08.
2) A.M. t. XXI, p. 301. Siehe auch d'Ocagne, Traité de Nomographie, 1921, p. 201.
3) Soreau, Nomographie ou Traité des abaques, 1921, 1.1, p. 258 et t. II, p. 75.
4) Die vorliegenden Betrachtungen bilden einen Teil der von der Eidgenossischen Techni-

schen Hochschule genehmigten Habilitationsschrift des Verfassers.



ziehung. Eine Relation ist dann und nur dann durch eine Fluchtlinien-
tafel darstellbar (kurz : darstellbar), wenn sie die Determinantenform

(i.i) I fi> gi> ht\ o {z — i, 2, 3)

annehmen kann; die ausdruckt, da!3 die drei Punkte xz z=z-~} ytz=^~-hi hi
in einer Geraden liegen.

Eine Beziehung heifit von der nomographischen Ordnung 2 in bezug
auf #s, wenn sie die Form

nicht aber, mit andern Funktionen, die Form

F\i • A + G12 — °

annehmen kann. Die Beziehung heifit von der Ordnung i in bezug
auf £3, wenn sie in der zweiten Form darstellbar ist. Unter der Total-
ordnung einer Beziehung versteht man die Summe ihrer Ordnungen be-

zuglich der einzelnen Variablen. Nach (i.i) betragt sie fur darstellbare
Beziehungen mindestens 3 und hochstens 6. Sind a0. cs Konstanten,
so gestattet die allgemeinste Beziehung vierter Ordnung die Form

(1.2) (aoftft + aift + *,/; + *8) n + (*o/i/. + tifi + ^n + h)g,
+ (*o fx f% + Cx ft + C2 f2 + C8) O

nicht aber die Form

(1.3) fafift + «i/i+ ^/2 + a>) n + {hfxft + tiA + hU + ^3) o,

die die allgemeinste Beziehung dritter Ordnung ist.

Eine Beziehung heifit degeneriert, wenn sie in Beziehungen zwischen
zwei Veranderlichen oder Gleichungen fur eine zerfallt. Ein spezielles

Wertepaar (ï£, Jk) heifit fur eine Beziehung kritisch, wenn dafur die

dritte Variable unbestimmt wird. In einer Fluchtlinientafel trifft dies z. B.

zu fur die beiden Quoten eines Schnittpunktes zweier Leitern, der eben-
falls kritisch heifit.

Ist nach willkurlicher Wahl dreier Grundpunkte E, Nf U auf einer
Geraden oder einem Kegelschnitt ein variabler Punkt F mit dem Wert

/ =z= (F, E, Ny U) seiner projektiven Koordinate kotiert, so nennen wir
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die entstehende Leiter projektiv erster oder zweiter Ordnung in /. Ein
Buschel, dessen Strahl von einem Parameter f abhangt, heiBt in f
projektiv, wenn es auf einer Geraden und folglich auf allen Geraden, die
nicht durch den Trager gehen, eine projektive Leiter bestimmt. Projiziert
man eine projektive Leiter zweiter Ordnung von einem ihrer Punkte

aus, so sind Strahlbuschel und Projektion auf eine Gerade projektiv in
derselben Variablen. Auf gegebenem Trager ist eine projektive Leiter
durch drei kotierte Punkte bestimmt. Im Falle zweiter Ordnung erkennt
man aber auch, daf3 vier kotierte Punkte A, B> C, D mit Quoten a, b,

c, d Trager und Leiter bestimmen, etwa als Ort gleichkotierter Strahlen
der in /projektiven Strahlbuschel A [B, C, D) und B(A, C, D), von denen

man je drei kotierte Strahlen kennt.
Zwei Punktreihen auf demselben oder verschiedenen Tragern sind

dann und nur dann im ublichen Sinne projektiv, wenn ihre irgendwie
definierten projektiven Koordinaten x und y einer bilinearen Beziehung

genugen:

(1.4) axy -f- bx + cy -j- d o.

Sie heiGt singular, wenn ad—bc o, in welchem Falle

y beliebig ist fur x — -7-

l dund x beliebig ist fur yy a c

2. Projektive BegrUndung der gebrâuchlichsten Typen von Fluchtlinien-
tafeln

Sehr hàufig lassen sich in den Anwendungen auftretende Beziehungen
in einer der beiden nachstehenden Formen schreiben, deren Totalordnung
im allgemeinen 4, in Sonderfallen 3 betragt:

(2.1)

(2.2) fx ft /s + (A + f%)gt + ^=0
wo wir fortan fi9 ft und zz als Variablen betrachten. Beide definieren
fur festes bz eine bilineare Beziehung zwischen /i und /2, die von z%
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abhangt, wenn nicht aile Verhaltnisse fz : gz : hz konstant sind und die

singular ist, wenn

im Falle (2.1) g3. ks o, im Falle (2.2) g32 — f% hz o ist.

Wir setzen voraus, daf3 dièse Gleichungen fur £3 nicht identisch erfullt
seien, da sonst die zugehorigen Beziehungen degeneneren wurden. Sie

sind also Bestimmungsgleichungen fur £8, deren Losungen zu kritischen
Wertepaaren (slf z3) und (zS9 s3) gehoren.

Das Paar f[ 00, /2 oo befriedigt die Beziehung (2.1) fur jedes 53.

Betrachtet man also fx und f2 als projektive Koordinaten auf zwei Ge-

raden der Ebene, deren Schnittpunkt auf beiden die Quote 00 tragt, so

definiert (2.1) fur jedes z3 perspektive Punktreihen. Die Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte /i, ft schneiden sich also in einem Punkt,
dem Perspektivzentrum, dem wir als Quote den festen Wert von z% er-
teilen. Die dritte Leiter ist der Ort dièses Punktes bei variablem £3.

Jede Beziehung (2.1) gestattet also Fluchtlinientafeln mit zwei projektiven
Leitern erster Ordnung und einer dritten, im allgemeinen krummlinigen
Leiter. Nimmt man (Figur 1)

o, so wird ft =z —

ft o, so wird /i — A

Man hat damit zwei Buschel mit den Punkten ft=zO und ft o als

Tràgern, die in -~> bezw. — projektiv sind. Die Leiter (#8) ist der
^ g

121



Ort der Schnitte gleichkotierter Strahlen. Ist einer dieser Quotienten

von zz unabhangig, z. B. -r^- — k> so ist die Gerade fx o, ft —k
dritter Trager. In diesem Falle ist (2.1) von der Ordnung 3. Besteht
eine Beziehung

mit Konstanten a;k, so stehen die Strahlbuschel in [m, #)-deutiger Ver-
wandtschaft und der dritte Tràger ist eine algebraische Kurve von der

Maximalordnung m -j- n, die sich auf m A- n — 1 reduziert, wenn die

Verbindungsgerade beider Trager sich selbst einfach entspricht. Sind
insbesondere /3, gz, hz ganze lineare Funktionen einer gleichen Funktion,

so genugen -^- und -^— einer bilinearen Beziehung und die Ordnung ist

1 -f- 1 — 1 1.

Betrachtet man /i und /2 als Quoten zweier Punkte Fx und F2 der-
selben projektiven Leiter zweiter Ordnung, so deflniert (2.2) fur festes

zz eine Projektivitat mit vertauschbarem Entsprechen, eine Involution
zwischen Fx und F2. Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte
schneiden sich in einem festen Punkt, dem Pol der Involution, dem wir
den festen Wert von zz als Quote erteilen. Die dritte Leiter ist der Ort
dièses Punktes bei variablem #3. Jede Beziehung (2.2) gestattet also

unter den oben genannten Voraussetzungen Fluchtlinientafeln mit zwei
identischen projektiven Leitern zweiter Ordnung und einer dritten, im

allgemeinen krummlinigen Leiter.

Fur fx o wird /2 — — fur fx 00 wird f2 —

Figur 2.
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Dièse beiden, in —— bezw. ^— projektiven Buschel, aber auch irgend
0*3 /3

zwei andere Buschel /i konst., bestimmen die dritte Leiter (Figur 2). Be-

zuglich der Ordnung ihres Tragers gelten analoge Bemerkungen wie fur die

Beziehungen vom Typus (2.1). Ist insbesondere einer der eben ge-
nannten Quotienten konstant oder sind /3, g39 hz ganze lineare Funk-
tionen einer gleichen Funktion, so ist der dritte Trager geradlinig und
(2.2) ist dritter Ordnung.

Die in den Anwendungen haufig auftretenden Beziehungen von der
Form /i -f- f% -f- /à o und /i /2 • /s sind Sonderfalle sowohl von (2.1)
als auch von (2.2). Sie lassen sich also durch Tafeln mit drei projektiven

Leitern wiedergeben, darunter keine oder zwei von zweiter
Ordnung. In beiden Fallen erweist sich namlich die dritte Leiter als geradlinig

und projektiv.

3. Allgemeine Beziehung vierter Ordnung

Setzt man in (1.2)

^ U + Kg* + ct=Qt {i — o, 1, 2, 3)

und erganzt man die Matrix

durch die Zeile

II a a a a n

die eine lineare Kombination der drei ersten ist, so hat man die Clark'sche
Identitàt

A (2o —A Ôi + A 0i —A 0s o,

wenn mit Dt- die aus der dreizeiligen Matrix durch Unterdruckung der
z-ten Spalte entstehende Déterminante bezeichnet wird. Mit ihrer Hilfe

beweist man, da6 fur DoDz — DlD2^o die Substitution /i -j£—,——*¦~
A + A q>\

die Beziehung (1.2) uberfuhrt in

<Pi f% F* + fa + fù Gz + H, o,
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wo Fs, 6r3, H3 die Form k /3 -f- a g3 -f- v haben. In den Tafeln dieser
Relation vom Typus (2.2) hat man zwei identische projektive Leitern
zweiter Ordnung {(px) und (/2), deren erste auch in f[ projektiv ist. Die
beiden Quoten eines gleichen Punktes sind verbunden durch die

Beziehung cpt f2 oder fx —^ —l-^ die man zur Ermittlung dreier
A -f- -D3 / 2

Quotenpaare benutzt, um hierauf die Leitern mit Hilfe projektiver Buschel

zu konstruieren.

Ist dagegen Z)o Dz — Dx D2 O, so konnen doch nicht aile Dt ver-
schwinden, da sonst die drei Zeilen der Matrix linear abhangig wurden,
weshalb (1.2) von der Ordnung 3 ware oder degenerieren wurde. Ist
also z. B. Ds o, so entsteht aus (1.2) durch die Substitution

.__L, A f__2 &L
/l - Vl

~^ A T% ~
<p% A

eine Beziehung

q>i ^s + ($i G% + Hz o

vom Typus (2.1), in deren Tafeln die beiden ersten Leitern in (pt und

(pÀ aber auch in /[ und ft projektiv sind. Der Leiterschnittpunkt hat

die Quoten ç^ ç>2 00 also /i —- f2 -~-. Ist A ^ o, so
A A

ist ein anderes D^o und man wird auf den behandelten Fall zuruck-
gefuhrt, indem man die vorgelegte Beziehung dividiert durch /i, oder
f2 oder /;•/;.

4. Allgemeine Beziehung dritter Ordnung

Beziehungen vom Typus (1.3) lassen sich als Spezialfalle von Be-
ziehungen (1.2) behandein, mit willkurlichen Konstanten bt- und g5 o.
Zu den allgemeinsten, auf diesem Wege bisher erhaltenen Ergebnissen
gelangt man durch die nachfolgenden einfachen projektiven Ueberlegungen.

Setzt man Fn a0 fv fx -f- a, fx -f at ft + az

so wird aus (1.3) die Beziehung

(4.1) Fnf,
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Dièses Buschel von bilinearen Beziehungen zwischen /i und f2 ist von
f3 abhangig, wenn wir voraussetzen, daG sich Fn und G12 nicht nur um
einen konstanten Faktor unterscheiden. (1.3) laGt sich auch schreiben:

fift (<hf> + à0) + f, (a, U + bx) + f2 (a2 f3 + bt) + (*, /s + *,) O

ist also fur jedes f3 singular, wenn die Gleichung

(4.2) (a0 a3 — at a2) f\ + (a0 b3 -\-a3bQ — at b2 — a2 b^ f3 + (b0 ôs — bt b2) o

in bezug auf f3 eine Identitat ist, wenn also simultan

#o a% — axa2^=. O, b0 b3 — btb2^=z o, a0 b3 -f- a3 b0 — at b2 — a2 bt — o.

Ist aQ- bQy£ o, so ergibt die letzte dieser Gleichungen mit Hilfe der
beiden andern (a0 bx — ax b0) (a0 b2 — aL b0) — o. Aus den beiden ersten
schlieGt man, daG Fl2 und Gi2 nur von einer Variablen abhangen oder
in Faktoren mit nur einer Variablen zerfallen. Zusammen mit der dritten
zeigen sie, daf3 dièse Variable dieselbe ist, bezw. daG einer dieser
Faktoren gemeinsam ist, daG also (1.3) degeneriert.

Ist die Gleichung (4.2) keine Identitat, was wir nun voraussetzen, so

sind ihre beiden Losungen p3, q3 die einzigen Werte, fur die die bi-
lineare Beziehung singular wird. Eine dieser beiden Losungen oder beide
sind unendlich, wenn in (4.2) der erste oder die beiden ersten Koeffizienten
verschwindén. Ferner sind p3 und q3 reell oder konjugiert-komplex, da

wir nur réelle Koeffizienten zulassen.

Aus (1.5) ergibt sich, daG

/, beliebig ist fur f% h, fx -
fx beliebig ist fur ft A) fi -

^ ££ £

wo px und /2 Abkurzungen fur obige Quotienten sind. Ersetzt man in
diesen beiden Zeilen pz durch qz und schreibt fur die neuen Quotienten

qt und q2, so ist auch

ft beliebig fur f9 q, fx= qx

fi beliebig fur /, /2 ^2
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m. a. W. (/i,/8) und (qly q3) sind kritische Wertepaare der Variablen
(/i>/s), (A,A) und (?*> ?s) sind es fur (/2, /3).

Nun sei zunachst ps ^ q3. Dann ist auch ^ ^ ^ und /2 yé q2. Ware

i« i 11 / \ t r-» ^2 ^2 #3 ^3
namlicn A qlf so schlosse man aus (4.3), daiJ —= —— — -—

#0 ^0 ^1 ^1

und (4.2) ware eine Identitat. Sind ferner /3 und ^3 konjugiert, so sind
es auch /t und qlf p2 und ^2«

Von den singularen bilinearen Relationen

^12 Pz + ^12 — O

^2 ^3 + ^12 O

wird die erste befriedigt durch das Paar /i pl9 f2 beliebig, die zweite
durch das Paar fx beliebig, f2 q2. Also genugt das Paar /i pt, f2 q2

beiden Beziehungen und deshalb auch den Gleichungen

Fl2 0 £12 o.

Dasselbe gilt vom Paar f[ qly f2z=zp2. Daraus und aus (4.1) schliefien
wir, da6 die Paare (ply q2) und (qi9 p2) fur (f19 f2) kritisch sind und allen
bilinearen Beziehungen des Buschels als Paare entsprechender Werte ange-
horen, eine Eigenschaft, die nur ihnen zukommt. Gibt man also auf einem

Kegelschnitt zwei verschiedene projektive Leitern (/i) und (/2) so, dafi ihre
Quoten /i pi9 f2= pi in einem Punkt P (Figur 3) und ihre Quoten

Figur 3.

ft çl9 f2 =z q2 in einem andern Q zusammenfallen, dai3 also die beiden

Quoten irgend eines Punktes verbunden sind durch eine Relation

(44) AziA=c.Azi^
/2 — Ç% /i — Ci
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mit einer willkurlichen Konstante C, so definiert (1.3) ein Buschel von
Projektivitaten, die samtlich das Punktepaar (P, Q) vertauschbar enthalten,
also ein Buschel von Involutionen, deren Pôle samtlich auf der Geraden

PQ liegen. Irgendein Strahlbuschel /i konst. (t^/1? gt) zeigt zusammen
mit (1.3), da!3 die dritte Leiter in f3 projektiv ist. Man kann noch einem

beliebigen Punkt M ^£ P, Q beliebige nichtkritische Quoten /i m±,
f2 m2 erteilen und damit die beiden ersten Leitern bestimmen. Da die
Punkte P und Q fur (fu /3) und [f2, /3) [nicht aber fur (flf f2)] kritisch
sind, kennt man nach Auflosung von (4.2) bereits zwei kotierte Punkte
der dritten Leiter. Einen dritten liefert die zu einem Losungstripel
von (1.3) gehorige Fluchtgerade.

Im Falle konjugierter kritischer Werte wird man aus (4.4) die Quoten-

paare dreier Kegelschnittpunkte ermitteln. In dieser Beziehung sind,
wie man leicht feststellt, /i und f2 gleichzeitig reell, wenn nur das will-
kurliche Paar mt, m2 es ist. Von der dritten Leiter sucht man drei not-
wendig in einer Geraden liegende Punkte, indem man zu drei festen
Werten von fs je zwei (1.3) befriedigende Wertepaare (/j, /2) bestimmt
und die zugehorigen Fluchtgeraden schneidet.

Im bisher ausgeschlossenen Ausnahmefall p% — qz ist die dritte Leiter
eine Tangente des Kegelschnittes, in deren Beruhrungspunkt aile kri-
tischen Werte vereinigt sind.

Aus dem symmetrischen Bau von (1.3) geht hervor, da6 jede der drei
Variablen /[, f2, fz der geradlinigen Leiter zugeordnet werden kann.

Figur 4.

•\

Eine Beziehung dritter Ordnung (1.3) gestattet aber auch Fluchtlinien-
tafeln mit drei geradlinigen Leitern erster Ordnung auf verschiedenen

Tragern. Um dies einzusehen braucht man nur zwei projektive Leitern

127



erster Ordnung (/i) und (/_) anzunehmen, deren Schnittpunkt auf der
ersten mit J?t und auf der zweiten mit ç2 kotiert ist. Da dièses Paar
allen bilinearen Beziehungen des Buschels angehort, definiert (1.3) in
diesem Falle fur jedes /3 perspektive Punktreihen. Weil auch das Paar

(#i> A) fest ist> mu*3 die zugehorige Fluchtgerade Tragerin der dritten
Leiter sein, die in fB projektiv ist. Auf jeder Leiter sind in den Ecken
des Dreiecks kritische Werte die Quoten, in der Anordnung von Figur 4.
Man erhalt andere Tafeln (Figur 5), wenn man sich die beiden ersten
Leitern in ihren Punkten ç1, pt schneiden laCt. Fallen die kritischen
Werte zusammen, so gehen die drei Leitern durch einen Punkt.

5. Zusammenfassung

Jede nicht degenerierte Beziehung vierter Ordnung (1.2) [insbesondere
die Relationen (2.1) und (2.2)] ist durch Fluchtlinientafeln darstellbar.
Ist Do DA — Dx A 7^ o (§ 3), so sind sie gebildet aus zwei projektiven
Leitern zweiter Ordnung auf demselben Trager und einer dritten Leiter.
Dièse Tafeln sind durch eine der projektiven Leitern bestimmt. — Ist
2)0 Z)3 — A Z)2 — o, so bestehen die Tafeln aus zwei projektiven Leitern
erster Ordnung und einer dritten Leiter. Sie sind bestimmt durch die
Wahl der beiden ersten Leitern, deren Schnittpunkt vorgeschriebene
Quoten hat. In beiden Fàllen konnen aile besprochenen Tafeln einer
Beziehung durch Kollineation ineinander ubergefuhrt werden.

Jede nichtdegenerierte Beziehung dritter Ordnung (1.3) gestattet Tafeln
mit zwei projektiven Leitern zweiter Ordnung auf demselben Trager und
einer projektiven Leiter erster Ordnung. Zwei Leitern sind im ubrigen
willkurlich wahlbar, mit der Bedingung, daf3 in den Schnittpunkten
kritische Werte als Quoten stehen in der Anordnung von Figur 3. Auch
im Falle imaginarer kritischer Werte sind dièse Tafeln reell. — Jede
solche Beziehung gestattet auch Tafeln mit drei projektiven Leitern
erster Ordnung, von denen zwei beliebig wahlbar sind ; jedoch muO ihr
Schnittpunkt mit einem der kritischen Wertepaare kotiert sein. Dièse
Tafeln sind im Falle imaginarer kritischer Werte imaginar. Die Tafeln
von Beziehungen dritter Ordnung konnen nicht samtlich durch
Kollineation ineinander ubergefuhrt werden.

(Eingegangen den 13. Mai 1933)
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