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Ueber die Kreise die von einer Riemannschen
Flâche schlicht ûberdeckt werden

Von Lars Ahlfors, Âbo (Finnland)

1. Einleitung

In den Comptes Rendus1) habe ich neulich als Verallgemeinerung des

bekannten B/ockschen Satzes bewiesen, daG von funf punktfremden
Kreisen wenigstens einer die Eigenschaft besitzt von einem Blatt der

von den Werten einer in der ganzen Ebene meromorphen Funktion
gebildeten Riemannschen Flache schlicht ûberdeckt zu werden. Wendet
man diesen Satz auf eine ganze Funktion an, so sieht man dafi dieselbe

Behauptung schon mit vier im endlichen gelegenen Kreisen richtig ist.
In dieser Arbeit werde ich zeigen, dai3 die Anzahl der fraglichen

Kreise fur ganze Funktionen in der Tat auf drei reduziert werden kann,
wie schon Bloch selbst vermutet hat2). Allgemeiner werde ich eine im
Einheitskreise E regulare Funktion f[z) mit /(o) o, | /' (o) | i be-
trachten und eine von f{z) unabhangige Ungleichung herleiten, welche
eine hinreichende Bedingung darstellt, damit von drei gegebenen Kreisen
wenigstens einer innerhalb E schlicht angenommen werde. Aus dieser

Ungleichung folgt besonders der Blocksche Satz mit einem numerischen

(ubrigens sehr ungenauen) Wert der Blockschen Konstante. Es geht
ferner hervor, daG der Blocksche Kreis innerhalb eines um den Null-
punkt geschlagenen Kreises von festem Radius gewahlt werden kann.

Auf die môglichen Erweiterungen meiner Resultate gehe ich in dieser
Arbeit nicht ein, um so mehr da ich die Absicht habe, in einer um-
fassenderen Abhandlung auf dièse und àhnliche Fragen zuruckzukommen.

2. Vorbereitende Betrachtungen

Wir betrachten in der w-Ebene die drei auGerhalb einander gelegenen
Kreise Ci9 C2, C3 und ziehen ihren gemeinsamen Orthogonalkreis C mit
dem Mittelpunkt w0 und dem Radius R. Von diesem Orthogonalkreis
schneidet der Kreis Ct- (z I, 2, 3) einen Bogen ab, dessen Zentriwinkel
mit a/ bezeichnet werde. Zwischen Ct und C2 fallt ein Bogen dly2 von

t. 194, p. H45-
2) La conception actuelle de la théorie des fonctions entières et

méromorphes. L'Enseignement Mathématique, 1926, p. 87.
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C, zwischen C2 und Cs hegt ô2 3 und zwischen C3 und d der Bogen
(% i. Mit StiJ soll gleichzeitig der Zentnwinkel des entsprechenden Bogens
bezeichnet werden SchheGhch wird noch die Bezeichnung

OC,

eingefuhrt fur die kleinste der neun eingeklammerten GroGen Es ist

offenbar o <C d ^ —
4

Die Funktion /*(#) z + 3) sei regular in E. Wir bezeichnen mit
J, die Gebiete, wo die Funktion w f(z) zum Kreise Ct gehonge
Werte annimmt Falls ein Gebiet At ganz îm inneren von E gelegen
ist, so liegt in diesem At fur jeden zu Ct gehongen Wert w dieselbe
endhche Anzahl von Wurzeln der Gleichung f(z) — w Ich nehme an,
daG dièse Anzahl fur aile ganz innerhalb E gelegenen Gebiete Ax, A2 und
J3 grofier als Eins ist, und werde aus dieser Annahme eine Ungleichung
zwischen \wo\, R und d herleiten. Falls dièse Ungleichung nicht erfullt
ist, so ist dies folglich ein Zeichen, dafi es îm inneren von |x?|< i ein
Gebiet At [z i, 2 oder 3) gibt, wo f(z) jeden zum entsprechenden Kreise
Ct gehongen Wert genau einmal annimmt

Die Punkte der w-Ebene projizieren wir stereographisch auf die Ober-
flache einer die &>Ebene îm Punkte zv0 beruhrenden Kugel vom Durch-
messer R Der Kreis C geht dabei in den Àquatonalkreis uber, und
den Kreisen Ct entsprechen auf der Kugelflache drei in Bezug auf die
Âquatonalebene symmetnsche Kreise. Um den Punkt 00 zeichnen wir
noch einen vierten Kreis C©, dessen Durchmesser ein Bogen vom Zen-
tnwinkel d ist Aus der Définition von d geht hervor, daC der Abstand
von Coo zu den Kreisen Ct wenigstens gleich d ist Dem Kreise Co©

entsprechen in der xr-Ebene die Gebiete A<*>, wo die Werte von f{z) innerhalb

Coo fallen Dièse Gebiete strecken sich aile bis zum Rande von E
Die verschiedenen Gebiete Aiy A2 und A% sind duich Kurven yhJ ver-

bunden, auf welchen die Werte von f[z) zu dem zwischen Ct und Cy

hegenden Bogen StfJ von C gehoren Auf dem Rande eines vollstandig
innerhalb E gelegenen Gebietes A, nimmt f(s) jeden auf der Peripherie
von Ct gelegenen Wert wenigstens zweimal an Folglich gehen von dem
Gebiet At wenigstens zwei Kurven yhJ und zwei Kurven ykyt [t-^zj^Lk)
aus, welche zu einem Gebiet Aj bzw. Ak fuhren4) Von einem behebigen

3) Die Annahme /(o) =0 ist naturlich unwesenthch und bedeutet nur eine Verschiebung
der ze/-Ebene.

4) Die Kurven y konnen behebig oft verzweigt sein, es gibt aber immer einen Zweig,
der zu einem Gebiet A;fuhrt

29



inneren Gebiete Ai ausgehend Iâ6t sich folglich eine Kette F^y bilden,
die aus abwechselnden Gebieten Ai und Ay verbunden durch Kurven

y{j besteht. Dièse Kette ist entweder endlos, oder endet mit einem
Gebiet, das sich bis zum Rande von E streckt. Ebenso geht durch
Ai eine Kette ri)k.

Die Ketten FifJ- konnen nicht geschlossen sein, d. h. man kommt nie
zu einem Gebiet Ai oder Ay, das mit einem vorigen identisch ist. Man
zeigt nàmlich mît Hilfc des Argumentprinzips, daC die Funktion f(z)
in dem von einer geschlossenen Kette T\y begrenzten Gebiet nur solche
Werte annehmen kënnte, die entweder sâmtlich zu d oder sâmtlich zu
Cy gehoren. In' derselben Weise wird gezeigt, daG zwei Ketten F{j und
Pik hochstens ein gemeinsames Gebiet Ai haben.

3. Zurûckfûhrung des Beweises auf den Beweis eines Hilfssatzes

Wenn f{z) im Kreise | z | <^ rQ <^ I keinen zu Coo gehorigen Wert

annimmt, d. h. wenn in diesem Kreise \f{z)—w0 | ^ ~j£1^> so

r> r>

in bekannter Weise r0 :fE —— <[ ~j~ - Ist / (z) in demselben Kreis von
ct> et

tgT
allen zu d gehorigen Werten verschieden, so gilt, wenn der Mittelpunkt

und Radius von d mit ai und çt- bezeichnet werden, ~"
f\*Y

fùr | z |< ro • Die Ableitung der Funktion —-~ im Nullpunkt ist

gleich j. Daraus folgt

R
CLi

cos —
2

D OLi R sin
R tg -~

Rsind ^ R d

Im folgenden wàhlen wir r0 -=. —~—ç~~-——, und nehmen an, dai3
R a



A /?
durch dièse Wahl r0 <^ i ausfallt. Da die Ungleichung r0 =rr ~y-
a fortiori erfullt ist, so sind wir sicher, dafi es Gebiete aller vier Arten
Ax, A2 9 d3 und Je» gibt, welche ganz oder zum Teil im Kreise | z | <^ r0

liegen.
Ich iixiere nun ein Gebiet A^ der vierten Art, das vom Kreise | z | r0

getroffen wird, gehe von einem auf diesem Kreis gelegenen Punkt des
betrachteten Gebietes aus und beschreibe die Kreisperipherie im posi-
tiven Sinn bis ich zum erstenmal auf eine Kette F12, F2iS oder jT3>1

treffe. Es sei dies die Kette Ffj. Zwischen J2? und Ffj liegt ein ein-

deutig bestimmtes Teilgebiet Z>0 des Kreisringes r0 < | £ | <C l> das au^
seinem Rande einen Teil des soeben im positiven Sinne durchlaufenen
Kreisbogens enthalt. Falls in Do kein Gebiet Ak (z ^z£j ^£ k) liegt, so setzen
wir QQ Do und das Verfahren bricht hiermit ab. Im entgegengesetzten
Falle sei A^ dasjenige Gebiet Jk, dessen Abstand rx ^> r0) vom Null-
punkt am kleinsten ist. Wir ziehen den J^ beruhrenden Bogen des

Kreises \ z\ rt und bezeichnen mit i?0 das zwischen diesem Bogen
und dem Kreise | z \ r0 fallende Teilgebiet von DQ.

Durch das Gebiet J^ geht eine Kette F^], welche in der einen Rich-
tung von J{P gerechnet ganz innerhalb Do verlauft und zur Peripherie
des Einheitskreises fuhrt. Das auGerhalb i20 gelegene Teilgebiet von _D0,

welches zwischen r£\ und J^ liegt, ist von derselben Art wie Do. Wir
kônnen also von diesem Gebiet ausgehend das auf Do angewandte
Verfahren wiederholen.

Andererseits betrachten wir die von dem Gebiet jj^ ausgehenden
Kurven Kk, welche der kurzesten Strecke zwischen Ck und C^ ent-
sprechen. Es gibt eine dieser Kurven, welche innerhalb Do durch die
Kette F*k\ vom Kreise | z \ r0 getrennt wird. Sie fuhrt entweder zum
Rande von E, oder zu einem neuen Gebiet A<*>. Wir bezeichnen mit

A das auGerhalb û0 gelegene Teilgebiet von Z>0, das auf der einen
Seite von F^y, auf der anderen Seite von J™ und den damit zusammen-
hkngenden lk und A^ begrenzt wird. Wenn nun weder im inneren noch
auf dem Rande von Dx ein zu einem A^ gelegener Punkt liegt5), so

setzt man Qt Dt und das Verfahren bricht ab. Anderenfalls sei Ali}
das in Dt gelegene oder an Dx grenzende Gebiet Ao*, dessen Abstand
r2 vom Nullpunkt am kleinsten ist. Durch einen Bogen des Kreises
| z | r2, der das Gebiet JiP beruhrt, schneiden wir dann das

Teilgebiet i?t von Z>! ab6).
6) Dieser Fall kann nur eintreten, wenn Xk zum Rande von E fuhrt.
6) Falls schon das auf | 21 r, gelegene Randstuck von Dx von einem Ao© getroffen

wird, so fâllt der ganze Schritt aus.
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SchlieGlich betrachten wir noch das auCerhalb i?t fallende Teilgebiet
von Dx, welches zwischen z/iP und F^) liegt, und wiederholen von diesem
Gebiet ausgehend nochmals das auf Do angewandte Verfahren. Wir
haben hierdurch einen endlichen oder unendlichen Algorithmus definiert,
der zur Konstruktion eines Systems aneinandergelegter Gebiete Q fuhrt.
Jedes Gebiet J2 wird von zwei Kreisbogen | z | r' und \ z \ — r" und
zwei die Endpunkte dieser Bogen verbindenden Kurven Lt und L2 be-

grenzt. Wiederholt man den ganzen Algorithmus, indem man von z/i?

ausgehend die Peripherie | z | r0 jetzt in negativer Richtung durch-
lauft, so erhàlt man ein neues, àhnliches System von Gebieten Q.

Die Funktion f(z) besitzt in jedem Gebiet Q eine der folgenden zwei

Eigenschaften :

I. Die auf Lt angenommenen Randwerte gehôren zu C©, und die
Randwerte auf L2 liegen auf Cz-, Cj oder auf dem zwischenliegenden
Bogen Sitj, wàhrend f(z) im inneren von Q keinen zu Ck [i^Lj-^ik)
gehorigen Wert annimmt.

2. Die Randwerte auf Lx gehôren zu C{, Cj oder dtjj, und die Werte
auf L2 gehôren zu Ck oder zu der kurzesten Strecke zwischen Ck und
Coa. Im inneren nimmt f{z) keinen zu C*> gehorigen Wert an.

Der erste Fall tritt fur i?0, der zweite fur QY ein.

Im nachsten Abschnitt werden wir einen Hilfssatz beweisen, aus dem
sofort folgt, daG die Gebiete Q in beiden Fallen einer Ungleichung

genugen mùssen, wobei K eine Konstante und r 0 (r) die Gesamtlange
der in iè liegenden Bogen des Kreises | z \ r bezeichnen. Fur jedes r
ist offenbar 10 (r) ^S 2 n, wenn die Summe uber aile vom Kreise
| z | r getroffenen Gebiete i? erstreckt wird.

Aus (i) làfit sich die gesuchte Ungleichung leicht herleiten. Es sei

in der Tat n(r) die Anzahl der vom Kreise \z\ r getroffenen
Gebiete Q. Dann ist, wie aus dem Aufbau des Algorithmus sofort hervor-

geht, die Anzahl der ganz oder zum Teil in | z \ < r gelegenen Gebiete

Q hôchstens gleich ^n {r) — 4. Wir erhalten folglich, wenn wir die zu

diesen Gebieten gehorigen Ungleichungen (1) addieren
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wo die Summe wieder uber aile vom Kreise | z j t getroffenen Gebiete
Q zu erstrecken ist. Da die Anzahl dieser Gebiete gleich n {t) ist, so

erhalt man nach dem Satz vom arithmetischen und harmonischen Mittel

n(tf

K

Wird dies in (2) eingefuhrt, so findet man

r/dt
oder, wenn das linksstehende Intégral mit a (r) bezeichnet wird,

(a (r) -\- Sjz Kf < 36^ K2

welche Ungleichung lur r0 < r < 1 gultig ist. Durch Intégration ergibt
sich dann

oder

Fuhrt man noch den Wert von r0 ein (S. 356), so erhalt man die end-

gùltige Ungleichung

(3) 4i^+*r>eRd

wo noch der Wert von K zu ermitteln ist.

3 Commentarii Mathematici Helvetici 33



Bei der Herleitung von (3) wurde vorausgesetzt, daf3 der auf der linken
Seite stehende Ausdruck kleiner als 1 ist Im entgegengesetzten Falle
ist die Ungleichung trivial

4. Der Hilfssatz

Auf der Riemannschen Kugel seien Ev und Et zwez punktfremde
Kontznuen und E3 ezn drtttes Kontznuum, das sowohl mit Ex als mzt E2

wemgstens eznen gemetnsamen Punkt besztzt. In einem Gebtet Q der vor-
hin betrachteten Art set ezne meronwrphe Funktion f(z) gegeben, zuelche

ketnen zu Ez gehorzgen Wert annzmnit und deren Randwerte auf Lt zu
Et und auf L2 zu E2 gehoren. Dann gzlt

(4) / dr
r 6 (r) ô2

wo d den Zentrzwznkel des kleznsten, auf der Rzemannschen Kug*l ge-
messenen Abstandes zwzschen Ex tend E2 bezezchnet:

Vorbemerkitng : Auch wenn E3 keinen zu Et und E2 gehongen Punkt
enthalt, bekommt man durch diesen Satz eine Schranke fur das Intégral (4),

vorausgesetzt dafi Ex und E$ ohne Ueberschreitung von E2 und ebenso

E2 und E3 ohne Ueberschreitung von Et verbunden werden konnen Nur
bedeutet S dann nicht mehr den Abstand zwischen Ex und E2, sondern
den Abstand der Kontinuen, die durch Hinzufugung der Verbindungskurven
entstehen. Jedenfalls ist S hochstens gleich dem Durchmesser von E3

Bewezs: Es sei G das von Elf E2 und E3 bestimmte Restgebiet der
Riemannschen Kugel, das zu allen drei Kontinuen gehonge Randpunkte
besitzt Wir wahlen einen behebigen zu E3 gehongen Randpunkt von
G und bezeichnen îhn mit W

Der in Q fallende Teil des Kreises \z\ r [rf <C r <C r") wlI*d durch die
Funktion f(z) auf eine Kurve abgebildet, welche das Gebiet G in zwei
oder mehiere Teilgebiete zerlegt. Es sei gr dasjenige Teilgebiet, das

den Randpunkt W besitzt, und yr der Teil des Randes von gr, der die
Kontinuen Ex und F2 verbindet. Schliefilich bezeichnen wir noch mit
ïïr den Teil des Kreises | z | r, der auf yr abgebildet wird

Bezeichnet R den Durchmesser der Riemannschen Kugel, so ist die
V /?

Lange von yr wenigstens gleich Man hat folglich
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r \r
J + I/WI 2

woraus durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung folgt

Dividiert man durch r 9 {r) und integriert zwischen den Grenzen rf und

r", so wird

Das rechtsstehende Doppelintegral stellt die GrôBe der von den
Kurven yr erzeugten Flache dar. Wir werden zeigen, da6 durch jeden
Punkt hochstens zwei Kurven yr hindurchgehen konnen, und daO die
betrachtete Flache folglich hochstens gleich 2nR2 ist7).

Wir nehmen an, dafi durch einen Punkt w die zwei Kurven yri und

fri ir' <C ri ^ r2 <C r" hindurchgehen. Wir verbinden w mit W durch
eine Kurve F, die innerhalb des gemeinsamen Gebietes von grx und grtt
verlàuft, und betrachten den vom Punkte f(z) beschriebenen Weg, wenn
z die Randkurve des zwischen \z\ — rx und | z \ rt gelegenen Teil-
gebietes von i? umlauft, wobei die Stellen wo f{z) w durch kleine,
nach aufien gerichtete Halbkreise zu umgehen sind. Es ist nun klar, daC
der Punkt f{z) die Kurve F nur dann uberschreiten kann, wenn z einen

dieser Halbkreise beschreibt. Also ist die Variation von arg j. —7

hochstens gleich 2^r mal die Gesamtanzahl der auf | £ | =: rt und | z \ rt
gelegenen Wurzeln der Gleichung f[z) zu. Hieraus folgt, dafi zwischen
diesen Kreisen keine Wurzel der genannten Gleichung liegen kann, womit
die Richtigkeit unserer Behauptung erwiesen ist.

Aus (5) folgt nunmehr

r

d. h. die Ungleichung (4).

7) Sie wird tatsachlich kleiner als 2tcR2, wenn £"3 vom positiven Flachenmafi ist.
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5. ZuendefQhrung des Beweises

Wir wenden jetzt den Hilfssatz auf die zwei auf S. 358 betrachteten
Falle an.

Im ersten Falle ist E3 gleich C&. Fur Ex kann man C^ und fur E2

das aus Ci9 Cj und S,-tJ bestehende Kontinuum wahlen. Um aber zu

erreichen, daf3 Ez einen Punkt von Ex und E2 enthalt, rechnen wir zu

Ex noch den kurzesten Bogen zwischen Ck und Coo, und zu E2 den zu
demselben grofiten Kreis gehorigen Bogen zwischen C^ und dem Àqua-
torialkreis C, notigenfalls unter Hinzunahme eines Bogens von C, der
den auf diesem Kreis gelegenen Endpunkt mit Ct oder Cj verbmdet.
Fur den kleinsten Abstand S zwischen Ex und E2 kommen folgende
Bogen in Betracht: 1. Der Durchmesser <xk von Ck ; 2. Die Abstande

und zwischen Coo und Ct bzw. Cj ; 3. Der

kleinste Abstand von Ct oder Cj zu dem Bogen zwischen Ck und C<^o,

dieser kleinste Abstand wird an einem der Endpunkte erreicht und ist

mithin groCer als d&)t bzw. SJtk oder bzw. -. Es

wird also jedenfalls S ^ d.

Im zweiten Falle hat man E3 gleich Cao. E2 ist das von Ck und dem
kurzesten Bogen zwischen Ck und C& gebildete Kontinuum, und fur
Ex wahlt man die Kreise d und Cj mit dem zwischenliegenden Bogen
StjJ9 verbunden mit Cœ> durch einen Bogen des durch die Mittelpunkte
von Ck und C© gehenden groOten Kreises und notigenfalls einen Bogen
des Âquatorialkreises C. Dann sieht man ganz wie im ersten Falle ein,
daG ô^d ist.

Sx
Wir sind also berechtigt, in die Formel (3) den Wert K —^ ein-

zutragen, und haben damit unseren Hauptsatz bewiesen.

Satz. Wenn dte drei Kreise Cx, C2 und C3 der Bedzngung

36 r2
(6) [\zvo\-\~R)*d 7T-

R =T^

genugen, wobei dte Bedeutung von zvQ, R und d dem vorhergelienden
Texte zu entnehmen zst, so wird der Etnheztskreis | z \ <^ 1 durch jede
tn ihm regulare Funktzon f(z) z-\-.,. auf ezne Rzemannsche Flache

abgebzldet, welche wenzgstens eznen der Kreise Ct schltcht uberdeckt.
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Es ist bemerkenswert, da!3 die redite Seite von (6) nur die GroOe

d enthalt und also ausschliefihch von der relativen GroGe und Lage
der Kreise Ct abhangt Demnach konnen wir immer durch eine auf drei
behebige Kreise ausgeubte Translation und Ahnhchkeitstransformation
erreichen, da6 die Bedingung (6) erfullt wird

6. Verschiedene Folgerungen

Will man aus unserem Satze die ursprunghche Blocksche Formuherung
herleiten, so setzt man wQ o und betrachtet einen symmetnschen Fall,
wo die Kreise aile gleich gro6 sind und durch eine Drehung um 1200

um den Nullpunkt auseinander hervorgehen Um ein moglichst grofies

d zu erhalten wahlt man a, d h, a, —, woraus S, f —
3 4 ^ 12

und folglich d — berechnet wird t)ie Ungleichung (6) ist erfullt fur
4

und die Radien der entsprechenden Kreibe Ct sind

Hierin ist das folgende Résultat enthalten •

Es gtbt etne Konstante B von der Etgenschaft, da$ dte von den Werten

jeder tm Etnhettskretse regularen Funktion f(z)— z -\- erzeugte
Rtemannsche Flache eznen Krezs vont Radius B sdtlzcht uberdeckt, dessen

Mzttelpunkt zm Abstande vont Nullpunkt hegt.
sin —

o

Es kann noch hinzugefugt werden, daf3 die Strahle, die man vom
Nullpunkt aus durch die Mittelpunkte der Kreise mit der genannten
Eigenschaft zieht, wenigstens ein Dnttel aller aus dem Nullpunkt aus-
gehenden Strahle umfassen

SchlieGlich betrachten wir noch eine in der ganzen endhchen Ebene

regulare Funktion f [z\ Die Funktion *'
f

' ist fur jedes noch
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so groGe A regular in E und genugt auGerdem unseren Normierungs-
bedingungen. Uebt man auf drei beliebige, auGerhalb einander gelegene

Kreise Ci9 C2, C3 die entsprechende Transformation —- aus, so

sieht man, daG fur ein genugend groGes A die Bedingung (6) erfullt
wird. Also wird wenigstens einer der Kreise d von der Riemannschen
Flache der Umkehrfunktion von f{z) schhcht uberdeckt. Wir haben

hiermit den folgenden Satz gefunden, der zur Bestimmung des Typus
einer einfach zusammenhangenden Riemannschen Flache angewandt
werden kann.

Von drei aufierhalb einander gelegenen Kreisen wzrd wentgstens ezner

von der Rzemannschen Flache der Umkehrfunktton ezner gansen Funktzon
schlicht uberdeckt.

Geht man auf den Beweis zuruck so erkennt man, daG die Kreise
durch drei beliebige, einfach zusammenhangende Gebiete ersetzt werden
kônnen.

(Eingegangen den 10. Marz 1932)

Zusatz wâhrend der Korrektur
Nachdem dièse Abhandlung zum Druck gelangt ist, habe ich gemerkt, daft die topologischen

Betrachtungen auf S. 31—32 nicht ganz emwandfrei sind. Da ich m einer bald erschei-
nenden grotëeren Arbeit die Gelegenheit habe, den Fehler nchtigzustellen, bitte ich die Léser,
sich mit dieser Erklarung zu befnedigen.
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