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Geometrische Deutung des GauBl’'schen
Verschlingungsintegrals

Von W. SCHERRER, Bern

Sind x, (#), x, (%), x5 () und y, (v), 3, (¥), ¥s (v) die Parameterdarstellun.
gen zweier geschlossener Raumkurven ¢ und D, so stellt bekanntlich
das von Gauf3 eingefithrte Integral

‘f (11-21) (dxa dys-dxs dyy) + (92-200) (das dy -dx dys) + (75-75) (@ - day [L’Jﬁ)
[ —2) 4 (e — 22+ (3 — 7o)

eine Invariante gegeniiber stetigen Transformationen von C und D dar,
deren Nichtverschwinden mit Sicherheit auf das Vorhandensein einer
Verschlingung schlief3en 1af3t, wahrend das Umgekehrte nicht zu gelten
braucht.

Dieses Integral liaf3t sich in einfacher Weise als Raumwinkel einer
Flache in bezug auf einen Punkt deuten. Um die Verhiltnisse bequemer
zu beschreiben, bediene ich mich der Vektorsymbolik und setze

Das Integral 14f3t sich jetzt auch schreiben in der Form:

ff )] W), YO,
CD {(Y(W)—é ) )}

Diesem Integral stelle ich nun gegeniiber den Raumwinkel £ einer be-
liebigen Fliche in bezug auf den Koordinatenursprung. Bedeutet g (#, ©)
den vom Ursprung aus zum laufenden Punkt auf der Fliche fithrenden
Ortsvektor als Funktion der Flichenparameter » und v, so ist der ge-
suchte Raumwinkel £ gegeben durch die Gleichung:

r(, ) [r, (1, 2), 1o (4, 0)]
Q2 = S du dv.
L (o "
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Setze ich in diesen Ausdruck fiir r (%, v) den Wert y () — ¢ (%) ein,
so erhalte ich abgesehen von einem festen und an sich willkiirlichen
Vorzeichen genau das Gaufd’sche Verschlingungsintegral.

Wir haben uns nur noch Rechenschaft zu geben iiber die Bedeutung
der durch

g(u,v) = y(v)————g(u)

dargestellten Flache, Offenbar kann sie aufgefaf3t werden als Schiebe.
fliche:

r(u,2) = y(v) + (—r(@).

Sie entsteht also folgendermaf3en: Man spiegle die durch die Gleichung
r = — r(#) definierte Kurve C am Koordinatenursprung 0. Man erhilt

so die der Gleichung y = —r («) entsprechende Kurve C. Nun ver-
schiebe man diese Kurve parallel mit sich selbst und starr verbunden
mit dem zu Beginn der Bewegung loszulosenden Nullpunkt soweit, bis

der mitgefiihrte Nullpunkt O auf die Kurve D zu liegen kommt. Schlief3-
lich fiihre man den Punkt O der Kurve D entlang und nehme dabei die

Kurve C starr in bezug auf O und parallel zu sich selbst mit. Diese
Schiebefliche bildet gewissermafden einen die Kurve D begleitenden
Schlauch. Willkiirlich bei dieser Konstruktion sind die Lage des Ur-

sprungs und die Reihenfolge der Kurven.

Am einfachsten liegen die Verhiltnisse, wenn eine der Kurven ein
Zentrum hat, welches man dann als Nullpunkt wahlt. Man betrachte
etwa einen horizontalen Kreis ¢ und einen zweiten D, der durch das
Zentrum von C geht und senkrecht zur Ebene von ( steht.

Daf3 der Wert des Gaufd’schen Integrals ein Vielfaches von 4 s ist,
erkennt man nun ohne weiteres, ebenso die Invarianz gegeniiber stetigen
Transformationen.

Auch die in dem Enzyklopidieartikel von Dekn und Heegaard iber
Analysis situs angedeutete Verallgemeinerung von Dyck ergibt sich auf
diesem Wege unmittelbar. Sind niamlich.

E(ty 2y, v tty) = (X (tyy ovnntlp)y e, Xy Uy, ... Up))

V(@1 Vay oo V) = (P (@5 o vvn V) i I @1y Ty o 1)
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die Parameterdarstellungen zweier Mannigfaltigkeiten C und D im R, mit
den Dimensionszahlen p und ¢, die der Bedingung p +¢ — n— 1 ge-
niigen, so bilde man die Determinante

Vi— Xy Vo Xgy vvnnnnnn. y Vn— X,
dx, 0%, 0x,
aul 3 aul g reesevene y ax‘
dr,  Oxm B,
A — aZ{P y aup g srcecians y ()up
s 97 99
5o Dol e ' oo
97; 97 07
avq ] a’vq 9 eecsescns ’ avq
und die Distanz
r=Vh—x) + (Je— 2+ ... = (7, — #,)%

Auf das Integral

ff;l_ du, dut ... duy-dv, dv, ... dv,

cD

laf3t sich dann alles oben Gesagte iibertragen.

(Eingegangen den 7. Mirz 1932)
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