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Ueber fastperiodische ebene Bewegungen

Von HARALD BOHR, Kopenhagen

Inhaltsiibersicht.

§ 1. Einleitende Bemerkungen iiber reinperiodische Bewegungen.

§2. Aufstellung der Sitze fiir fastperiodische Bewegungen.

§ 3. Beweis des Satzes I.

§ 4. Beziehungen zwischen Verschiebungszahlen und Fourierexponenten.
§ 5. Beweis des Satzes 2.

§1. Einleitende Bemerkungen liber reinperiodische Bewegungen

Zur Einfiihrung in das in dieser Abhandlung zu behandelnde Problem
schicken wir zunichst einige ganz einfache Bemerkungen iiber rein-
periodische ebene Bewegungen voraus.

Es sei 5 = f(¢{) = fi (/) + 7 /2 (£) eine beliebige, fiir — oo <# < oo
definierte, stetige Funktion der reellen Veridnderlichen 7, welche perio-
disch ist etwa mit der Periode » > o. Mit £ bezeichnen wir die — be-
schriankte und abgeschlossene — Punktmenge der komplexen Ebene,
welche aus allen Punkten der Kurve 5 = f(#) (— oo <{ # < oo) besteht.
Die Komplementirmenge ( (£) ist offen und zerfillt also in (hochstens)
abzdhlbar viele Gebiete, die wir mit G,, G, ..., G,, ... bezeichnen,
wobei G, etwa dasjenige dieser Gebiete angeben soll, welches den un-
endlich fern gelegenen Teil der Ebene enthdlt. Die Gebiete G,, G,, ...
sind iibrigens alle einfach zusammenhidngend (und das Gebiet G, wird
es natiirlich auch sein, wenn wir es auf der Riemann’schen Kugel be-
trachten).

Es sei nun @ ein beliebiger Punkt der Menge C (%), etwa dem Ge-
biete G, angehorig. Wir betrachten die gegebene periodische Bewegung
5 = f(?) von dem Punkte @ aus, indem wir

(1) Fl)—a=0,(f)- %
setzen. Hierbei ist der absolute Betrag g, (/) = |/ (f) —a| natiirlich

wieder periodisch mit der Periode p, wahrend das durch die Forderung
der Stetigkeit in Verbindung etwa mit der normierenden Festsetzung
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— % = @, (0) < & eindeutig bestimmte Argument ¢, (?) in der Gestalt

(2) Pa (f) = Car £ 4= (9)
darstellbar ist, wobei die ,Sdkularkonstante“ ¢, ein ganzzahliges Multi-

plum von ?ﬁﬁ und vy, (#) wiederum eine periodische Funktion der Periode p

ist. Die Richtigkeit der Gleichung (2) mit der angegebenen Bedeutung
von ¢, und 1w, (¢) ergibt sich sofort folgendermafden: Es ist

ip, ) /() —a

/() —al

14

periodisch mit der Periode p, d. h. es ist ¢'%a“*? — 7920 fiir alle .
Hieraus folgt zunichst, daf3 fiir jeden festen Wert von ¢ die Differenz
@e (¢ + 2) — @, () ein ganzes Multiplum von 2z ist, und hieraus weiter,
da @, (¢ stetig ist, daf3 dieses Multiplum fiir alle 7 dasselbe ist. Es gibt
also eine ganze Zahl »,, so dafl fiir alle ¢

Qo (4 2)— @Qu () =7, 25
d. h.

25t

25
o (2 My () = @ () —
Pa (2 + 2) pum Pa (2) r
dies bedeutet aber, daf3 die Funktion

() = 9, e ¥
Qs (8)— 7 2

eine periodische Funktion der Periode p ist; nennen wir sie y, (¢), so
wird also

Qo () = 7, —2—;—- t v, (2)

wie behauptet.

Wir fiigen hinzu, daf3 der Wert der ganzen Zahl #», (und damit der
Sakularkonstanten ¢,) nur von dem Gebiete G, abhingt, in welchem
der Punkt @ gelegen ist, d. h. fiir zwei beliebige Punkte @, und «, des-
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selben Gebietes G, ist #,, = #,,; denn fiir alle Punkte @' einer hinrei-
chend kleinen Umgebung von « gilt offenbar die Gleichung #», — #,,
und die beiden genannten Punkte «, und a, lassen sich durch eine
innerhalb G, verlaufende stetige Kurve verbinden.

Um die vorhergehenden einfachen Ergebnisse iiber reinperiodische
Bewegungen direkt als Spezialfille der unten zu beweisenden allgemeinen
Sitze iiber fastperiodische Bewegungen erscheinen zu lassen, miissen wir
dem obigen Resultate iiber die Sikularkonstante ¢, , namlich daf3 diese

. . 3 .
ein ganzes Multiplum von ~};-— ist, eine etwas andere Form geben, und

zwar dadurch daf3 wir die Fourierreihe der Funktion f(¢#) heran-
zichen. Bei den fastperiodischen Funktionen ist nidmlich von einer
,Periode“ p keine Rede mehr, dagegen gibt es immer noch den Begriff
der Fourierreihe. Nehmen wir an, daf3 p > o die kleinst mégliche Periode
der periodischen Funktion f(7) bezeichnet (eine solche gibt es ja immer,
abgesehen von dem trivialen Fall f(#) == constans), und schreiben wir
die Fourierreihe von f(¢) in der Gestalt

konnen wir wohl nicht behaupten, daf3 die Sakularkonstante ¢, — 7, —

?

gerade eine der Fourierexponenten ist, weil ja ,zufalligerweise® der
entsprechende Koeffizient «, gleich Null sein konnte, wohl aber konnen
wir behaupten, daf3 ¢, als linearer homogener Ausdruck mit ganzzahligen
Koeffizienten in endlich vielen tatsichlich auftretenden Fourierexponenten

27 . :
n > geschrieben werden kann, d. h. daf3 », in der Form

7,

= Qi G +<§"Q”Q

darstellbar ist. Denn wegen der Primitivitit der Periode p haben die
Gesamtheit aller Zahlen # mit «, 20 keinen gemeinsamen Teiler, und
es lassen sich somit endlich viele dieser Zahlen #, etwa #,, n,, ..., 7ng,
herausgreifen, welche teilerfremd sind; durch lineare ganzzahlige Kom-
bination dieser Zahlen #, kann aber jede ganze Zahl, also speziell unsere
Zahl 7, gebildet werden.

53



§ 2. Aufstellung der Séatze flir fastperiodische Bewegungen

Zunachst erinnern wir an die Definition der Fastperiodizitit und einige
anschlie3ende Begriffe 1).

Eine fiir — oo ¢ oo stetige Funktion f(¢) = /£, (¢) + 7 /2 (?) heif3t
fastperiodisch, wenn es zu jedem ¢ > O eine ,relativ dichte“ Menge
von Verschiebungszahlen z gibt, d. h. Zahlen 7z = 7, (¢), fiir welche die
Ungleichung

(40— 0] =

fiir alle # besteht; hierbei soll eine auf der #Achse liegende Menge
relativ dicht heif3en, wenn es eine Linge L gibt, so daf3 jedes Intervall
a < t < B dieser Linge L mindestens eine Zahl der Menge enthilt.
Aus der Definition ergibt sich leicht (F. I S. 35—36), daf3 eine fast-
periodische Funktion beschrinkt und fiir —oo < # < oo gleichmillig
stetig ist.
Jeder fastperiodischen Funktion f(¢) ist eine Fourierreihe

F() oo X A, ehnt

mit reellen Exponenten 4, und komplexen Koeffizienten 4, (32 0) zuge-
ordnet (F. I S. 49).

Unter dem Modul A/, der fastperiodischen Funktion f(#) versteht
man, nach Bockner?), den kleinsten Zahlenmodul, welcher die simtlichen
Fourierexponenten /, enthidlt, also die Zahlenmenge /., welche aus
allen Zahlen der Form

g141+g2/12 '++ gNAN

mit beliebigem /V und beliebigen ganzen Koeffizienten g, ..., g5 besteht.

Es sei nunmehr s == f(f) eine beliebige fastperiodische Funktion. Mit
E bezeichnen wir die — beschrinkte, im allgemeinen aber nicht abge-
schlossene — Punktmenge der komplexen Ebene, welche aus allen
Punkten der Kurve 5 — f(f) (— oo < # < oo) besteht; ferner bezeichne
E* die abgeschlossene Hiille von E. Die Komplementdarmenge C (E¥*) ist

1) H. Bohr, Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen I und II,
Acta Mathematica Bd. 45, S, 29—127 und Bd. 46, S. 101—214. Diese beiden Abhandlungen
werden wir im Folgenden mit F, I und F. II zitieren.

2) 8. Bodiner, Beitrige zur Theorie der fastperiodischen Funktionen 1,
Math. Annalen Bd. 96, S. 119—147. )
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offen und zerfillt also in (hochstens) abzdhlbar viele Gebiete G,, G,,
..y G,, ..., die iibrigens, ganz wie im reinperiodischen Fall, einfach
zusammenhingend sind. :

Bei beliebiger fester Wahl eines Punktes & der Komplementarmenge
C (E*) betrachten wir nun die fastperiodische Bewegung z— f(¢) von
dem Punkte ¢ aus, indem wir

flt)—a= ()"

setzen, wobei das Argument g, (7) stetig gewahlt wird.

Unsere Aufgabe ist, die beiden Funktionen g, () und ¢, (/) ndher zu
studieren. Wir formulieren unsere Ergebnisse in den beiden folgenden
Satzen:

Satz 1. Der absolute Betrag o, (t) = |f(t)—a| st (offensichtizch)
fastperiodisch. Das Argument @, (t) lilst sich in der (estalt

Pa (Z):Ca 'Z"}‘ Ya (Z)

darstellen, wobei ¢, eine Konstante ist, und w, (t) fastperiodisch ist.

Bemerkung. Aus dem Satze 1 folgt sofort — wegen der Beschrankt-
heit des fastperiodischen Restgliedes v, (£) — daf3

. — lim % ()
2

@ t—» B

ist, und daraus weiter (ganz wie im reinperiodischen Fall), daf3 der Wert
der Konstanten ¢, nicht von dem Punkte @ sondern nur von dem Gebiete
G, abhingt, in welchem a gelegen ist.

Satz 2. Die Sikularkonstante ¢, gehort den: Modul My der gegebenen
fastperzodisclien Funktion [(t) an. Ferner sind sowohl der Modul Mp, wie
auch der Modul My, in diesem Modul M, enthalten.

Bei den unten folgenden Beweisen dieser beiden Sidtze konnen wir
offenbar ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annechmen, daf3 der
auf3erhalb der Menge E* gelegene Punkt o gerade der Anfangspunkt o
ist; sonst ersetze man nur f (¢ durch f(f)—a, wobei zu beriicksichtigen
ist, daf3 der Modul A/, gleich dem urspriinglichen Modul A7, ist3).

3) Nur in dem Falle, wo f(f) konstant ist und gerade den Wert o oder a besitzt, wird
der Modul My von dem Modul Mf—, verschieden sein, indem hier der eine dieser beiden
Moduln nur aus der einzigen Zahl o besteht, wihrend der andere sogar leer ist. Von dem
trivialen Fall f (f) = constans werden wir aber im Folgenden der Bequemlichkeit halber
absehen.

55



Formuliert fir den Fall 2 — o ist der Satz 1 schon in einer fritheren
Note des Verfassers bewiesen 4). Da wir aber den Gedankengang des
Beweises fir das Folgende bendtigen, werden wir uns erlauben den
recht einfachen Beweis kurz zu wiederholen. Dies geschieht in §3.
In s4 werden wir an einige bekannte Beziechungen zwischen Ver-
schiebungszahlen und Fourierexponenten einer fastperiodischen Funktion
erinnern und daraus einige Folgerungen ziehen. Schlief3lich werden wir
in §5 den Beweis des Satzes 2 erbringen.

§ 3. Beweis des Satzes 1

Es sei f(f)= p(f)e??® eine beliebige fastperiodische Funktion, fiir

welche die untere Grenze von ¢ (?) = | /(¢)| positiv ist. Dann ist, wie
unmittelbar zu beweisen, der Quotient
(?) :
20= T ="

wiederum fastperiodisch; denn falls # > o0 die untere Grenze und K die
obere Grenze von | /(?) | bezeichnet, folgt sofort durch eine triviale Ab-
schitzung, daf3 bei beliebig gegebenem &> 0 jede Verschiebungszahl

tr (¢) zugleich eine Verschiebungszahl 1y (¢') fiir &' = -2—/—:3{ ¢ darstellt.

Um die Richtigkeit des Satzes 1 darzutun, geniigt es also folgendes zu
beweisen :

Aus der Fastperiodisitit von y (1) = ¢*¢® folgt, dalf ¢ (t) in der Form

PO =c-t+yp(

mzit konstantem ¢ und fastperiodischem v (t) darstellbar zst.

Zum Beweise dieses Satzes gehen wir von der folgenden Bemerkung
aus: Besteht fiir irgendein & < 2 und irgendwelche Zahlen # und <t die
Ungleichung

(3) |y (1) —x ()] = |7 — £i7O| =g,

dann gibt es eine eindeutig bestimmte ganze Zahl g, fiir die

(4) Iw(t+r)~¢(t)~g-2n|§s-§

4) H. Bohr, Kleinere Beitrige zur Theorie der fastperiodischen Funk-
tionen, I, Kgl. Danske Videnskabernes Selskab, math.-fys. Meddelelser, X, 10.
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ist; ferner ist diese Zahl g, wegen der Stetigkeit von ¢ (f), unabhingig
von 7/ und 7t in jeder solchen zusammenhingenden Punktmenge der
tt-Ebene, auf welcher die Ungleichung (3) gilt. Mit Hilfe dieser Be-
merkung fiihren wir den Beweis in drei Schritten: Zunidchst wird die
gleichmaf3ige Stetigkeit der Funktion ¢ (f) aus der der (fastperiodischen)
Funktion y(f) = ¢?#® gefolgert; sodann mit Hilfe der Existenz beliebig
grof3er Verschiebungszahlen von 7 (/) die Konstante ¢ definiert, und
endlich fiir diesen Wert von ¢, jetzt erst mit voller Ausnutzung der
Fastperiodizitit von y (), die Fastperiodizitit von ¢ (f) —c¢ bewiesen.

. Die gleichmif3ige Stetigkeit von » (7) besagt Zu jedem ¢ > o gibt
es ein d = J (e) > 0, so daf3, sobald |t|=J, die Ungleichung (3) fiir
alle # des ganzen Intervalles — oo < # < oo besteht. Wir wihlen & < 2;
nach dem soeben Gesagten folgt dann aus dieser Ungleichung, ebenfalls
fir |t| =0 und alle # die Richtigkeit einer Ungleichung (4) mit einer
passenden festen ganzen Zahl g; diese muf3 aber gleich Null sein, weil

fir t =— o die Ungleichung die Form |g 2a|=¢ = T < @ annimmt.

Fiir ¢ — 0 besagt (4) aber eben die gleichmaf3ige Stetlgkelt von o (2).

Aus der gleichmif3igen Stetigkeit von ¢ (#) ergibt sich sofort die fol-
gende weitere Eigenschaft dieser Funktion: Zu jedem 1 > 0 gibt es ein
K = K (t) > 0, so daf3, sobald | %| <z ist, gleichzeitig fiir alle 7

@ (244 O <A
ist.

2. Um den Wert der Konstanten ¢ zu definieren, betrachten wir fiir
irgendein 7 und irgendein s > 0 den Quotienten

g(z‘,s): (p(t»{—s)«-(p(z‘) :

wir werden beweisen, dafd ¢ (7, s) fir s > oo gleichmif3ig in 7 einem be-
stimmten Grenzwerte ¢ zustrebt. Dazu geniigt es zu zeigen, daf3 fiir
hinreichend grof3es .S der Unterschied zwischen der oberen und der
unteren Grenze von ¢ (4, s) im Gebiete — oo < £ o0, s > S beliebig
klein ist.

Sei ¢ < 2 und ©=1y (&) > 1 eine (festgewihlte) zugehdrige Verschie-
bungszahl der Funktion 5 (#). Fiir alle ¢ besteht dann die Ungleichung
(3), also auch eine Ungleichung (4) mit einer gewissen festen, d. h. von
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¢ unabhangigen, ganzen Zahl g. Sei jetzt s > t eine beliebige Zahl; um
den Quotienten ¢ (4, s) abzuschitzen, schreiben wir s in der Form
s =nt-+ /& mit ganzem » und 0 = £ < 1; dann folgt aus

pt+s)—et)=@+s)— (+m+2 (¢ +v1)— @+ (v—1)7)|

v==1

in Verbindung mit der Schluf3bemerkung von 1. und der Ungleichung
(4) ohne weiteres fiir alle ¢

lptt-s)—@pt) —n-g 22| =K®@) 4 n-6-,

2
also, nach Division mit s, wegen Jf— = -—:—:« <1,
2 K
1665 — 527 | < K0 7
T4 —
" |

Hieraus tolgt aber, daf3 fiir hinreichend grof3es .S der Unterschied
zwischen der oberen und der unteren Grenze von g (¢, s) fiir —oco ¢ o<

und s > S kleiner als z. B. 3- a~i2z— sein wird, womit die aufgestellte

Behauptung iiber ¢ (7, s) bewiesen ist.

3. Mit der gefundenen Konstanten ¢ betrachten wir jetzt die Funktion
y () = @ (/) —ct. Unsere Aufgabe ist, die Fastperiodizitit von v (#) zu
beweisen. Bemerken wir zunichst, dafd es hierfiir hinreichend ist, den
Fall ¢ =0 zu betrachten, wo v (?) = ¢ (#) ist; die Funktion y (?) steht
namlich in derselben Beziehung zur fastperiodischen Funktion ¢7v® —
ei?® . g=ict wie @ (¢) zur Funktion ¢??®, und fiir y (7) ist offenbar der
Grenzwert

lim ¥+ 8)—w()

§ —» oo S

gleich Null.

Unter der Annahme ¢ — 0 beweisen wir die Fastperiodizitit von ¢ (¢),
indem wir zeigen, daf3 bei einem beliebig gewdhlten ¢ < 2 jede zu ¢
gehorige Verschiebungszahl der Funktion  (7) = ¢?¢® zugleich eine zu

8'% gehorige Verschiebungszahl von ¢ (f) darstellt. Sei also ¢ < 2; wie
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oben gezeigt, gibt es dann zu jeder Verschiebungszahl t — 1y (¢), d. h.
zu jeder Zahl 7 fiir welche die Ungleichung (3) fiir alle # besteht, eine
von ¢ unabhidngige ganze Zahl ¢ — g¢., so daf3 die Ungleichung (4)
ebenfalls fiir alle # besteht. Wir haben zu beweisen, daf3 hierbei immer
g =0 sein muf3. Wire dies nicht der Fall, d. h. gibe es ein t mit
g 70, so wiirde fiir dieses t entweder fiir alle 7 die Ungleichung

e+t —et)>an

oder fiir alle # die Ungleichung
41— <—=

gelten, also beidemal fiir jede natiirliche Zahl » die Ungleichung

ot +n|t])—@@) | >na
also

|— lim etz =@ _ [z‘ <o,

K =
7 —p» oo ”"C’ —

gegen unsere Annahme.

§ 4. Beziehungen zwischen Verschiebungszahlen und Fourier-
exponenten

In der Abhandlung F.II wurden (S. 105 bezw. S. 110) die beiden
folgenden Siatze bewiesen, welche — unter Heranziehung der Fourier-
exponenten — eine notwendige bezw. eine hinreichende Bedingung an-
gaben, damit die Zahl t eine Verschiebungszahl sei.

Satz A. Es sez f(t)co 3 A, e™7% eine fastperiodische Funktion, und es
set eine Ansahl N und eine ,,Genauigkert® 0 < s beliebig gegeben. Dann
gtbt es emn & = g(N, ) devart, dafs jede Verschicbungssall tr(g) die N
deophantischen Ungleichungen

| 4, t| << d(mod 2s) (m=—=1,2,...,N)
befriedigtd)

%) Unter der Schreibweise |a | <Cb (mod ¢) verstehen wir wie iiblich, daf} eine ganze
Zahl g derart existiert, daf} |a — gc | < b ist.
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Satz B. Es sez wiederum f(t) > 2 A, e™»" eine fastperiodische Funk-
tion; diesmal sei aber & > o belicbig gegeben. Dann gibt es eine Ansakl
N und eine Genauigkeit 0 derart, dafy jede Zalkl t eine Verschzebungs-
sahl vy (&) 2st, wenn sie nur dee N diophantischen Ungleichungen

| 1, t| < d(mod 2s) (n=1,2,..N)
erfiillt.

Ferner erinnern wir an den folgenden Satz iiber diophantische Un-
gleichungen (F.II, S. 113), welcher aus einem allgemeinen Kronecker’-
schen Satze direkt abgeleitet werden kann.

Satz C. Es seien A, ... Ay belicbzge reelle Zahlen, und u eine Zakl,
dze nicht in der Form n, A, ... +ny Ay met ganssalligen n, dar-
stellbar ist. Dann gibt es bei jedem: 0 > 0 eine Zahl t, welche gleich-
seztrg die N - 1 diophantischen Ungleichungen

(A, <d(mod2a) (z=1,...,N)und |gt—a| < % (mod 2s)

er fillll.

Mit Hilfe dieser drei Sitze konnen wir sofort, durch eine schon in
F.II vom Verfasser, und spiter auch von Bockner (.. c.) angewandte
Schluf3weise, den folgenden Satz beweisen.

Satz D. Esseten f(t) o~ 3 A, et und g (1)~ 3 B, et swei fast-
periodische Funktionen mit den Moduln My besw. M, . Damzt Mg in
My enthalten sei, st notwendig und hinveichend, dals dee Fastperiodisetit
von g (t) im folgenden Sinne von dev Fastperiodizitat von [(t) ,majo-
riseert" wird: Zu jedem & >0 gzbt es ein & >0, so dafs jede Ver-
schiebungszalil <ty (&) sugleich eine Verschiebungssahl v, (&) zst.

Beweis: 1. Zundchst zeigen wir, daf3 wenn A/, in J/, enthalten ist
— also jeder Exponent M, als linearer homogener Ausdruck in endlich
vielen Exponenten /4, mit ganzzahligen Koeffizienten darstellbar ist —-
so wird g (#) im obigen Sinne von f(#) majorisiert. Zu diesem Zwecke
bestimmen wir zunichst zu dem beliebig gegebenen ¢, nach dem Satze
B, ein V, und ein J,, so da3 jede Losung t der Ungleichungen

(5) |t M, | << J, (mod 2x) =1, ..., V)

eine Verschiebungszahl t, (g) ist. Danach bestimmen wir, wegen der
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Darstellbarkeit der Zahlen M, durch die Zahlen A, , ein , und ein J,,
so daf jede Losung der Ungleichungen

(6) |t 4,|<<J, (mod 2s) (7 =1,..., V)

zugleich den obigen .V, Ungleichungen (5) geniigt und also gewif3 ein
To (&) ist. Schlief3lich bestimmen wir, nach dem Satze 4, zu den Zahlen
N;, 0, ein &, so dafd jede Verschiebungszahl t, (¢,) die V, Ungleichungen
(6) befriedigt. Dann ist offenbar jedes 1/ (e) zugleich ein <, (g,).

2. Danach zeigen wir umgekehrt, daf3 wenn ¢ (#) im obigen Sinne
von f(#) majorisiert wird, so mufd A7, in A/, enthalten sein. Wir fiihren
den Beweis indirekt, nehmen also an, daf3 g (#) einen Fourierexponent
M, — u besitzt, der nicht linear mit ganzzahligen Koeffizienten durch
endlich viele 4, darstellbar ist. In Satz A4 ist speziell enthalten, daf3
wir g so wihlen konnen, daf3 eine Losung t der Ungleichung

(7) [t —a| < - (mod 2a)

gewif3 keine Verschiebungszahl z, (¢,) sein kann. Zu diesem ¢, gibt es
aber kein entsprechendes & (womit der Widerspruch erreicht ist). Denn
wie klein auch ¢ gewidhlt wird, konnen wir, nach Satz 5, die Zahlen
N und ¢§ so wihlen, daf3 jede Losung t der Ungleichungen

(8) |t 4,|<d (mod 2x) (n=—1,..,N)

eine Verschiebungszahl 1/ (g,) ist. Nach Satz ¢ haben aber die NV -1
Ungleichungen (7) und (8) eine gemeinsame Losung, d.h. es gibt ein
s (&), welches kein 1, (g) ist.

§ 5. Beweis des Satzes 2

Es sei f(f) > 3 A, e eine fastperiodische Funktion, fiir welche die
untere Grenze von | f(#)| positiv ist. Wir schreiben f(#) = g (#) ¢?¢¥ mit

o=/ , @e@O=ct+y(

und haben zu beweisen,

1. daf die beiden Moduln M, und My in dem Modul My enthalten
send, und
2. dap die Sikularkonstante ¢ eine Zahl aus diesem Modul zst.
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Da jede Verschiebungszahl t,(¢) a fortiori eine Verschiebungszahl
o (¢) ist, folgt sofort aus dem Satze D des §4, daf3 M/, in M, enthalten
1st. ,

Ferner folgt aus dem genannten Satze D, daf3 der Modul M/y der
fastperiodischen Funktion y(f) = ¢??® in dem Modul 7/, enthalten ist;

denn, wie am Anfang des §3 erwidhnt, gilt es bei beliebigem ¢, und
2

&= S & (wo £ und K die untere bezw. obere Grenze von | f(#)| be-

zeichnet), daf3 jede Verschiebungszahl 1, (e,) zugleich eine Verchiebungs-
zahl 7y (g,) darstellt, so daf3  (?) von f(#) majorisiert wird.

Unsere Behauptungen iiber 47y und ¢ sind also a fortiori dargetan,
wenn wir zeigen, daf3 My und ¢ in My enthalten sind.

In dem speziellen Fall ¢ —= o konnen wir sofort einsehen, stets durch
Heranziehung des Satzes D, daf3 My in My enthalten ist; denn am Ende
des Beweises in §3 haben wir ja (fiir den Fall ¢ == 0) schon gezeigt,
daf3 y (f) = @ (?) von  (?) = ¢?¢® majorisiert wird ; es war ja (fiir ¢ < x)

jede Verschiebungszahl 1y (;2; ¢) zugleich eine Verschiebungszahl 1, (&).

Ferner ist klar, daf3 wenn wir fiir einen Moment die Richtigkeit der
Behauptung iiber ¢ annimmt — also daf3 ¢ in My enthalten ist — folgt
aus der vorangehenden Bemerkung, dafd auch in dem allgemeinen Fall
¢ 20 der Modul My in My enthalten ist. Denn es ist ja

é)iw(f) — ez’?(l) . p""l'ct et % (Z‘) g—l'c't,

und wenn schon ¢ in My enthalten ist, kann beim Uebergang von y ()
zu 7 (¢) e~¢* (was einfach eine Erniedrigung aller Fourierexponenten von
% (/) durch die Grof3e ¢ bedeutet) der Modul offenbar nicht vergrofert
werden.

Alles ist also darauf zuriickgefithrt zu zeigen, daff dize Sikularkon-
stante c linear homogen wmit ganssalligen Koefffisienten durch endlich
viele der Fourierexponenten von 7y (t) o X a,ein? ausgedriickt werden
kann.

Dies geschieht dadurch, da3 wir zunichst eine Relation zwischen der
Konstanten ¢ und den Verschiebungszahlen 1y herleiten (welche die fiir

den reinperiodischen Fall giiltige triviale Relation ¢ = g; n auf den

fastperiodischen Fall verallgemeinert) und danach die Beziehungen
zwischen Verschiebungszahlen und Fourierexponenten aus § 4 heranziehen.
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Die erwdhnte Relation besagt: Es sei & < 2 beliebig gegeben; dann
gilt fiir jede der Verschiebungszahlen t = 1% (&) 32 0 eine Gleichung der
Form

23 4

(9) ¢ == n, _% mit ganzzahligem 7, und |&' | = &- "z“ ;
T

mit anderen Worten: Jede Verschiebungszahl t = 1ty (&) ist eine Losung
der diophantischen Ungleichung

(10) }'t(:‘;;.e-v; (mod 2x).

Um diese Relation (9) darzutun, brauchen wir nur auf die Ueber-
legungen von §3 zuriickzugreifen. Diese ergeben uns sofort fiir jedes
ganze 72 72 0 die Ungleichung

| @ (mt)— @) — - 2an, | = g

also

pmtr)—e@0) 23 2
mt T

wobei 7, eine (von s unabhiangige) ganze Zahl bedeutet. Lassen wir
in dieser Ungleichung 72 iiber alle Grenzen wachsen, strebt der Quotient
¢ (m7) — (0
mt

Gleichung (9).

Nunmehr wenden wir die SchluBweise aus §4 an. Indem wir & etwa
gleich 1 wahlen, bestimmen wir nach dem Satze 5 ein N und ein J,
so daf3 jede Losung der diophantischen Ungleichungen

gegen den Grenzwert ¢, und wir erhalten die gewiinschte

(11) | T Ay | << O (mod 2s) (=1, ..., N)

eine Verschiebungszahl 1y (¢) ist. Nach dem obigen muf3 also jede Losung
dieser Ungleichungen (11) zugleich die Ungleichung (10) (mit ¢ = 1) be-
friedigen, kann also gewif3 nicht der Ungleichung
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(12) |te—a| < g~ (mod 2:)

geniigen. Hieraus folgt aber nach dem Satze C des §4, daf3 ¢ notwen-
digerweise eine lineare ganzzahlige Kombination der Gréf3en 2, ..., Ay
sein mufd; denn sonst gibe es ja nach dem genannten Satze eine ge-
meinsame Losung t der Ungleichungen (11) und (12). Also ist ¢ in
My, enthalten, womit der Beweis zu Ende gefiihrt ist.

(Eingegangen den 9. Dezember 1931)
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