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Sur l'ultraconvergence d’une classe de
séries de Dirichlet

par M. VLADIMIR BERNSTEIN, Geneve.

1. J’étudie dans ce Mémoire, suivant le conseil de M. Montel, 'ultra-
convergence des séries de Dirichlet dont les exposants ont une densité
maximum finie.

On dit qu’une suite de nombres réels

}v1, A-z, cee g An, ‘e

a une densité maximum finze (<= D) si cette suite peut étre considérée
comme suite partielle d’'une autre suite

ll’ 12’ cve g lp’ v e e
satisfaisant a la condition

lim 2. — D,
s>y

cette deuxie¢me suite est dite mesurable et de densité D. Cette termino-
logie est due 2 M. Pélya qui a étudié les propriétés des suites ayant
une densité maximum finie 1),

Les séries de Dirichlet dont les exposants ont une densité maximum
finie représentent la classe de séries de Dirichlet qui se rapproche le
plus des séries de Taylor; on peut donc s’attendre a ce que les pro-
priétés de cette classe de séries ne different pas beaucoup de celles des
séries de Taylor.

L’ultraconvergence des séries de Taylor a été étudiée par plusieurs
auteurs, mais plus spécialement par M. Ostrowski qui a obtenu des
résultats définitifs; les principaux de ces résultats peuvent étre énoncés
de la maniére suivante:

L. Zoute série de Taylor qui possede wune infinité de lacunes o une
lavgeur relative supérieure a un nombre positif fixe est ultraconvergente
autour de chaque point végulzer de son cercle de convergence?).

1) Voir [7], p. 550 et suiv. et [8], p. 327 (7) et suiv.; les chiffres entre crochets consti-
tuent des renvois 4 la Bibliographie qui se trouve a la fin du Mémoire.

%) Voir (3], p. 557 ou [6], p. 204.
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II. a) Zoute série de Taylor qui est ultraconvergente autour d’un point
régulier de son cercle de convergence peut étre veprésentée commee la sommie
de deux sérvies, dont P'une posséde des lacunes du type indigqué ci-dessus,
et Uautre a un rayon de convergence supévieur a celuz de la sévie donnée ;

b) Sz lon considere une suite de sommes partielles dune telle sérze

Suy (S)y Suy (5)y ey Say (5),

quz converge au-dela du cevcle de convergence de la sérze, celte suzte
contzent unc infineté de sommes parizelles S, (s) telles que le nombre des
termes de la sérvie qu'zl luz faut adjoindre pour obtenir la sommne suz-
vante est supérieur a un nombre positzf fixe multiplié par lexposant du
terme auquel la premzere sommie est arrétéed).

La proposition I s’applique d’ailleurs non seulement aux séries de
Taylor, mais aussi aux séries de Dirichlet les plus générales, comme
I’'a montré M. Ostrowski lui-méme; quant a la proposition II, elle ne
peut pas étre vraie pour toutes les séries de Dirichlet, ni méme pour
toutes les séries dont la suite d’exposants a une densité maximum finie.
En effet, M. Bohr a construit dés 1913 des séries de Dirichlet a suite
d’exposants mesurable dont les sommes partielles de rang pair conver-
gent dans un domaine s’étendant au-dela du demi-plan de convergence 4).
Ces séries ont été construites avec des groupes de deux termes dont
les exposants sont tres voisins et dont les coefficients sont égaux en
valeur absolue et de signe contraire; je donne a de tels groupes le
nom de groupes de Bohr.

Je dirai dans la suite qu’il y a wltraconvergence lacunazre lorsque 11, b)
a lieu; au contraire je dirai qu’il y a w/traconvergence serrée lorsque 'on
peut constryire des suites de sommes partielles qui convergent au-dela
du domaine de convergence sans satisfaire a II. b).

Dans le paragraphe 2 nous allons démontrer que la bande comprise
entre les droites de convergence et d’holomorphie (lorsqu’elles sont
distinctes) constitue toujours un domaine d’ultraconvergence serrée pour
les séries de Dirichlet de la classe considérée.

Les §§ 3 et 4 seront consacrés a une étude plus détaillée des coeffi-
cients des séries considérées au § 2; nous arriverons au résultat inat-
tendu que ces séries sont toutes construites a l'aide de groupes de plu-
sieurs termes aux exposants trés voisins qui peuvent étre considérés
comme la généralisation naturelle des groupes a deux termes avec les-

8) Voir [4], p. 185.
4) Voir [1], p. 6.
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quels M. Bohr avait construit ses exemples de séries a ultraconvergence
serrée, de sorte que le procédé de M. Bohr peut étre considéré non
plus comme un artifice, mais bien comme un procédé basé sur la nature
méme des séries envisagées.

Enfin, au paragraphe 5 nous allons montrer que la proposition I de
M. Ostrowski reste vraie pour les séries de notre classe lorsque l'on y
remplace les mots ,droite de convergence“ par ,droite d’holomorphie¥.
Pour la démonstration de ce fait nous ferons usage d’une proposition
que nous aurons démontrée au § 3 et suivant laquelle chaque série de
Dirichlet, dont la suite d’exposants a une densité maximum finie, peut
étre mise sous la forme d’une série de Dirichlet a coefficients variables,
ces coefficients satisfaisant aux inégalités de Cauchy-Hadamard dans les-
quelles on aura mis ’abscisse d’holomorphie a la place de ’abscisse de
convergence. Ce fait nous permettera de conserver l'idée générale de
la démonstration de M. Ostrowski.

Il serait intéressant de voir si la proposition II de M. Ostrowski reste
aussi vraie pour les séries de notre classe lorsque l'on y fait la méme
modification; je considére cela comme trés probable, mais je n’ai pas
réussi a le démontrer; il serait aussi intéressant de voir si les propo-
sitions du § 4 subsistent pour des séries de Dirichlet plus générales, mais
je n’entrerai pas ici dans des considérations de ce genre.

§ 2. Théoréeme 1. S: la suite
(2’ I) 2«1’ 7"2) ey )"n;

possede une densité maximum finie D et sz la sérvze

2, f(S‘) f— 2 a,, 6’“)\”s

n=—=1
a une abscisse & holomorplie J distincte de son abscisse de convergence
@ supposée finze, la suzte (2,2) est ultraconvergente dans tout le dema-

plan

(2, 3) R(s) >

c~a-d. 7zl existe ume suite d’indices

(274) Ryy Roy voey By
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telle que s lon pose

np
Sup(s) = 2 @m e

m—1
la suzte
Swr (8)s Sy (8)y v s Say (5),

converge uniformement vers f(s) dans chaque domaine fini completemen.
intérieur au demz-plan (2, 3).

Ce demi-plan est & atlleurs un demi-plan dultraconvergence serrée de
la série (2,2); c-a-d. la suite (2, 4) peut étre choisie de telle sorte que,
quelque petit que soit &, les inégalités

{ Npp1— 7y < & A”k'*'l
Mogyo1 — Mgt < € Rnyta

(2, 5)

Sozent vérifiées pour k asses grand.

Pour démontrer ce théoréme, nous pouvons supposer, sans restreindre
la généralité, que la suite (2, 1) est mesurable et de densité D; en effet,
si la suite (2, 1) n’est pas mesurable, il existe une suite mesurable de

densité D
(2, 6) by blay ooy &gy ..

qui contient la suite (2, 1) comme suite partielle. La série (2,2) peut
donc étre écrite sous la forme

(2,7) F) = 3 ay e=tus = 30, el
n—1 p:l

ou b, =0, si /, ne fait pas partie de (2, 1), et 4, = a,, si , = A,. Une
suite convergente de sommes partielles de (2, 7) sera en méme temps
une suite convergente de sommes partielles de (2, 2).

De plus, si
(2) 8) 40 Pz; ---,f)/e)

est une suite d’indices tels que
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[ Drrr—2r < &lpyan
1 11’/e+1 _ lz’k+1 <e lz’/e+1’

il suffira de choisir les #, de telle maniére que l'on ait
(2) 9) )\'”k ;<t lﬁk ’ )\'nk—i-l é\j: lpk+1 3

ce qui est toujours possible, pour obtenir une suite (2, 4) vérifiant les
inégalités (2, 5). Il suffit donc de démontrer le théoréme pour les suites
d’exposants mesurables,

D’autre part il est clair que nous pouvons supposer que l’abscisse
de convergence (Q est positive, tandis que l’abscisse d’holomorphie ¢ est
négative ou nulle.

Cela dit, posons

et considérons l’expression

osz(mgs:‘— 0)
(2, 10) P =—CE) | Fls)eds,

0

'intégrale étant prise suivant une demi-droite faisant avec l'axe réel un
angle aigu 62 0. Il n’est pas difficile de s’assurer®) que (2, 10) définit
une fonction de z dont le prolongement analytique est holomorphe dans
le demi-plan 4R () > 0 et y satisfait, pour » assez grand, a la condition
de croissance

(2, I I) I(p (’, pz-(p)l < e[nD.lsin(p|+e]r

quelque petit que soit & et que d’autre part on a, pour toutes les va-
leurs entiéres et positives de l'indice 7,

@ (A) = a, C' (1,,).

8) Cf. le raisonnement de [8.], pp. 386—390 (66—70). Les chiffres entre parenthéses
indiquent les pages des tirages a part. Je saisis cette occasion pour signaler une faute d’im-
pression au théoréme VII du méme Mémoire (p. 407 (87)), théoreme qui correspond a peu
prés a la proposition ci-dessus; 1’exposant du second membre de Pinégalité a la 6-me ligne,
p. 407, doit étre — r [h cos ¢ — D |sin | —e}, et non — r[h cos p —e].
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La série (2, 2) peut donc étre mise sous la forme

_vwel)
f(S)_,é:C’()&ﬂ)g 2’”,

@ () étant une fonction holomorphe dans le demi-plan £R(s) >0 et y
satisfaisant a la condition de croissance (2, 11).

Désignons maintenant par R, un nombre compris entre A, et A,41,
et par C, le contour du triangle formé par les demi-droites arg 5= + vy,
et la droite £ (s) = R,,; alors nous pouvons écrire

N o) ®E) ., o
(2, 12) S, (s) = oo ~2ﬂz.£nc(3)p ds.

Choisissons maintenant le nombre R, de telle sorte que 'on ait en pre-
mier lieu

(2) 13) l C(R,,) I > e ek,

et que, en second lieu, l'inégalité (2, 11) soit déja vérifice pour » — R,
dans le secteur

—y=args =,

ou y désigne un angle aigu que nous fixerons un peu plus loin.

L’existence d’une infinité de valeurs indéfiniment croissantes de R,
satisfaisant a l'inégalité (2, 13) résulte d’un théoreme de M. CarlsonS$);
nous y reviendrons d’ailleurs dans un moment.

R, étant choisi de la sorte, la partie de l'intégrale (2, 12) relative
au cO6té vertical du triangle €, est inférieure en module a

R,
It Dsiny+¢] EO_S? +eR,— oR, IR, tgY

(2, 14) 2R, tgy.c
ou l'on a posé
s=—=0-+z2¢
et ou l'on doit prendre le signe —, si £ > 0O, et le signe -}, si z<Co.
6) Voir [2], p. 239.
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Supposons maintenant que s est situé dans le domaine angulaire

(2, 15) — 0 =arg (s —s) =96

\ o) . . . o T
ou 0 désigne un angle aigu aussi voisin que 'on veut de > et s, un

nombre réel et positif aussi petit que 'on veut. Prenons y assez petit
pour que l'on ait

(2)16) tg}’tg8<8 ﬂDtg}’<{j tg}/<—;—

TP I
et supposons que ¢ a ¢été pris inférieur a — s,.

L’expression (2, 14), et, par conséquent, la partie de l'intégrale (2, 12)
relative au coté vertical du triangle (C,, sera alors inférieure a

(2, 17) R, e=C =R,

Il s’ensuit que, si 'on donne a R, une suite de valeurs indéfiniment
croissantes qui vérifient (2, 13), la partie de l'intégrale (2, 12) relative a
la partie verticale du contour tendra vers zéro. D’autre part, il est aisé
de voir que lintégrale

F o) _
T e % ds
JC(S)

prise suivant les deux demi-droites arg s =— + ¥, converge lorsque s est
situé dans le domaine (2, 15) ct représente une fonction holomorphe dans
ce domaine. En effet, suivant un théoréme de M. Carlson?), on a, quelle
que soit la valeur de l’angle aigu y

+2Y
lim log | C (re

r—r oo r

) — s D siny;

y étant fixé, on peut donc choisir », de fagon que I'on ait pour » > 7,
| C (re7) | > elnpsiny—slr
7) Voir [2], p. 239.
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Il s’ensuit que, si 'on a pris », assez grand pour que l'inégalité (2, 11)
soit elle aussi vérifiée pour » > 7, sur les deux demi-droites arg 5 — + v,
on aura, en posant g — re*?

(2, 18) l (g‘gﬁ”; e._szl < p[‘n:Dsin Y +elr—I[n Dsin y—Elr—Greosy+érsiny 8)
b4

et, par conséquent, en vertu de (2, 15) et (2, 16)

@ (5)

(2’ 19) lf@ 5% < e—(cCOSY‘35)r

ce qui démontre notre affirmation.

Nous pouvons donc dire que, si la suite d’indices

(2y4) Nyy Ngy ooy Mgy ...

est choisie de telle sorte que chacun des intervalles (4,,, A, 4+1), & partir
d’'une certaine valeur de %, contient des points qui vérifient P'inégalité
(2, 13), la suite

S (S)y Suy () wovs S (5), ..

converge uniformément dans le domaine (2, 15) vers f(s).

Il ne nous reste donc, pour achever la démonstration de notre théo-
réme, qu'a montrer que la suite (2, 4) peut étre choisie de telle maniére
qu’elle vérifie les inégalités (2, 5) et que, en outre, elle ne dépende pas
de &.

A ce point je dois rappeler quelques-uns des résultats démontrés dans
ma These.

Considérons I’ensemble d’intervalles £ (g; {A,, }) construit de la ma-
niére suivante: a chaque point A, on fait correspondre deux intervalles
d, et d,, de longueur ¢; lintervalle 4, a pour point fronti¢re gauche, ou
bien le point 2,, ou bien le point frontiere droit de l’intervalle o, ;, et
précisément celui de ces deux points qui est situé plus a droite; de
méme, lintervalle &, a pour point frontiere droit le point A, ou bien le
point frontiere gauche de lintervalle 4., et précisément celui de ces
deux points qui est situé le plus a gauche. J’ai démontré qu’il ne faut
qu'un nombre fini d’opérations pour construire les intervalles de len-

8) On prendra le signe — ou -} suivant que ¢ sera positif ou négatif.
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semble £ appartenant a un intervalle fini quelconque de P'axe réel, et
que d’autre part, si 'on convient de nommer largeur relatsve d’un in-

tervalle (@, ) le rapport »ly—iﬁ, la largeur relative des intervalles de l'en-

semble % tend vers zéro?®). D’autre part j’ai montré19) que Ilinégalité
(2, 13) est vérifiée pour toutes les valeurs assez grandes de R qui
n’appartiennent pas a l’ensemble /X (g), pourvu que ¢ soit assez petit

(p. ex, < 21,%) .

Supposons maintenant que la suite (2, 4) a été construite de telle sorte
qu'elle comprend zous les indices n;, pour lesquels lintervalle (4,,, L., +1)

contient des points extérieurs a I’ensemble £~ (4—D—) et ces indices seule-

ment. Si alors », et n,,; sont deux nombres consécutzfs de la suite
(2, 4), l'intervalle (A, 41, Au,,,) ne contiendra aucun point extérieur a

«f 1 . ] y N
I (ZE); cet intervalle appartiendra par conséquent (du moins pour £

assez grand) a I’ensemble / (A{D_) Donc, on aura

)“n —}m +1
(2, 20) lim & £ —o
k—» o° Ank+l

ct cette formule est équivalente a la deuxiéme inégalité (2, 5). Quant
a la premicre de ces inégalités, elle découle immédiatement de (2, 20)
ct de I'égalité

. n

lim — — D.

7 —Poo A4n

Nous avons donc démontré que l'on peut choisir une suite d’indices
(2, 4) vérifiant les inégalités (2, 5) et pour laquelle la suite

(2, 21) Suy )y Sy () ovs Suy (8)y -

converge uniformément dans tout domaine fini intérieur au demi-plan
R (5) > 0; cette suite dindices ne dépend & azlleurs que de la suzte d’ex-
posants L, et ne dépend en aucune facon des coefficients de la série (2, 2).
Ceci nous permet de déduire que, si ¢f—= — oo, la suite (2, 21) con-

9 Voir [8], pp. 333—336 (13—16).
10) Voir [8], p. 346 (26).
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verge dans chaque demi-plan &R (s) > &4, quel que soit le nombre #éga-
tif b; en effet, on appliquera le raisonnement précédent a la série

o

A _
> a, e ”é_e —hn (s=06)

n—1

et 'on verra que les sommes partielles de rang #, de cette série con-
vergent uniformément dans tout domaine fini intérieur au demi-plan
AR (s—b) > 0; donc, la suite (2,21) converge uniformément dans tout
domaine fini intérieur au demi-plan LR (s) > &, et & étant quelconque,
elle converge uniformément a lintérieur de chaque domaine fini. Notre
théoréme est donc compleétement démontré, méme pour le cas de
Hf— — oo,

Notons d’ailleurs que dans la construction de la suite (2, 4) on aurait

pu remplacer 'ensemble £ (4—12—)) par tout autre ensemble d’intervalles

indépendant de g pourvu que l'on puisse affirmer que l'inégalité (2, 13)
est vérifiée a partir d’'un certain point a l'extérieur de cet ensemble,
et ce quelque petit que soit e.

Disons maintenant encore quelques mots du cas ou la suite {k,,} n’est
pas mesurable, et possede seulement une densité maximum finie D. On
pourrait croire, d’aprés ce qui précede, que pour former la suite d’in-
dices (2, 4) il est nécessaire de construire effectivement une suite mesu-
rable (2, 6) de densit¢ D contenant la suite {A,| comme suite partielle,
mettre la série (2, 2) sous la forme (2, 7), construire en passant par 'en-
semble d’intervalles £ (4%), {l,}) la suite d’indices (2, 8), et finalement
former la suite (2, 4) a l'aide des inégalités (2, 9). Or, en réalité il n’en
est rien et 'on peut construire la suite (2, 4) directement en partant de

I'ensemble £ (d—r—%, Mn}) comme si la suite (A,] €était mesurable. Cela

résulte du fait démontré dans ma These que parmi les suites mesurables
(2, 6) contenant la suite |{},] comme suite partielle il en existe toujours
une qui posséde la propriété suivante: si

Uiy Uoy vovs Umy oo
désignent les points de [/} qui ne font pas partie des A,, I'ensemble

E(q; ill,}) (q<;—ID—) s’obtient par la superposition des deux ensembles
E(g; i)u,,}) et E(g; !4””‘2)’ ces deux ensembles w'ayant pas de points com-
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muns. On déduit immédiatement de ce fait que, si 'on construit d’une
part la suite d’indices

(2’8) Py Pos s Phs -o-
pour lesquels lintervalle (/,,, /,,41) contient des points extérieurs a

I : e qe
E(zﬁ' !l,}), et la suite d’indices

(2,4) ﬂl,fi2, ey ey ...

qui se déduit de (2, 8) a l'aide des inégalités (2,9), et d’autre part la
suite des indices

4 ! 4 4
(2, 4bis) n' ow, ..., 1, ...

pour lesquels lintervalle (., A.,4+:) contient des points extérieurs a

E(ZEB, M,,é), ces deux suites (2,4) et (2, 4bis) seront composées des

mémes zndzces; seulement, dans la premiere, certains de ces indices seront
répétés plusieurs fois, ce qui correspond au fait que des sommes par-
tielles de rangs différents de la série (2, 7) peuvent étre égales a la méme
somme partielle de la série (2, 2).

§ 3. Considérons de nouveau une suite d’exposants {A,, ls mesurable
et de densité D, et soit

(3’ I) Mgy Nyy woiy Rpy ...

une suite d’indices construite de la maniére indiquée au § 2. Nous sup-

poserons, pour fixer les idées, qu’elle a été construite en partant de
I . : . :

Pensemble £ (Z_D), mais tout ce que nous dirons dans la suite s’appli-

quera aussi bien aux suites d’indices construites en partant d’autres
ensembles, comme nous l'avons indiqué a la fin du § 2.

Nous supposerons encore, comme au § 2, que l’abscisse de conver-
gence (© de la série

(3’ 2) f(S) e j a, P"")‘n"

n=1

est finie et positive, tandis que son abscisse d’holomorphie est égale a
zéro.
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Si nous posons

m=np 1

Pk (S) — Snk+1 (S) - Snk (S) — Zam E'lms

m=np+1
nous pourrons écrire

(35 3) F)=H)+L(s)+ ... +L00)+ .

cette derniere série étant convergente dans tout le demi-plan d’holo-
morphie de (3, 2) c.-a-d. dans tout le demi-plan LR (s) > o.

Nous chercherons maintenant a évaluer ordre de grandeur des termes
de la série (3, 3).

Désignons par K, et R,y les affixes de deux points, extérieurs par
. I s . :
rapport a l'ensemble £ (2—5>, et situés respectivement dans les inter-

valles (A,,, Au,41) €t (An,, s Any, +1); de tels points existeront sirement

par suite de la fagon dont a été construite la suite (3, 1). Si nous
désignons par D, le contour du quadrilatére formé par les deux demi-
droites arg 5 —= + y et les deux droites R (5) = R, et LR (3) = Rpy1,
nous pourrons écrire, en vertu des développements du paragraphe
précédent,

Z “’SZ
(3, 4) L ( 2yzz fC (2) e

Si % est assez grand, nous pouvons obtenir une borne supérieure de
la partie de cette intégrale relative aux cdtés verticaux de D, a l'aide
de l'expression (2, 14); de méme, linégalité (2, 18) nous donnera une
borne supérieure pour la partie de I'intégrale relative aux deux autres
cotés de D,. D’ailleurs, ces bornes seront valables quel que soit s—= o 77.

Supposons maintenant que s est situé dans une bande horizontale

2] < 4.



Nous pourrons alors passer des expressions (2, 14) et (2, 18) a des ex-
pressions analogues aux expressions (2, 17) et (2, 19). Au lieu de sou-
mettre y aux conditions (2, 16), nous le soumettrons aux conditions

1
htgy<le aDtgy e tg7<—2“;

nous obtiendrons ainsi pour la fonction

@@@:?Qf”

les bornes suivantes:

1) sur le coté R (s) = Ry

(35 5) | (s, 2)

L o099k
2) sur le coté R (5) = Rp41
(3, 6) | D (s, 5) | << e O 9Rpy 1
3) sur les cOtés arg 5 = + y
(3, 7) | @ (s, 5) | < emt@eosy=sor (r=121)

En condensant ces trois inégalités en une seule, nous pouvons écrire
que sur tout le contour D, on a

(3, 8) | @ (s, 5) | < emO00R si 0 >0,
(3,9) | D (s, 5) | < e= @5k 1, si ¢ < O.

Supposons maintenant que les points R, et Ry, aient été choisis de
telle sorte que la longueur de l'intervalle (R, R;41) soit aussi petite que
possible. Suivant le mode de construction de la suite zrzk; Iintervalle

(Args1s Aa, 1) appartient tout entier a 'ensemble £ (Z%’ [ A D Lalar-

geur relative des intervalles de cet ensemble tend vers zéro; nous pou-
vons donc prendre

Rk =5 (I _8) A'nk-i-l ’
Rpr1 = (11 & Anyt1-

3 Commentarii Mathematici Helvetici 33



Et si nous remarquons en outre que la longueur du contour D, est
inférieure a un multiple déterminé de R,;;, nous verrons que, quelque
petit que soit le nombre positif w, on a pour £ assez grand l'inégalité

| 2 (5) | << e~ C=0hngan

si seulement ¢ reste supérieur a un nombre négatif, d’ailleurs quelconque,
donné a l’avance.

En récapitulant les résultats que nous venons d’obtenir, nous obtenons,
pour les séries a suite d’exposants mesurable, le théoréeme suivant:

Théoréme II. Dans les conditzons du théorveme I, sz 'on met la sérze

(3: 2) f(S) = fﬂm L’“lms

m=1

sous la forme

(3, 3) 7 (s) —‘—‘gl)k (s)
o
"R+l
(3, 10) Ly ()= a, et
mznk+1

et les ny sont choisis de la maniéve indiquée a la fin du § 2, et sz, de
plus, on pose

(3’ II) Pk (S):Ak (S) g-—)\nk-f-l’

les fonctions Ay (s) satisfont, pour k asses grand et quelque petit que
sott w, aux inégalités

(3, 12) | (5)] < e+ gt (k=12 ..)
uniformeément par vapport a s=— o - iz, dans toute semi-bande
(3, 13) c>—o z|< A

En dautres termes, la sévie (3, 2) peut étre mise sous la forme dune
série de Divichlet a coefficients varzables
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OO

(3, 14) F(8) = 2 Ay (s) e Pt

k=1

dont U'abscisse de convergence se confond avec ['abscisse & holomorpiize
de (3, 2).

Notons qu'z/ est zmpossible de vemplacer dans [D'inégaleté (3, 12) le
nombre H par un nowmibre infévieur, a woins de lrmziter la lavgeur de
la bande (3, 13) ou linégalité (3, 12) est applicable.

En effet, s’il ¢était possible de le remplacer par un nombre 7 < f,
la série (3, 14) convergerait dans la semi-bande

o>, || <A

et 7 (s) serait, par conséquent, holomorphe sur le segment

5] <k

de la droite ¢ = ¢/, laquelle est par supposition la droite d’holomorphie
de f(s). Or, ceci n’est possible que si 2= a D, car j’ai montré dans
ma These 1) que chaque segment de la droite d’holomorphie de longueur
supérieure a 2z D contient au moins un point singulier de f(s). Si donc
on veut pouvoir choisir 7/ d’une maniére arbitraire, le nombre ¢/f ne
peut pas étre remplacé par un nombre inférieur dans I'inégalité (3, 12)12).

Il est d’ailleurs presque évident que le théoréme II, que nous avons
démontré pour les séries a suite d’exposants mesurable, est vrai aussi
pour les séries dont la suite d’exposants n’est pas mesurable, mais pos-
sede une densité maximum finie. On n’aura qu’a mettre la série sous la
forme d’une série a suite d’exposants mesurable, comme nous l'avons
fait au § 2, et appliquer le théoréeme II a cette derniére série; et comme
les inégalités (3, 12) nc contiennent que les nombres 2,, et non les in-
dices 7, on verra que le théoréme II est applicable tel quel aux séries
dont la suite d’exposants admet une densité maximum finie sans étre
mesurable.

Avant de terminer ce paragraphe, indiquons encore une conséquence
du théoréme II.

Il peut arriver qu’il soit possible d’extraire de la suite (3, 1) une suite
partielle

1) Voir [8], p. 403 (83).
12) 11 est d’ailleurs trés probable que méme pour des valeurs de 4 inférieures & T D on
ne peut pas remplacer o par un nombre inférieur dans inégalité (3, 12).
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My, Wlyy ooy My, ...
telle que les nombres
My— 1, My — 1, ..., My—1, ...
fassent aussi partie de la suite (3, 1). Posons
My — 1= N, My = Myt (p=1,2, ...)
On aura alors
Ak}, (5) = Ay

et, par conséquent, en vertu des inégalités (3, 12), on pourra écrire

__log|a,,
lim _EI_WL‘ =
?_)ao Mp

Nous avons donc le théoréme suivant:

Théoréme III. S: la suite d'exposants de la série

(3, 2) Fl)= D a, e=tw

=1

a une densité maximum finie D, sz I'abscisse d holomorphie de [ (s) est
égale & H, et si la suite d'indices

7”1, 7}12, see g 7”?, voe
est telle que chacun des intervalles

(Amj,—-l ’ Amp) et (Amﬁ ] Amﬁi-l)

contzent des points qui napparitiennent pas a l'ensemble E (Z—{B, ])L,, }) )

les coefficients de la série (3,2) de rang my (p =1, 2, ...) vérifient
Uinégalste

___log|a,,
lim -———~—-—gl A

= ¢



Le théoréme II nous donnait déja un moyen de calculer 'abscisse
d’holomorphie en ne connaissant que les deux suites de nombres { @m |
et | A, |, tandis que les théorémes de ma these ne permettaient de la
calculer que quand on connait la fonction @ (¢) qui intervient au para-
graphe 2 et au début de ce paragraphe. Toutefois, il peut étre extré-
mement difficile d’évaluer les expressions A4, (s) qui interviennent au
théoreme II. C’est pourquoi le théoréme III, que nous venons de dé-
montrer, présente un réel intérét; il ne permet pas de calculer 'abscisse
d’holomorphie, mais il permet d’en calculer une borne inféricure, et ce
par un procédé tres simple et parfaitement réalisable.

§ 4. Nous sommes maintenant en état de mieux étudier les propriétés
des coefficients des séries de Dirichlet du type considéré. Supposons de
nouveau que la suite des {ln} est mesurable et reprenons la représen-
tation

S =L(s) 4+ P(s)+ L)+ oo A+ Puls)+ ...

¢tudiée au paragraphe précédent.

L’ensemble £ ( 75 | An ) ) étant formé d’une infinité dénombrable d’inter-
valles distincts, de&gnons par ¢, le (£ 4 1)-¢me de ces intervalles comptés
de gauche & droite. Alors les exposants des termes a, ¢—*»¢ qui font
partie de /7, (s) seront tous situés a lintérieur de ¢;; de plus, si nous
posons

~2

Cols)= I @_g)

A, extérieur a g,

le produit infini se rapportant a tous les A, extérieurs a l'intervalle ¢,
nous pourrons affirmer que, quelque petit que soit & linégalité

| Ca(5) | > e

sera vérifiée a lintéricur de ¢, pour % assez grand 13). Donc, en posant

(2).
k(2)

S

Dy (5) =

g

nous pouvons écrire en vertu de (3, 10) et (2, 12)

13) Voir [8], p. 365 (45).
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R0 (1) e

(4, 1) Pr(s) = 2 (I B ;\';Zn) ,

m=np+1  [[=l=m)
ny <i<ny, 1

2
)

les fonctions @, satisfaisant, pour £ assez grand, a la condition
k& ’ S y
54 e <l e~ =l ¥
(4’ 2) I (Dk ("’) l < e, pour Ank+1 =5== )\'n/‘._'_l ’

on s'assurera d’ailleurs facilement, que si nous remplagons la formule
(4, 1) par la formule

gy AR W (M) e~ s
>y REITR E \lan
(4, 3) L = A - = (0 — h,)

%41
np <i§”k+1

m:nk-l-l

les fonctions ¥ (4,,) satisferons, pour % assez grand, aux inégalités

(4’ 4) l w‘/z (Z)! < eEz’ pour )‘-nk-*-l é 3 é )\'ﬂk+1

qui se déduisent immédiatement des inégalités (4, 2) et de I'égalité (2, 20).
C’est cette formule (4, 3) qui, malgré son apparence rébarbative, nous
permettra de voir comment sont formés les groupes de termes F; (s).

Donnons le nom &ordre du terme a, e~*»* (ou du coefficient a,), au
nombre ¢ pour lequel

dn fareriy €plﬂ;

et nommons ordre du groupe P, (s), le plus grand des ordres de ses
termes.

Cela posé, considérons pour commencer les groupes a deux termes
(c.-a-d. ceux pour lesquels 7, = 7, -} 2); supposons que la suite des A,
est telle qu’une infinité de groupes /% (s) sont formés de deux termes
et considérons la série

(43 3 Py (s

formée par la réunion de ces groupes. En vertu des inégalités (3, 12)
'abscisse d’holomorphie de (4, 5) ne sera pas supérieure a I’abscisse d’ho-
lomorphie, supposée nulle, de la série compléte; quant a l'abscisse de
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convergence 14) de (4, 5), elle peut étre quelconque, mais nous pouvons
supposer qu’elle est positive, car seulement dans ce cas la série (4, 5)
apporte une contribution réelle a l'ultraconvergence de la série com-
pléte dans le demi-plan 4R (s) > o.

Nous pouvons certainement choisir un nombre positif (J tel qu’il existe
une suite infinie de groupes 7%, (s) dont ordre tend vers (J lorsque £
croit indéfiniment; soit

(4, 6) 7% (5) — 4y, e + Py +1 e=trpt 1 (f=1,2,..)

la suite de ces groupes. En vertu des inégalités (3, 12) nous devons
avoir

|p 2715 T (s) | < My

d’autre part le module de l'un au moins des coefficients «,, et a,,,, doit

étre compris entre (27 et 2Ty Mais la formule (4, 3) nous
permet d’écrire

(4, 7) Th(s) = —

)\-rk.*-l I A-rk

(b% e=Pres — bYf o—Prptt)

les nombres |0,| et |4f | étant inférieurs, en vertu de (4, 4), a e, 11
s’ensuit que l'on a nécessairement, pour % assez grand et quelque petit
que soit g,

(4, 8) bt — Ay < @ —(@—20y 5

d’autre part il est facile de déduire de linégalité (2, 11) et des pro-
priétés de la dérivée de C (5) démontrées dans ma These %), que non
sculement les fonctions ¥, (s), mais leurs dérivées d’'un ordre quelconque
(fixé a Pavance), satisfont aux inégalités (4, 4) pour % assez grand. Et
par conséquent, en confrontant (4,7) avec (4, 3) on obtient, en tenant
compte de (4, 8), que, quelque petit que soit g,

|0k — b3 | < (Ayps1 — hr,) - Fry & @3N,

14) 11 s’agit ici (comme dans la suite du paragraphe) de ’abscisse de convergence de la
série, considérée comme série de Dirichlet, c.-a.-d. les termes n’étant pas réunis en groupes;
autrement les abscisses de convergence et d’holomorphie se confondraient pour les séries
en question.

15) Voir [8], p. 366 (46).
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Donc, si nous posons
(4; 9) Tk (s) =&y (g—lrks _(,—lrk+ 1¥ ) _{“ ark g"lr/,,-l»l‘ ,
nous aurons, pour 4 assez grand, quelque petit que soit o,

(4, 10) |cx | << e—@-97
(4, 11) EARA

La série 3 d, e=*s converge donc absolument dans le demi-plan
AR (s) > 0. Les groupes 73 (s) que nous étudions peuvent donc étre ré-
duits par l’addition des termes d’une série convergente dans le demi-
plan £ (s) > o, a la forme spéciale

(4, 12) By (s) = 5 (M8 — o=+ 1) = o (=Mt — o=hrp+17 ),
lrk-I—l - Ark

Or, c’est précisément a l'aide de groupes de cette forme, au facteur
by pres, que M. Bohr a formé¢, des 1913, des exemples de séries de
Dirichlet a ultraconvergence serrée. Nous voyons donc que, si nous
donnons aux groupes du type (4, 12) le nom de groupes de Bokr, nous
pourrons dire que la sérze (4,5) est égale & la somme de deux séries de
Dzrichlet, dont l'une converge dans tout le dems-plan o holomorphie de
(4, 5), tandis que lautre est [formée cxclusivement avec des groupes de
Bohr, le cocfficient ¢, étant du méme ovdre que le groupe corrvespondant

de (4, 5).

Passons maintenant au cas général; supposons que la série (4, 5) re-
présente une série formée par des groupes (d’un nombre quelconque de
termes) dont les ordres tendent vers (J > 0, lorsque % croit indéfini-
ment. Considérons un de ces groupes dont l'ordre est supérieur a (J — ¢,
et pour simplifier les notations, désignons-le par

(4, 13) 73 (s) = a,, e Ay 1 P s B Ary1p e—rrts

le nombre de termes du groupe étant désigné par p - 1.

En reprenant un calcul fait dans ma These 16), on verra facilement
que, pour % assez grand, on a

18) Voir [8], pp. 361—362 (31—32).
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g+1
A

- ”
e~y < ?{?/_ < A

LLa formule (4, 3) nous permet par conséquent d’affirmer que si nous
posons

b:}k) g—lrk-‘l' v$

v=p
(4, 14) Th(s)=p! 2 = ,
V=0 LY (N — Ayyyy)
les nombres |6¥® | (» =0, 1, 2, ..., p) seront, pour % assez grand, in-

férieurs 2 ¢*%. On peut donc conclure que, parmi les nombres

(4, 15) ‘Sik) p H(H Y ( "k+’ — }\fk“l‘v) (r=0,1,2,..,2),

il v en a au moins un qui est inférieur en valeur absolue i ¢~ (@—39%7,
Nous avons vu au § 2 que les exposants des termes d’'un méme groupe
L% (s) doivent appartenir a un méme intervalle de I'ensemble % (g; |2,])

1 . " i
(g< —5); nous avons obtenu maintenant une condition plus précise

quant au ,,degré du voisinage“ de ces exposants.

Introduisons maintenant la notion de groupe de Bohr a plusieurs ter-
mes. Bien que M. Bohr n’ait fait en réalité usage que des groupes du
type (4, 12), je crois pouvoir donner le nom de groupes de Bolir a p -+ 1
termes aux expressions de la forme

(4, 16) By (s) == b, 2—@ Al aaal

en effet, 'expression (4, 12) employée par M. Bohr représente (au fac-
teur 4, pres) la premiere dzfférence dzviséel?) de la fonction ¢—+* relative
aux points 5, = 4,, et 5, = A,,41, tandis que 'expression (4, 16) repré-
sente (au méme facteur pres) la différence devisée d’ordre p de la méme
fonction relative aux points 5, = A, , 5= A, 41, --» 5 = A4 1)

17y Ou fonction interpolaire suivant la terminologie d’Ampére,
19) Voit [5], p. 2.
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Désignons maintenant par Jf) le plus petit parmi les nombres (4, 15),
et posons

alors, en vertu de (4, 14) et (4, 16), le terme en e—*+1° sera identique
dans 7, (s) et dans 7B, (s), de sorte que la différence

(4, 17) Tk (s) = T4 (s) — B (s)

ne contiendra que p termes. D’ailleurs, la formule de Cauchy-Genocchi 1%
montre que, si 'on pose s —¢-}24 on a

| By ()| = bx

S[al?’ (¢—9% cos zzf)] ¢ [a’f’ (¢=9 sin 57)
( ds? s=F' ds?

& &', & désignant des nombres compris entre A,, et A,,4,. Donc, en
vertu de (3, 12) et de (4, 17), nous voyons que les différences 77 (s) sa-
tisfont aussi, pour % assez grand, aux inégalités

[ AR
z=E"

| o= T ()| < ey

quelque petit que soit & La série X7} (s) peut donc étre représentée
comme la somme de deux séries

2T (s) =2 B (s) -+ 2 Tr(s),

la premiere de ces séries étant formée exclusivement avec des groupes
de Bohr, et ayant les mémes abscisses d’holomorphie et de convergence
que la série 3 7} (s)20), tandis que la deuxieme série (qui peut ne pas
exister) est formée avec des groupes dont le nombre de termes est
inférieur d’au moins une unité au nombre de termes du groupe cor-
respondant de la série X' 77 (s).

En raisonnant avec la série 2' 77 (s) comme nous l’avons fait pour la
série X 7 (s), et ainsi de suite, nous verrons que chaque groupe 77 (s)
a p -+ 1 termes peut étre mis sous la forme de p groupes de Bohr res-
pectivement de p 41, p, p— 1, ..., 3, 2 termes auxquels s’ajoutera
eventuellement un terme d’une série de Dirichlet convergente dans tout

19) Voir [5], p. 6.
20) Voir la note 14).
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le demi-plan £R (s) > o. Convenons d’appeler groupe de Bokr généralisé
a p -}~ 1 termes une expression telle que

BP (s) = BP (s) + BP=(s) + ... +BD(s),

ou B-V(s) désigne un groupe de Bohr a p —» 4 1 termes formés
avec les mémes exposants que 5@P#—V+D (s) sauf l'un d’eux; chacun
des groupes B~V (s) contenant un coefficient arbitraire, le groupe de
Bohr généralisé a p - 1 termes dépendra de p coefficients arbitraires
by, (w=—=1, 2, ..., p).

Ceci posé, nous pouvons énoncer ainsi le résultat auquel nous sommes
parvenus:

Théoreme IV. Toute séric de Diriclilet

£l =3 ay e

n—1

dont la suite dexposants a une densité maximum finie et dont I'abscisse
de convergence (© est différente de son abscisse d’holomorphie Cff, peut
étre représentée comme la sonume de deux séries de Divichlet, dont ['une
converge dans tout le demi-plan R (s) > H, tandes que ['autre est formée
cxcluszvement avec des groupes de Dolty généralisés, les coefficients de ces
groupes satisfarsant a la condition

! log | by, |

lim -

=

0it Ayyi1 désigne le plus petit des exposants du groupe PP (s) duquel
jazt partie le coefficient by, .

Nous voyons donc que le moyen que M. Bohr a utilisé pour construire
des séries de Dirichlet a ultraconvergence serrée ne constitue pas, comme
on aurait pu le croire, un artifice commode, mais est au contraire lié a
la nature méme des choses (du moins pour les séries dont les exposants
ont une densit¢é maximum finie).

§ 5. Dans les paragraphes précédents nous nous sommes occupés de
l'ultraconvergence dans des domaines ne s’étendant pas en dehors du
demi-plan d’holomorphie; dans ce paragraphe nous étudierons au con-
traire 'ultraconvergence de certaines séries (précisément des séries la-
cunaires) dans des domaines s’étendant au-dela du demi-plan d’holomorphie.
Nous allons démontrer le théoreme suivant:
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Théoréme V. Sz la suite d’exposants
l1, AZ) ey ln» *

de la sévze de Dirichlet
(5, I) f(S) — de e’

m=—=1

a une densité maximum [finie D et si de plus elle possede une infinite
de lacunes de larvgeur relative supévieure a un nombre poseitif 9, c.-a-d.,
Szl existe une suite dendices indéfiniment crozssants

Mgy My, ooy Bly, ...
tels que

Amv+1 - lmV

(5’ 2) )\mv > 67

la suite des soniies partielles de (4, 1)

7=y

(57 3) Qv (S) — 2“1' g—lz.s (’/ =1, 2, )

7=1

arrvétées aux termes de vang my, My, ..., COnverge uniformément autour
de chaque point de la droite & holomorphie qui est rvégulier pour la fonc-
tion f(s).

Ce théoreme s’obtient d’un théoréme connu de M. Ostrowski2) si I'on
y remplace les mots «droite de convergence» par les mots «droite
d’holomorphie ». L.a démonstration de M. Ostrowski s’applique d’ailleurs
avec tres peu de modifications au théoréme qui nous occupe. Au lieu
d’appliquer les raisonnements a la série primitive, on les appliquera a
la série

(5, 4) fF(s) = 3 A (s) et

les A, (s) et les #; satisfaisant aux conditions indiquées aux paragraphes
précédents; le fait que cette série a des coefficients variables ne consti-
tuera pas un obstacle grace aux inégalités (3, 12) auxquelles ces coeffi-

21) Voir [3], p. 5§57, ou [6], p. 204.

44



cients satistont et qui correspondent exactement aux inégalités auxquelles
satisfont les coefficients des séries de Taylor.

Supposons, comme aux paragraphes précédents, que l'abscisse d’holo-
morphie de (5, 1) est égale a zéro. Considérons un point arbitraire s, de
la droite d’holomorphic 4R (s)=—=0 en lequel f(s) est holomorphe; nous
pouvons encore supposer, sans restreindre la généralité, que s, = 0. La
fonction f(s) sera alors holomorphe dans un cercle

(5, 5) |5 1< 00

et nous devrons démontrer que l'on peut tracer un autre cercle

sl<<oi=oo

a lintérieur duquel les sommes partielles O, (s) convergent uniformément
vers f(s).

Nous pouvons d’ailleurs affirmer que les quantités O, (s) sont aussi des
sommes partielles de la série (5, 4); en effet, il résulte de I'inégalité (5, 2)
que chaque intervalle (A, A, +1) contient des points qui n’appartiennent

I :
pas a l'ensemble £ (Z—B , {)\,, }), en conséquence tous les .z, font partie

de la suite |#;}. Nous pouvons donc poser

(5, 6) ney = n,
et
k=h—1
Ty (s) = D) Ay () e~ Pt
=0

et nous aurons, en vertu de (5, 3),

(5,7) Qv () = T (s)-

Or, grace aux inégalités (3, 12) il n’est pas difficile d’évaluer l’ordre
de grandeur des 77 (s).

Il résulte de linégalité (5,2) que la suite {,] n’est slirement pas
mesurable. Construisons donc la suite mesurable principale

ll) 12’ seay [f, v
contenant la suite |2, | comme suite partielle, et soit p, le numéro d’ordre
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du point A, dans la suite 2 x| Soit £ un nombre tel que, pour £ > £
et pour une valeur donnée de w > O, on ait

(5, 8) %’*-w<x,,k< ¢ .

Soit d’autre part 4, un nombre tel que, pour la méme valeur de w, les
inégalités (3, 12) soient vérifiées pour £ > k, dans la semi-bande

(5,9) o>—p, |t|<2Vo (s=0 1)

ol ¢ désigne un nombre positif fixe que nous préciserons plus loin.

Désignons maintenant par #, le plus grand des deux nombres 4, ct
&, . Désignons enfin par J7 la borne supérieure des fonctions

A, (s), Ay (s), ...y Ar, ()
dans le domaine
(5, 10) —o < 0L 3, | <z2Vo .

Nous pourrons alors écrire que dans le domaine (5, 10), qui fait partie
de la semi-bande (5,9), on a

b=k, b=h—1 k=h—1 Pyt 1
| 75 (s |\M2plnkp + I+t <0 (1) Zeww)( +‘°)
k=ko+1 k=ky+1

ou le symbole O (1) désigne une quantité qui reste bornée lorsque /%
croit indéfiniment. Posons

p+®
e P = R;

I'inégalité précédente nous donnera alors

(5,10) | 5([=0 +R°>DZRM-0 )+ &t K2

I

En procédant de la méme maniére et en notant que dans le domaine

(5, 12) 0<a<3 it<z2Vo
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la série (5, 4) est absolument convergente, nous obtiendrons, poutr ce
domaine et pour p > k,, 'inégalité

F) — Tue)| = | X A (s) et | = X etmprotust =

( k=" k=h
5, 13) ?
d oo npt1 ) - -
- '-(p—w) ( . r
= 2 5 YO yop Xpm — ypyn
k—h m:pn}l'_i_1 I —v7
ou
pP-w
. D
vy = ¢

pourvu que o ait été¢ pris inférieur a .

Soit maintenant ¢ un nombre positif fixe inférieur a l'unité et que
nous préciserons plus loin. Tragons trois cercles concentriques Iy, 1, I,
de centre « et de rayons

e — o] 7y == o+ o ry—a-td

(voir fig. 1). On prendra « assez petit pour que tous ces cercles soient

\

~Jia

Fig, 1.

intérieurs au cercle (5, 5) et au domaine (5, 10). Il suffira pour cela de
prendre
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et c’est ce que nous supposerons dorénavant; de plus, nous prendrons

w=a
ce que nous pouvons faire, car w n’était soumis jusqu’ici qu’a la con-
dition d’étre un nombre positif fixe, inférieur a o.

Le cercle Iy étant intérieur au domaine (5, 10), nous pouvons lui ap-
pliquer l'inégalité (5, 11). Nous aurons donc dans I% en tenant compte

de (5,6) et (5,7),

| Oy ()| =| 7 (s)| = AR?"» + B= AR + B

n

ou A et B, ainsi que dans la suite 4’, A", ... et a, a’, a
des quantités indépendantes de sz, , tandis que

, ..., désignent

02 (14
R=e¢ ?

si maintenant nous désignons par M/, le maximum de f(s) dans le cercle
(5, 5) nous aurons dans [ l'inégalité

| £(5) — Oy (8) | = M, + B+ AR'my = A’ RImy .

Cela posé désignons respectivement par M), M), M le maximum
de | £ (s)— Qy (s)| dans les cercles Iy, I, I's. Nous aurons alors, en
tenant compte de (5, 8),

(5:14)  log MY =p,, log R4-a=c (1 4 )k, +a.

D’autre part, le cercle I, est intérieur au domaine (5, 12), de sorte
que nous pouvons lui appliquer l’inégalité (5, 13), ce qui nous donne

log MY = py+1-log r - a
avece

_ a(1—%)
D

r=ce
et, par conséquent, en tenant compte de (35, 8)
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log MV =—a’ (1 -~ ) Ay +1 ~+a"
et encore, par suite de (5, 2),
(5, 15) log MY = — (1-1-0)a* (1 — &) Xy, + a™.

Appliquons maintenant le théoréme des trois cercles de M. Hadamard
a la fonction f(s) — Qy (s) et aux cercles I, I, I'y. Ce théoréme,
compte tenu des inégalités (5, 14) et (5,15), nous permettra d’écrire
Pinégalité

2
log — 12 log My = A, [of (1 4 ) log * ta

I—a I —a

(5, 16)

(1 4+6) (1 — a) log ii;’] Ia".

Si 'on développe les logarithmes en série suivant les puissances de
a, le coefficient de 1}, dans cette inégalité pourra étre mis sous la forme

—0 [I -+ @ (a)]

@ (e) désignant une fonction de ¢, holomorphe au voisinage du point
a — 0, réelle pour a réel et positif, et s’annulant pour ¢ = 0. Si donc

; ; 1 ;
nous prenons « assez petit pour que l'on ait | ¢ (a) | < P le coefficient

de A,, dans l'inégalité (5, 16) sera algébriquement inférieur a — ;—ga"*,
et cette inégalité montrera que A/ tend vers zéro lorsque » croit in-
définiment. Or, cela veut dire que, dans le cercle I, et par conséquent
dans le cercle de rayon o* et de centre o (voir fig. 1), les fonc-
tions @, (s) convergent uniformément vers f(s), ce qui démontre notre
théoreme.
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