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Sur Pultraconvergence d'une classe de
séries de Dirichlet

par M. Vladimir Bernstein, Genève.

i. J'étudie dans ce Mémoire, suivant le conseil de M. Montel, l'ultra-
convergence des séries de Dirichlet dont les exposants ont une densité
maximum finie.

On dit qu'une suite de nombres réels

a une densité maximum finie (rS D) si cette suite peut être considérée

comme suite partielle d'une autre suite

h i h> ---y '/ > - —

satisfaisant à la condition

lim £=Z);

cette deuxième suite est dite mesurable et de densité D. Cette terminologie

est due à M. Polya qui a étudié les propriétés des suites ayant
une densité maximum finie 1).

Les séries de Dirichlet dont les exposants ont une densité maximum
finie représentent la classe de séries de Dirichlet qui se rapproche le
plus des séries de Taylor; on peut donc s'attendre à ce que les
propriétés de cette classe de séries ne diffèrent pas beaucoup de celles des
séries de Taylor.

L'ultraconvergence des séries de Taylor a été étudiée par plusieurs
auteurs, mais plus spécialement par M. Ostrowski qui a obtenu des
résultats définitifs ; les principaux de ces résultats peuvent être énoncés
de la manière suivante:

I. Toute série de Taylor qui possède une infinité de lacunes dune
largeur relative supérieure a un nombre positif fixe est ultraconvergente
autour de chaque point régulier de son cercle de convergence2).

*) Voir [7], p. 550 et suiv. et [8], p. 327 (7) et suiv. ; les chiffres entre crochets constituent

des renvois à la Bibliographie qui se trouve à la fin du Mémoire.
2) Voir [3], p. 557 ou [6], p. 204.
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IL a) Toute série de Taylor qui est ultraconvergente autour d'un point
régulier de son cercle de convergence peut être représentée comme la somme
de deux séries, dont l'une possède des lacunes du type indiqué ci-dessus,
et Vautre a tin rayon de convergence supérieur à celui de la série donnée ;

b) Si Von considère tme stiite de sommes partielles dîme telle série

Sni {s),SMi(s), SMk{s),

qui converge au-delà du cercle de convergence de la série, cette suite
contient une infinité de sommes partielles Snk (s) telles que le nombre des

termes de la série qu'il lui faut adjoindre pour obtenir la somme
suivante est supérieur à un nombre positif fixe multiplié par l'exposant du
terme auquel la première somme est arrêtée*).

La proposition I s'applique d'ailleurs non seulement aux séries de

Taylor, mais aussi aux séries de Dirichlet les plus générales, comme
Ta montré M. Ostrowski lui-même ; quant à la proposition II, elle ne

peut pas être vraie pour toutes les séries de Dirichlet, ni même pour
toutes les séries dont la suite d'exposants a une densité maximum finie.
En effet, M. Bohr a construit dès 1913 des séries de Dirichlet à suite
d'exposants mesurable dont les sommes partielles de rang pair convergent

dans un domaine s'étendant au-delà du demi-plan de convergence 4).

Ces séries ont été construites avec des groupes de deux termes dont
les exposants sont très voisins et dont les coefficients sont égaux en
valeur absolue et de signe contraire ; je donne à de tels groupes le

nom de groupes de Bohr.
Je dirai dans la suite qu'il y a ultraconvergence lacunaire lorsque II. b)

a lieu ; au contraire je dirai qu'il y a ultraconvergence serrée lorsque l'on
peut construire des suites de sommes partielles qui convergent au-delà
du domaine de convergence sans satisfaire à II. b).

Dans le paragraphe 2 nous allons démontrer que la bande comprise
entre les droites de convergence et d'holomorphie (lorsqu'elles sont
distinctes) constitue toujours un domaine d'ultraconvergence serrée pour
les séries de Dirichlet de la classe considérée.

Les §§ 3 et 4 seront consacrés à une étude plus détaillée des coefficients

des séries considérées au § 2 ; nous arriverons au résultat
inattendu que ces séries sont toutes construites à l'aide de groupes de
plusieurs termes aux exposants très voisins qui peuvent être considérés

comme la généralisation naturelle des groupes à deux termes avec les-

3) Voir [4], p. 185.
*) Voir [1], p. 6.
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quels M. Bohr avait construit ses exemples de séries à ultraconvergence
serrée, de sorte que le procédé de M. Bohr peut être considéré non
plus comme un artifice, mais bien comme un procédé basé sur la nature
même des séries envisagées.

Enfin, au paragraphe 5 nous allons montrer que la proposition I de

M. Ostrowski reste vraie pour les séries de notre classe lorsque l'on y
remplace les mots „droite de convergence" par „droite d'holomorphie".
Pour la démonstration de ce fait nous ferons usage d'une proposition
que nous aurons démontrée au § 3 et suivant laquelle chaque série de

Dirichlet, dont la suite d'exposants a une densité maximum finie, peut
être mise sous la forme d'une série de Dirichlet à coefficients variables,
ces coefficients satisfaisant aux inégalités de Cauchy-Hadamard dans

lesquelles on aura mis l'abscisse d'holomorphie à la place de l'abscisse de

convergence. Ce fait nous permettera de conserver l'idée générale de

la démonstration de M. Ostrowski.

Il serait intéressant de voir si la proposition II de M. Ostrowski reste
aussi vraie pour les séries de notre classe lorsque l'on y fait la même

modification ; je considère cela comme très probable, mais je n'ai pas
réussi à le démontrer; il serait aussi intéressant de voir si les propositions

du § 4 subsistent pour des séries de Dirichlet plus générales, mais

je n'entrerai pas ici dans des considérations de ce genre.

§ 2. Théorème X. Si la suite

(2, I) Ai, Ai, An

possède tine densité maximum finie D et si la série

a une abscisse d'holomorphie ^]( distincte de son abscisse de convergence
Q supposée finie, la suite (2, 2) est ultraconvergente dans tout le demi-

plan

(2,3) M (s) > 9(

c.-à-d. il existe îcne suite d'indices

(2, 4) nly n2f nk
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telle que si l'on pose

nk

la suite

Sni{s), SH2(s), SHk(s),

converge uniformément vers f[s) dans chaque domaine fini complètement
intérieur au demi-plan (2, 3).

Ce demi-plan est bailleurs un demi-plan dultraconvergence serrée de

la série (2,2); c.-à.-d. la suite (2, 4) peut être choisie de telle sorte que,
quelque petit que soit e, les inégalités

(2,5)

soient vérifiées pour k assez grand.

Pour démontrer ce théorème, nous pouvons supposer, sans restreindre
la généralité, que la suite (2, 1) est mesurable et de densité D; en effet,
si la suite (2, 1) n'est pas mesurable, il existe une suite mesurable de
densité D

(2,6) ll9 l2, //,

qui contient la suite (2, 1) comme suite partielle. La série (2, 2) peut
donc être écrite sous la forme

(2, 7) f(s) £an e~K* 2h e~'S

où bp o, si lp ne fait pas partie de (2, 1), et bp an, si lp kn. Une
suite convergente de sommes partielles de (2, 7) sera en même temps
une suite convergente de sommes partielles de (2, 2).

De plus, si

(2,8) p±, p2, pk

est une suite d'indices tels que
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il suffira de choisir les nk de telle manière que l'on ait

ce qui est toujours possible, pour obtenir une suite (2, 4) vérifiant les

inégalités (2, 5) II suffit donc de démontrer le théorème pour les suites

déposants mesurables.

D'autre part il est clair que nous pouvons supposei que l'abscisse
de convergence Q est positive, tandis que l'abscisse d'holomorphie £# est

négative ou nulle

Cela dit, posons

et considérons l'expression

J/Margs^O)I f(s)e»ds,
0

l'intégrale étant prise suivant une demi-droite faisant avec l'axe réel un
angle aigu 0^o. Il n'est pas difficile de s'assurer5) que (2, 10) définit
une fonction de z dont le prolongement analytique est holomorphe dans
le demi-plan SI («s) ^> o et y satisfait, pour r assez grand, à la condition
de croissance

(2, 11) \cp(r e*v) | <

quelque petit que soit e, et que d'autre part on a, pour toutes les
valeurs entières et positives de l'indice n,

<p(KH) an C'{Xn).

5) Cf. le raisonnement de [8 ], pp. 386—390 (66—70). Les chiffres entre parenthèses
indiquent les pages des tirages a part Je saisis cette occasion pour signaler une faute
d'impression au théorème VII du même Mémoire (p 407 (87)), théorème qui correspond a peu
près a la proposition ci dessus, 1 exposant du second membre de l'inégalité a la 6 me ligne,
p 407, doit être — r [h cos (p — % D \ sm (p | — s], et non — r [h cos cp — s]
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La série (2, 2) peut donc être mise sous la forme

€p (#) étant une fonction holomorphe dans le demi-plan SI (z) > o et y
satisfaisant à la condition de croissance (2, 11)

Désignons maintenant par Rn un nombre compris entre Xn et À«+i,
et par Cn le contour du triangle formé par les demi-droites arg z + y,
et la droite SI [z] Rn, alors nous pouvons écrire

(2, 12)

Choisissons maintenant le nombre Rn de telle sorte que Ton ait en
premier heu

(2,13) \C{Rn)\>e~**«

et que, en second heu, Pinegalite (2, 11) soit déjà vérifiée pour r =_ Rn
dans le secteur

ou y désigne un angle aigu que nous fixerons un peu plus loin

L'existence d'une infinité de valeurs indéfiniment croissantes de Rn
satisfaisant à l'inégalité (2, 13) resuite d'un théorème de M. Carlson6),
nous y reviendrons d'ailleurs dans un moment

Rn étant choisi de la sorte, la partie de l'intégrale (2, 12) relative
au côte vertical du triangle Cn est inférieure en module a

(2, I4) 2Rntgy e

ou l'on a pose

s a + z t

et ou l'on doit prendre le signe —, si t > o, et le signe -f-, si t < o.

6) Voir [2], p 239.
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Supposons maintenant que s est situé dans le domaine angulaire

où 0 désigne un angle aigu aussi voisin que l'on veut de —, et s0 un

nombre réel et positif aussi petit que l'on veut. Prenons y assez petit
pour que l'on ait

(2, 16) tgytg8<£ *rZ>tg)'<£ *gy<-~

et supposons que c a été pris inférieur à — s0.

L'expression (2, 14), et, par conséquent, la partie de l'intégrale (2, 12)

relative au côté vertical du triangle Cny sera alors inférieure à

(2,17) RHe-v-***n.

Il s'ensuit que, si l'on donne à Rn une suite de valeurs indéfiniment
croissantes qui vérifient (2, 13), la partie de l'intégrale (2, 12) relative à

la partie verticale du contour tendra vers zéro. D'autre part, il est aisé

de voir que l'intégrale

prise suivant les deux demi-droites arg z + y, converge lorsque s est
situé dans le domaine (2, 15) et représente une fonction holomorphe dans

ce domaine. En effet, suivant un théorème de M. Carlson7), on a, quelle

que soit la valeur de l'angle aigu y

v log\ C{re)\hm —^Li— — % D sin y ;

y étant fixé, on peut donc choisir r0 de façon que l'on ait pour r > rQ

I > e[nDsin7~£lr

7) Voir [2], p. 239.

27



Il s'ensuit que, si l'on a pris r0 assez grand pour que l'inégalité (2, 11)
soit elle aussi vérifiée pour r > r0 sur les deux demi-droites arg z ¦=. ± y,
on aura, en posant z re±ry,

(2, iJ- p—SZ- €~ —[JtZ>siny—e]r—(Jj-co8}'+/rsin)' 8\

et, par conséquent, en vertu de (2, 15) et (2, 16)

(2,19)

ce qui démontre notre affirmation.

Nous pouvons donc dire que, si la suite d'indices

(2,4) n19 ns, nk,

est choisie de telle sorte que chacun des intervalles (knk, Xnk+i), à partir
d'une certaine valeur de k, contient des points qui vérifient l'inégalité
(2, 13), la suite

SMl {$), Sn2 {s), .-., S«k{s),

*

converge uniformément dans le domaine (2, 15) vers f(s).
Il ne nous reste donc, pour achever la démonstration de notre

théorème, qu'à montrer que la suite (2, 4) peut être choisie de telle manière

qu'elle vérifie les inégalités (2, 5) et que, en outre, elle ne dépende pas
de a.

A ce point je dois rappeler quelques-uns des résultats démontrés dans

ma Thèse.
Considérons l'ensemble d'intervalles E [q ; / Ku \) construit de la

manière suivante: à chaque point À» on fait correspondre deux intervalles
dfn et d'à de longueur q ; l'intervalle d'n a pour point frontière gauche, ou
bien le point Xn, ou bien le point frontière droit de l'intervalle d'n—\, et
précisément celui de ces deux points qui est situé plus à droite; de

même, l'intervalle </" a pour point frontière droit le point Kn ou bien le

point frontière gauche de l'intervalle d%+1, et précisément celui de ces
deux points qui est situé le plus à gauche. J'ai démontré qu'il ne faut
qu'un nombre fini d'opérations pour construire les intervalles de l'en-

8) On prendra le signe — ou -f- suivant que t sera positif ou négatif.
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semble E appartenant à un intervalle fini quelconque de l'axe réel, et

que d'autre part, si l'on convient de nommer largeur relative d'un

intervalle (a, b) le rapport la largeur relative des intervalles de

l'ensemble E tend vers zéro9). D'autre part j'ai montré10) que l'inégalité
(2, 13) est vérifiée pour toutes les valeurs assez grandes de R qui
n'appartiennent pas à l'ensemble E {q), pourvu que q soit assez petit

p. ex. <C

Supposons maintenant que la suite (2, 4) a été construite de telle sorte

qu'elle comprend tous les indices n^ pour lesquels l'intervalle (Knk, À^+i)

contient des points extérieurs à l'ensemble E I—— I et ces indices seulement.

Si alors nk et nk+1 sont deux nombres consécutifs de la suite

(2,4), l'intervalle (ÀW/fe+i, Kik+l) ne contiendra aucun point extérieur à

E (——J ; cet intervalle appartiendra par conséquent (du moins pour k

assez grand) à l'ensemble E (- ~-|. Donc, on aura
\4^/

(2, 20) hm —*±i k-— — o

et cette formule est équivalente à la deuxième inégalité (2, 5). Quant
à la première de ces inégalités, elle découle immédiatement de (2, 20)
et de l'égalité

lim ^ D.

Nous avons donc démontré que l'on peut choisir une suite d'indices

(2, 4) vérifiant les inégalités (2, 5) et pour laquelle la suite

(2,21) Smi(s), SH2(s), SHJk(s),

converge uniformément dans tout domaine fini intérieur au demi-plan
&> (s) ^> ° 5 cetie suite d'indices ne dépend d'ailleurs que de la suite

d'exposants Kn et ne dépend en aucune façon des coefficients de la série (2, 2).

Ceci nous permet de déduire que, si Çt{= — 00, la suite (2,21) con-

») Voir [8], pp. 333-336 (13—16).
10) Voir [8], p. 346 (26).
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verge dans chaque demi-plan SI (s) > b, quel que soit le nombre négatif

b; en effet, on appliquera le raisonnement précédent à la série

et Ton verra que les sommes partielles de rang nk de cette série

convergent uniformément dans tout domaine fini intérieur au demi-plan
SI (s—#)^>O; donc, la suite (2,21) converge uniformément dans tout
domaine fini intérieur au demi-plan SI (s) ]> b, et b étant quelconque,
elle converge uniformément à l'intérieur de chaque domaine fini. Notre
théorème est donc complètement démontré, même pour le cas de
<3C= — 00.

Notons d'ailleurs que dans la construction de la suite (2, 4) on aurait

pu remplacer l'ensemble E I—-1 par tout autre ensemble d'intervalles

indépendant de £, pourvu que l'on puisse affirmer que l'inégalité (2, 13)

est vérifiée à partir d'un certain point à l'extérieur de cet ensemble,
et ce quelque petit que soit e.

Disons maintenant encore quelques mots du cas où la suite jÀ«j n'est

pas mesurable, et possède seulement une densité maximum finie D. On
pourrait croire, d'après ce qui précède, que pour former la suite
d'indices (2, 4) il est nécessaire de construire effectivement une suite mesurable

(2,6) de densité D contenant la suite \Xn\ comme suite partielle,
mettre la série (2, 2) sous la forme (2, 7), construire en passant par

l'ensemble d'intervalles E (—-; j lp j la suite d'indices (2,8), et finalement

former la suite (2, 4) à l'aide des inégalités (2, 9). Or, en réalité il n'en
est rien et l'on peut construire la suite (2, 4) directement en partant de

l'ensemble isf—— ;U«|| comme si la suite \Xn\ était mesurable. Cela
\4-D I ' '

résulte du fait démontré dans ma Thèse que parmi les suites mesurables

(2, 6) contenant la suite )À«j comme suite partielle il en existe toujours
une qui possède la propriété suivante : si

désignent les points de f^J qui ne font pas partie des Kny l'ensemble

—jz\E{q;\lp\) (<7<C—jz\ s'obtient par la superposition des deux ensembles

-Ê' [q ; j À« J et E (ç ; j {um J ces deux ensembles n'ayant pas de points com-
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muns. On déduit immédiatement de ce fait que, si Ton construit d'une

part la suite d'indices

(2,8) pl9pt, ...,pk,

pour lesquels l'intervalle (lPk, lpk+i) contient des points extérieurs à

E\—^;i4!), et la suite d'indices
\4 J~) ' ' /

(2,4) nl9 n%9 nk9

qui se déduit de (2, 8) à l'aide des inégalités (2, 9), et d'autre part la
suite des indices

(2, 4bis) n/ n2, y nkf,

pour lesquels l'intervalle (À^, hH'k+i) contient des points extérieurs à

E[—-; \Kn\)9 ces deux suites (2,4) et (2,4bis) seront composées des
\4 D ' » /

mêmes indices ; seulement, dans la première, certains de ces indices seront
répétés plusieurs fois, ce qui correspond au fait que des sommes
partielles de rangs différents de la série (2, 7) peuvent être égales à la même

somme partielle de la série (2, 2).

§ 3. Considérons de nouveau une suite d'exposants JÀWJ, mesurable
et de densité Z), et soit

(3, 1) ni9 n2, nh9

une suite d'indices construite de la manière indiquée au § 2. Nous

supposerons, pour fixer les idées, qu'elle a été construite en partant de

l'ensemble E I——1, mais tout ce que nous dirons dans la suite s'appliquera

aussi bien aux suites d'indices construites en partant d'autres
ensembles, comme nous l'avons indiqué à la fin du § 2.

Nous supposerons encore, comme au § 2, que l'abscisse de convergence

Q de la série

est finie et positive, tandis que son abscisse d'holomorphie est égale à

zéro.
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Si nous posons

(s) Snk+l (s) ~ Snk (s) yjam e-\ns

nous pourrons écrire

(3,3) f(s) P,(s) + Pl(s)+ +Pt(s)+

cette dernière série étant convergente dans tout le demi-plan d'holo-
morphie de (3, 2) c.-à-d. dans tout le demi-plan SI (s) > o.

Nous chercherons maintenant à évaluer l'ordre de grandeur des termes
de la série (3, 3).

Désignons par Rk et Rk+i les affixes de deux points, extérieurs par

rapport à l'ensemble E (——), et situés respectivement dans les inter-

valles (lnk, À^+i) et (A»^ + 1, A,^+1+i); de tels points existeront sûrement

par suite de la façon dont a été construite la suite (3, 1). Si nous

désignons par Dk le contour du quadrilatère formé par les deux demi-
droites arg z — ±_ y et les deux droites SI {%) Rk et SI (#) ^ Rk+i
nous pourrons écrire, en vertu des développements du paragraphe
précédent,

Si k est assez grand, nous pouvons obtenir une borne supérieure de

la partie de cette intégrale relative aux côtés verticaux de Dk à l'aide
de l'expression (2,14); de même, l'inégalité (2,18) nous donnera une
borne supérieure pour la partie de l'intégrale relative aux deux autres
côtés de Dk- D'ailleurs, ces bornes seront valables quel que soit s o-\-z't.

Supposons maintenant que s est situé dans une bande horizontale

| r | < h.
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Nous pourrons alors passer des expressions (2, 14) et (2, 18) à des

expressions analogues aux expressions (2, 17) et (2, 19). Au lieu de
soumettre y aux conditions (2, 16), nous le soumettrons aux conditions

h tg y < e, ^r Z> tg 7 < £, tg y < -i-
;

nous obtiendrons ainsi pour la fonction

(s s) - L (z)

les bornes suivantes:

1) sur le côté <£&[*) Rk

(3, s) | 0 (s,

2) sur le côté

(3,6)

3) sur les côtés arg z -=. + y

(3,7) \0(s,s)\<e-^^r-^ {r \s\)

En condensant ces trois inégalités en une seule, nous pouvons écrire

que sur tout le contour Dn on a

(3,3) \0(s,s)\<'-ia-**)R*> si o->o,

(3, 9) | 0 (J, Z) | < ^~<a~5£)/?/l + l, Si G < O.

Supposons maintenant que les points ^ et R^x aient été choisis de

telle sorte que la longueur de l'intervalle (Rk Rk+\) soit aussi petite que
possible. Suivant le mode de construction de la suite \nk\ l'intervalle

(À«£+i, Kk+1) appartient tout entier à l'ensemble E (—— ; JÀ«||. La

largeur relative des intervalles de cet ensemble tend vers zéro ; nous
pouvons donc prendre
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Et si nous remarquons en outre que la longueur du contour Z>^ est
inférieure à un multiple déterminé de Rk+i, nous verrons que, quelque
petit que soit le nombre positif eo, on a pour k assez grand l'inégalité

si seulement g reste supérieur à un nombre négatif, d'ailleurs quelconque,
donné à l'avance.

En récapitulant les résultats que nous venons d'obtenir, nous obtenons,

pour les séries à suite d'exposants mesurable, le théorème suivant:

Théorème II. Dans les conditions du théorème /, si l'on met la série

(3,2) f{s) £amr**

sous la forme

(3,3) f{s) ËPk{s)

oh

(3, IO) Pk{s)=:2]ame-Xi*
m=nk+l

et les nk sont choisis de la manière indiquée a la fin du § 2, et si, de

plus, on pose

(3,n) Pk(s) Ak{s)e->"A+*'

les fonctions Ak (s) satisfont, pour k assez grand et quelque petit que
soit w, aux inégalités

(3,12) |^W|<^+«)^*+1 (k=I,2,
uniformément par rapport a s — g -f- 11, dans toute semi-bande

(3,13) a> —a. \t\<h.

En a"autres termes, la série (3, 2) peut être mise sous la forme dune
série de Dirichlet à coefficients variables
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(3,14) f(s) 2Ak{s)e-*»k+*

dont Vabscisse de convergence se confond avec Vabscisse d'kolomorphie
de (3, 2).

Notons qu'il est impossible de remplacer dans Vinégalité (3, 12) le

nombre ÇJ( par un nombre inférieur, à moins de Ii7ïiiter la largeur de

la bande (3, 13) oit l'inégalité (3, 12) est applicable.

En effet, s'il était possible de le remplacer par un nombre ^}(x <^ Ç//,

la série (3, 14) convergerait dans la semi-bande

o>0fi, MO
et f(s) serait, par conséquent, holomorphe sur le segment

I x |< h

de la droite a ÇJ{, laquelle est par supposition la droite d'holomorphie
de f(s). Or, ceci n'est possible que si A^.tA car j'ai montré dans

ma Thèse u) que chaque segment de la droite d'holomorphie de longueur
supérieure à 2^D contient au moins un point singulier de f(s). Si donc

on veut pouvoir choisir // d'une manière arbitraire, le nombre Ç?f ne

peut pas être remplacé par un nombre inférieur dans l'inégalité (3, 12)12).

Il est d'ailleurs presque évident que le théorème II, que nous avons
démontré pour les séries à suite d'exposants mesurable, est vrai aussi

pour les séries dont la suite d'exposants n'est pas mesurable, mais
possède une densité maximum finie. On n'aura qu'à mettre la série sous la
forme d'une série à suite d'exposants mesurable, comme nous l'avons
fait au § 2, et appliquer le théorème II à cette dernière série ; et comme
les inégalités (3, 12) ne contiennent que les nombres KUk et non les

indices nk, on verra que le théorème II est applicable tel quel aux séries

dont la suite d'exposants admet une densité maximum finie sans être
mesurable.

Avant de terminer ce paragraphe, indiquons encore une conséquence
du théorème II.

Il peut arriver qu'il soit possible d'extraire de la suite (3, 1) une suite

partielle

U) Voir [8], p. 403 (83).
12) II est d'ailleurs très probable que même pour des valeurs de h inférieures à n D on

ne peut pas remplacer Çyf par un nombre inférieur dans l'inégalité (3, 12).
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m19 mi9 tnP,

telle que les nombres

mt—i, m2—i, nip—i,

fassent aussi partie de la suite (3, 1). Posons

mp — \=nkp, nip nk^x (p 1,2,

On aura alors

Akp {s) amp

et, par conséquent, en vertu des inégalités (3, 12), on pourra écrire

lim ^- ^ ^.

Nous avons donc le théorème suivant:

Théorème III» Si la suite d'exposants de la série

(3,2)
m=l

a une densité maximum finie D, si l'abscisse d'holomorphie de f (s) est

égale à ÇK, et si la suite d'indices

est telle que chacun des intervalles

contient des points qui n'appartiennent pas a l'ensemble E I—=-, \ï

les coefficients de la série (3,2) de rang mp (p I, 2, vérifient
l'inégalité

log | am |

lim — £- ^ fc^.



Le théorème II nous donnait déjà un moyen de calculer l'abscisse

d'holomorphie en ne connaissant que les deux suites de nombres j am J

et j Km |, tandis que les théorèmes de ma thèse ne permettaient de la
calculer que quand on connaît la fonction cp (#) qui intervient au
paragraphe 2 et au début de ce paragraphe. Toutefois, il peut être
extrêmement difficile d'évaluer les expressions Ak (s) qui interviennent au
théorème IL C'est pourquoi le théorème III, que nous venons de

démontrer, présente un réel intérêt ; il ne permet pas de calculer l'abscisse

d'holomorphie, mais il permet d'en calculer une borne inférieure, et ce

par un procédé très simple et parfaitement réalisable.

§ 4. Nous sommes maintenant en état de mieux étudier les propriétés
des coefficients des séries de Dirichlet du type considéré. Supposons de

nouveau que la suite des j Xn I est mesurable et reprenons la représentation

étudiée au paragraphe précédent.

L'ensemble E (q ; J \n j étant formé d'une infinité dénombrable d'intervalles

distincts, désignons par ek le (k 4- i)-ème de ces intervalles comptés
de gauche à droite. Alors les exposants des termes an e~~Ks qui font
partie de Pk (s) seront tous situés à l'intérieur de ek ; de plus, si nous

posons

^k v>) — 11
\ extérieur a eu

le produit infini se rapportant à tous les \n extérieurs à l'intervalle eki
nous pourrons affirmer que, quelque petit que soit e, l'inégalité

I Ck {?) | > ?~Sz

sera vérifiée à l'intérieur de ek, pour k assez grand13). Donc, en posant

nous pouvons écrire en vertu de (3, 10) et (2, 12)

13) Vo.r [8], p. 365 (45).
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2* i x2\ *

les fonctions ^ satisfaisant, pour k assez grand, à la condition

(4, 2) | 0* [d] \<eSz9 pour À^+1 ^ s ^ À^+1 ;

on s'assurera d'ailleurs facilement, que si nous remplaçons la formule
(4, 1) par la formule

pk

les fonctions ^ (^) satisferons, pour k assez grand, aux inégalités

(4, 4) | Wk (*) | < ^, pour À^+i ^ ^ ^ KHk+1

qui se déduisent immédiatement des inégalités (4, 2) et de l'égalité (2, 20).
C'est cette formule (4, 3) qui, malgré son apparence rébarbative, nous

permettra de voir comment sont formés les groupes de termes Pk (s).

Donnons le nom dordre du ternie an e~'Kns (ou du coefficient an), au
nombre q pour lequel

et nommons ordre du groupe Pk (s), le plus grand des ordres de ses

termes.

Cela posé, considérons pour commencer les groupes à deux termes
(c.-à-d. ceux pour lesquels nk+1 nk -f- 2); supposons que la suite des Xn

est telle qu'une infinité de groupes Pk (s) sont formés de deux termes
et considérons la série

(4,5)

formée par la réunion de ces groupes. En vertu des inégalités (3, 12)

l'abscisse d'holomorphie de (4, 5) ne sera pas supérieure à l'abscisse d'ho-
lomorphie, supposée nulle, de la série complète; quant à l'abscisse de
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convergence14) de (4,5), elle peut être quelconque, mais nous pouvons
supposer qu'elle est positive, car seulement dans ce cas la série (4, 5)

apporte une contribution réelle à Pultraconvergence de la série
complète dans le demi-plan & (s) > o.

Nous pouvons certainement choisir un nombre positif Qj tel qu'il existe
une suite infinie de groupes Pk (s) dont l'ordre tend vers Qj lorsque k
croît indéfiniment; soit

(4, 6) Tk {s) ark e-x'ks + ^+1 e-'^k^s [k =1,2,

la suite de ces groupes. En vertu des inégalités (3, 12) nous devons
avoir

d'autre part le module de l'un au moins des coefficients aYk et arkw doit
être compris entre A^~B^Xrk et /^+£)x*x Mais la formule (4,3) nous

permet d'écrire

(4, 7) Tk (s) l—— (b'k e-W - bl e-x»k+ "s)

les nombres \b'k\ et |bl \ étant inférieurs, en vertu de (4, 4), à esXrk. Il
s'ensuit que l'on a nécessairement, pour k assez grand et quelque petit
que soit e,

(4,8) ArA+i —^O-œ-"^*;
d'autre part il est facile de déduire de l'inégalité (2, 11) et des

propriétés de la dérivée de C [p) démontrées dans ma Thèse15), que non
seulement les fonctions Wk (,c), mais leurs dérivées d'un ordre quelconque
(fixé à l'avance), satisfont aux inégalités (4, 4) pour k assez grand. Et
par conséquent, en confrontant (4, 7) avec (4, 3) on obtient, en tenant

compte de (4, 8), que, quelque petit que soit a,

| b'k — b"k |< (Kk+ < — Kk) • e%e < e~^-M) Kk

u) II s'agit ici (comme dans la suite du paragraphe) de l'abscisse de convergence de la
série, considérée comme Série de Diridllet, c.-à.-d. les termes n'étant pas réunis en groupes;
autrement les abscisses de convergence et d'holomorphie se confondraient pour les séries
en question.

15) Voir [8], p. 366 (46).
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Donc, si nous posons

(4, 9) Tk (s) ck (e~W -~e-x'k+ 1' + dk ^*+»'

nous aurons, pour k assez grand, quelque petit que soit w,

(4,IO) \ck\<e~®-<»*rk.

(4,H) \dh\<é*rk.

La série 2 dk e~^rks converge donc absolument dans le demi-plan
$1 (s) ^> o. Les groupes Tk (s) que nous étudions peuvent donc être
réduits par l'addition des termes d'une série convergente dans le demi-

plan SI (s) ^> o, à la forme spéciale

(4, 12) Bk (s) ck (e-W - e-^k**) ^—- (e~W — e
K K

Or, c'est précisément à l'aide de groupes de cette forme, au facteur
bk près, que M. Bohr a formé, dès 1913, des exemples de séries de
Dirichlet à ultraconvergence serrée. Nous voyons donc que, si nous
donnons aux groupes du type (4, 12) le nom de groupes de Bohr, nous

pourrons dire que la série (4, 5) est égale a la somme de deux séries de

Dirichlety dont l'une converge dans tout le detni-plan d'holomorphie de

(4> $)> tandis que l'autre est formée exclusivement avec des groupes de

Bohr, le coefficient ck étant du même ordre que le groupe correspondant
de (4, S).

Passons maintenant au cas général; supposons que la série (4, 5)

représente une série formée par des groupes (d'un nombre quelconque de

termes) dont les ordres tendent vers Q > o, lorsque k croît indéfiniment.

Considérons un de ces groupes dont l'ordre est supérieur h Q — e,

et pour simplifier les notations, désignons-le par

(4, 13) Th (s) ark e-W + ^+1 ,-^+1* + + ar^p e~x^f

le nombre de termes du groupe étant désigné par p -\- \.
En reprenant un calcul fait dans ma Thèse16), on verra facilement

que, pour k assez grand, on a

16) Voir [8], pp. 361—362 (31—32).
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La formule (4, 3) nous permet par conséquent d'affirmer que si nous

posons

(4,14)

les nombres | b&) | [p — o, i, 2, ...,/) seront, pour £ assez grand,
inférieurs à e^rk. On peut donc conclure que, parmi les nombres

(4, 15) $? ~ nV^) &rk+i- Xr4 + V) (*'r=O, I, 2, ...,/),

il y en a au moins un qui est inférieur en valeur absolue à e~^~m) rk.

Nous avons vu au § 2 que les exposants des termes d'un même groupe
Pk{s) doivent appartenir à un même intervalle de l'ensemble E{q\ |XJ)

\Ç ""C —^:| ; nous avons obtenu maintenant une condition plus précise

quant au ,,degré du voisinage" de ces exposants.

Introduisons maintenant la notion de groupe de Bohr à plusieurs
termes. Bien que M. Bohr n'ait fait en réalité usage que des groupes du

type (4, 12), je crois pouvoir donner le nom dégroupes de Bohr à p -f- /
termes aux expressions de la forme

en effet, l'expression (4, 12) employée par M. Bohr représente (au
facteur bk près) la première différence divisée17) de la fonction e~sz relative
aux points s0 Xrk et zx •=. \rk-\-\> tandis que l'expression (4, 16) représente

(au même facteur près) la différence divisée d'ordre p de la même
fonction relative aux points £0 \rk, ^i "krk+if Zp ^+/ 18)-

17) Ou fonction interpolaire suivant la terminologie d'Ampère.
18) Voir [5], p. 2.



Désignons maintenant par ô^ le plus petit parmi les nombres (4, 15),

et posons

alors, en vertu de (4, 14) et (4, 16), le teime en e-^k+t1* sera identique
dans Tk {s) et dans Bk (s), de sorte que la différence

(4,17) TÏ(s) Tk(s) — £k(s)

ne contiendra que p termes D'ailleurs, la formule de Cauchy-Genocchi19)
montre que, si l'on pose s =z o -\- zt, on a

(c~oz cos st)~] \d* (e~Gz sin z.

§, £', Ç" désignant des nombres compris entie \rk et \rk+p- Donc, en

vertu de (3, 12) et de (4, 17), nous voyons que les différences Tk (s)

satisfont aussi, pour k assez grand, aux inégalités

e-W Tl (s) | < é^'k

quelque petit que soit e La, série 2Tk (s) peut donc être leprésentée
comme la somme de deux séries

la première de ces séries étant foimee exclusivement avec des groupes
de Bohr, et ayant les mêmes abscisses d'holomorphie et de convergence
que la série S Tk (s)20), tandis que la deuxième série (qui peut ne pas
exister) est formée avec des groupes dont le nombre de teimes est

inférieur d'au moins une unité au nombre de termes du groupe
correspondant de la série I Tk (s)

En raisonnant avec la seiie 2 T\ (s) comme nous l'avons fait pour la
série 2 Tk {s), et ainsi de suite, nous verrons que chaque groupe Tk {s)

a p -\- 1 termes peut être mis sous la forme de p groupes de Bohr
respectivement de p A~ 1, p, p— 1, 3, 2 termes auxquels s'ajoutera
éventuellement un terme d'une série de Dinchiet convergente dans tout

Voir [s], p. 6

Voir la note u
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le demi-plan cJl (s) > o. Convenons d'appeler groupe de Bohr généralisé
a p -f- i termes une expression telle que

43<;> (5) &» (s) 4 z?</-'> (j) + + Bf (s),

où B^~^ (s) désigne un groupe de Bohr à p — p -f- i termes formés
avec les mêmes exposants que B^~y+1) (s) sauf Pun d'eux ; chacun
des groupes B^~w) (s) contenant un coefficient arbitraire, le groupe de

Bohr généralisé à p -f- i termes dépendra de p coefficients arbitraires
bvtk (^=i, 2, p).

Ceci posé, nous pouvons énoncer ainsi le résultat auquel nous sommes

parvenus :

Théorème IV. Toute série de Dtrzc/ilet

dont la stute d?exposants a mie densité maximum finie et dont Vabscisse
de co?ivergence Q est différente de son abscisse d'holomorphie ÇJ{, peut
être représentée comme la somme de deux séries de Dirichlet, dont l'une
c 07iverge dans tout le demi-pla?i Si (s) >> Çf, tandis que rautre est formée
exclusivement avec des groupes de Bohr généralisés, les coefficients de ces

groupes satisfaisant à la condition

lim log | ^v, a | —^ tJC,

ou À^+i désigne le phis petit des exposants du groupe S$f* is) duquel
fait partie le coefficient bVf k

Nous voyons donc que le moyen que M. Bohr a utilisé pour construire
des séries de Dinchlet à ultraconvergence serrée ne constitue pas, comme
on aurait pu le croire, un artifice commode, mais est au contraire lié à

la nature même des choses (du moins pour les séries dont les exposants
ont une densité maximum finie).

§ 5. Dans les paragraphes précédents nous nous sommes occupés de

l'ultraconvergence dans des domaines ne s'étendant pas en dehors du

demi-plan d'holomorphie; dans ce paragraphe nous étudierons au
contraire l'ultraconvergence de certaines séries (précisément des séries

lacunaires) dans des domaines s'étendant au-delà du demi-plan d'holomorphie.
Nous allons démontrer le théorème suivant:
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Théorème F. Si la suite d'exposants

de Dirichlet

\5, i) j [s) ~ jSj ame

a une densité maximum finie D et si de plus elle possède une infinité
de lacunes de largeur relative supérieure à un nombre positif 6, c.-a.-d.,

s'il existe une suite dindices indéfiniment croissants

mx, m2, y ?//v

tels que

(5, 2)
XOTV

la suite des sommes partielles de (4, 1)

(5,3) <2vW 2V-^^ {v=i, 2,

arrêtées aux termes de rang m19 m2, converge uniformément autour
de chaque point de la droite dholomorphie qui est régulier pour la fonction

f (s).

Ce théorème s'obtient d'un théorème connu de M. Ostrowski21) si l'on

y remplace les mots « droite de convergence » par les mots « droite
d'holomorphie ». La démonstration de M. Ostrowski s'applique d'ailleurs
avec très peu de modifications au théorème qui nous occupe. Au lieu
d'appliquer les raisonnements à la série primitive, on les appliquera à

la série

les Ak (s) et les nk satisfaisant aux conditions indiquées aux paragraphes
précédents ; le fait que cette série a des coefficients variables ne constituera

pas un obstacle grâce aux inégalités (3, 12) auxquelles ces coeffi-

21) Voir [3], p. 557, ou [6], p. 204.
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cients satisfont et qui correspondent exactement aux inégalités auxquelles
satisfont les coefficients des séries de Taylor.

Supposons, comme aux paragraphes précédents, que l'abscisse d'holo-
morphie de (5, 1) est égale à zéro. Considérons un point arbitraire s0 de

la droite d'holomorphie SI (s) O en lequel f (s) est holomorphe ; nous

pouvons encore supposer, sans restreindre la généralité, que ,y0 o. La
fonction f (s) sera alors holomorphe dans un cercle

(5,5) M<Po

et nous devrons démontrer que l'on peut tracer un autre cercle

à l'intérieur duquel les sommes partielles Qv (s) convergent uniformément

vers f {s).

Nous pouvons d'ailleurs affirmer que les quantités <2V (s) sont aussi des

sommes partielles de la série (5,4); en effet, il résulte de l'inégalité (5,2)
que chaque intervalle (\myf, X^v+i) contient des points qui n'appartiennent

pas à l'ensemble E (—— j Xn I
; en conséquence tous les my font partie

de la suite \nk\. Nous pouvons donc poser

(5, 6) vh nh

et

Tk(s) ^Ak(s)e^k+lSi

et nous aurons, en vertu de (5, 3),

(5,7) QAs) Th(s).

Or, grâce aux inégalités (3, 12) il n'est pas difficile d'évaluer l'ordre
de grandeur des Th(s).

Il résulte de l'inégalité (5,2) que la suite j \n j n'est sûrement pas
mesurable. Construisons donc la suite mesurable principale

ht 4> • • • > lp,

contenant la suite j \n j comme suite partielle, et soit pn le numéro d'ordre

45



du point Xn dans la suite j ln Soit kx un nombre tel que, pour k ^> kt
et pour une valeur donnée de w ^> o, on ait

(S, 8) -^ — w < !„, < -g + «.

Soit d'autre part £2 ua nombre tel que, pour la même valeur de w, les

inégalités (3, 12) soient vérifiées pour k ^> fc2 dans la semi-bande

(5,9) G > —¦ p | T | < 2 ]/p (jzzz o + ZT)

où (> désigne un nombre positif fixe que nous préciserons plus loin.

Désignons maintenant par kQ le plus grand des deux nombres kv et
k2. Désignons enfin par M la borne supérieure des fonctions

Ax(s), At(s), Ako(s)

dans le domaine

(S, 10) - p < a < 3, I

Nous pourrons alors écrire que dans le domaine (5, 10), qui fait partie
de la semi-bande (5, 9), on a

h-==: h n k==h 1

I T, ç\ ^^ M y1 p^nk9 -f- y1 AP + (*))^£+1 ^< O t ï

où le symbole 0 (i) désigne une quantité qui reste bornée lorsque //

croît indéfiniment. Posons

l'inégalité précédente nous donnera alors

(S.") \Th(s)\^O(i)-\-R^^R- O{i)^rRt«^
'h

m=l

En procédant de la même manière et en notant que dans le domaine

(S. 12) ç<a<3,
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la série (5,4) est absolument convergente, nous obtiendrons, pour ce
domaine et pour p ^> k0, l'inégalité

(5,13) si,"-

I

OU

pourvu que 0) ait été pris inférieur à ç.
Soit maintenant a un nombre positif fixe inférieur à l'unité et que

nous préciserons plus loin. Traçons trois cercles concentriques F1} 1\, I\,
de centre a et de rayons

rx — a — a2 r2 -— a -f- a3 r3 « + a2

(voir fig. 1). On prendra a assez petit pour que tous ces cercles soient

Fig. 1.

intérieurs au cercle (S, 5) et au domaine (5, 10). Il suffira pour cela de

prendre

a ç

47



et c'est ce que nous supposerons dorénavant; de plus, nous prendrons

ce que nous pouvons faire, car w n'était soumis jusqu'ici qu'à la
condition d'être un nombre positif fixe, inférieur à ç.

Le cercle T3 étant intérieur au domaine (5, 10), nous pouvons lui
appliquer l'inégalité (5, 11). Nous aurons donc dans 1\ en tenant compte
de (S, 6) et (5, 7),

| Q, (s) | | Th (s) | < AE**h + B=AR^y -f- B

où A et B, ainsi que dans la suite Ar, A", et a, af, a", y désignent
des quantités indépendantes de wv tandis que

R e
D

;

si maintenant nous désignons par Mo le maximum de / (s) dans le cercle
(5, S) nous aurons dans 1\ l'inégalité

| f(s) — Ôv {s) | ^ Mo + B+AR^y^AfR^y

Cela posé désignons respectivement par M^\ M^, M^ le maximum
de | f (s) — <2v is) | dans les cercles Fl9 Fi9 I\. Nous aurons alors, en

tenant compte de (5, 8),

(S, 14) log Jl/çv) <p^ log R + a a*(l+ a) XWy + a'.

D'autre part, le cercle Ft est intérieur au domaine (5, 12), de sorte

que nous pouvons lui appliquer l'inégalité (5, 13), ce qui nous donne

log MM^
avec

r e

et, par conséquent, en tenant compte de (5, 8)

48



log ^
et encore, par suite de (5, 2),

(5,iS) log MM - _ (1 l e) a2 (1 - a) X_ -f «'"•

Appliquons maintenant le théorème des trois cercles de M. Hadamard
à la fonction f (s) — <2v (s) et aux cercles Fl9 F2, F3. Ce théorème,
compte tenu des inégalités (5, 14) et (5, 15), nous permettra d'écrire
l'inégalité

log I±£ log M^ < À.v \cf (1 + a) log L±^ -
(5,16)

_(i + 6) «•(!-«) logl±

Si l'on développe les logarithmes en série suivant les puissances de

a, le coefficient de XWy dans cette inégalité pourra être mis sous la forme

99 (a) désignant une fonction de «, holomorphe au voisinage du point
a o, réelle pour a réel et positif, et s'annulant pour «-o. Si donc

nous prenons a assez petit pour que Ton ait | (p [a) \ <C —, le coefficient

de \My dans l'inégalité (5, 16) sera algébriquement inférieur à Qa\

et cette inégalité montrera que M^ tend vers zéro lorsque v croît
indéfiniment. Or, cela veut dire que, dans le cercle F2, et par conséquent
dans le cercle de rayon «8 et de centre o (voir fig. 1), les
fonctions <2V (s) convergent uniformément vers f(s), ce qui démontre notre
théorème.
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