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Ueber die normalen Scharen meromorpher
Funktionen mehrerer Variablen

Von WALTER SAXER, Ziirich

Seit den bekannten Untersuchungen von /. Harfogs?t) weifd man, daf3
die Existenzbereiche holomorpher Funktionen mehrerer Variablen nicht
beliebig gewahlt werden konnen, sondern gewissen Bedingungen geniigen
miissen. Dieser Umstand riihrt davon her, daf3 die Punktmengen, in
denen sich eine analytische Funktion mehrerer Variablen singulir ver-
hilt, nicht willkiirlich sind, sondern gewisse Struktur-Eigenschaften zu
erfilllen haben. £. £. Levz?2) hat in zwei Abhandlungen bewiesen, daf3
analoge Sitze auch noch fiir meromorphe Funktionen giiltig sind, daf3
also die Existenz von Polen und auf3erwesentlich singulidrer Stellen nicht
stort. Endlich zeigte G. Fulsa ®) in einer bekannten Abhandlung, daf3
jene Punktmengen, in denen bestimmte, in gewissen Bereichen normale
Scharen holomorpher Funktionen sich nicht mehr normal verhalten, ganz
analogen Sitzen wie die von singuldren Stellen holomorpher Funktionen
gebildeten Punktmengen geniigen miissen. Singuldre Punkte holomorpher
Funktionen und irregulare Punkte holomorpher Funktionenscharen weisen
demnach auch in der mehrdimensionalen Funktionentheorie bemerkens-
werte Analogien auf.

Es war das Ziel der vorliegenden Untersuchung, die Resultate von
G. Julia auf normale Scharen meromorpher Funktionen zu iibertragen.
Es zeigte sich, daf3 dieselben erhalten bleiben, wenn man von auf3er-
wesentlich irregularen Stellen absieht, die von auf3erwesentlich singuliren
Punkten der meromorphen Funktionen herrithren. Als Grundlage der
Untersuchungen von Hartogs, E. E. Levi und Julia diente ein Hauptsatz,
der in allen 3 Fillen analog lautet. Sobald einmal dieser Hauptsatz ge-
wonnen ist, konnen in allen 3 Fillen nach der gleichen Methode be-

1) Vergl. insbes.: Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer
unabhingiger Verinderlichen, Mathem. Annalen, Bd. 62 (1905), S. 1—88 und
Einige Folgerungen aus der Cauchy’schen Integralformel bei Funktionen
mehrerer Verdnderlichen, Miinchener Sitzungs-Ber, 36 (1906), S. 223 ff.

) a) Studii sui punti singulari essenziali delle funzione di una o piu
variabili complesse, Annali di Matematica, 3e serie, 17 (1909), p. 61—87; b) Sulle
ipersuperficie dello spazio a 4 dimensioni che possono essere frontiera
del campo di esistenza di una funzione analitica di due variabili
complesse, Annali di Matematica, 3¢ serie, 18 (1910), p. 69—79.

8) Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables,
Acta matematica, 47 (1925), p. 53—115.
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merkenswerte Folgerungen daraus gezogen werden. Infolge dieser Sach-
lage habe ich auf die Publikation der Beweise dieser Folgerungen ver-
zichtet und lediglich den Hauptsatz ausfiihrlich dargestellt.

Bekanntlich sind in den letzten Jahren in der Theorie der holomorphen
Funktionen mehrerer Variablen wesentliche Fortschritte von Caratizéo-
dory, Bergmann, H. Cartan, Behnke, Thullen, Welke und andern erreicht
worden, so dafd gehofft werden darf, auch in der Theorie meromorpher
Funktionen mit neuen Hilfsmitteln weiter zu kommen.

Schlief3lich fiige ich noch bei, daf3 ich den Hauptsatz samt Beweis-
Skizze in einer Note der C.R. der Akademie von Paris publizierte 4).

8§ 1

Im Folgenden werden wir uns auf meromorphe Funktionen mit zwei
Variablen x, y beschrinken, unsere Sitze lassen sich jedoch ohne weiteres
auf meromorphe Funktionen von » Variablen iibertragen, wobei #z eine
beliebige positive ganze Zahl = 2 bedeutet.

Ein beliebiger, zusammenhingender Bereich B im x, y-Raum sei ge-
geben. Wir sagen, eine meromorphe Funktion f (x, ) verhalte sich in
diesem Bereiche regulir, wenn sie in keinem innern Punkte von B eine
auf3erwesentliche oder wesentliche singulire Stelle besitzt, hingegen
darf sie Pole besitzen. Es sei nun eine Folge meromorpher Funktionen

L&), L), ... gegeben. Wir treffen die folgende

Definition I: FEine Folge in B reguliver meromorpher Funktionen
w, = [, (%, %), wy=fs (%,9), ... konvergzert gleichmifsig in B, wenn die
Bildpunkte w,, w,, ......... auf der Riemann’schen Zahlenkugel fiir jeden

tnnern Bereich von B gleichmifseg konvergzeren.

Bekanntlich ist dann die Grenzfunktion f (x, ) ebenfalls eine in 5 mero-
morphe Funktion, die speziell oo betragen kann. Die obige Definition
ist wie fir meromorphe Funktionen von einer Variablen deshalb bequem,
weil bei ihr die Pole genau gleich behandelt werden wie andere regulire
Punkte der Funktion. Fiir solche konvergente Folgen beweisen wir nun
zwei Hilfssatze.

Um den 1. Hilfssatz moglichst einfach formulieren zu konnen, fiihren
wir die folgende Bezeichnung ein: Die meromorphe Funktion f (x, ) = 0
verhalte sich in der Umgebung des Nullpunktes reguldar und es sei

/ (0, 0) = o.

4) W. Saxer, Sur les familles de fonctions méromorphes de plusieurs
variables, C.R. de I’Académie des Sciences 193 (1931), p. 479—430.
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D.h. f(x,») verhilt sich dann in der Umgebung des Nullpunktes iiber-
haupt holomorph, Nach dem klassischen Weierstraf3’schen Vorbereitungs-
satz laf3t sich f(x, ) in der Umgebung des Nullpunktes in der folgen-
den Weise darstellen:

Entweder gilt [ (x, y) = 22 ¢® =2
oder f(x,7)=x? (3" 4 @(*) "+ ...+ @ulr) e,

wobei p eine ganze, pos. Zahl bedeutet, die im 2. Fall Null sein kann,

@ (), oonn @ () sind analytische Funktionen einer Variablen, die sich
in der Umgebung des Nullpunktes holomorph verhalten und wobei
@:(0) = @, (0) = .... @, (0) = 0. @ (x,y) ist eine in der Umgebung des

Nullpunktes holomorphe Funktion. Im 1. Fall werden die Nullstellen
von f(x,y) in der Umgebung des Nullpunktes durch die p-fach zu
zihlende Ebene » — 0 dargestellt. Im 2. Fall kommen zu diesem eventuell
vorhandenen Null-Gebilde # andere Gebilde hinzu, die in der Umgebung
des Nullpunktes folgende Darstellung besitzen:

G @ = .
y=oc a4, 2 ... 1 =7/=m

£j bedeutet eine positive ganze Zahl, wobei 2%, — m. Wir bezeichnen

diese Gebilde als die o-Gebilde der Funktion f(x, y) in der Umgebung
des Nullpunktes. Nun gilt der

Hilfssatz (1): Eine in der Kugel \x|' + |y} < & glecchmifsig kon-
vergente Folge regulirer, meromorpher Funktionen [i(%,7), fo(%V)s......
mzt lim [, (x,y) = [(x, ¥) S5 O sei gegeben. Es sez [(0, O) = O und f(x, y)

n—r»r on

besitze k Null-Gebilde, die sich im Nullpunkte schneiden. Dann besitzen
die Funktionen [ (x,y) von einem gewissen Index an in geniigend kleiner
Umgebung des Nullpunktes ebenfalls k-Null-Gebilde, die sich so numerieren
lassen, dafs die Gebilde mit gleichem Index mazt wachsendem n in dieser
Umgebung gleichmifeg gegen ein wokhlbestimmies Nullgebilde von [ (x,y)
konvergieren®).

Bewezs : Wir unterscheiden 2 Fille je nach der Darstellung von f (x, )
in der Umgebung des Nullpunktes.

1. Fall: Es sei

f(x,y) — gk ¢ ®(x,9) |

5) Ein Teil der Aussagen dieses Hilfssatzes wurde fiir holomorphe Funktionen schon von
G. Julia bewiesen. Vergl. loc. cit. 3), p. 62.
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Fir y =y, und |x| <&, wobei |5,| <<# und #, ¢ geniigend klein, be-
sitzt /(x, y) nur die A-Nullstellen » — o. Nun gilt fiir | x| < & gleichmiig

lim £, (x, y)) = 7 (#, %) =£ 0.
7n—> oo
Nach einem bekannten Hurwitz’schen Satze besitzen dann die Funktionen
/= (¥, 7)) von einem bestimmten Index NV (7,) an im Kreise |x| < ¢ eben-
falls k-Nullstellen, die gegen » — o konvergieren miissen. Diese Schranke
kann unabhingig von y, gewihlt worden, wenn 7 geniigend klein. Denn

im andern Fall gibe es 2 Folgen von Zahlen y»1), y72) .. ... mit
lim y% =0 und NV (p,"1)), N(p,®), ... lim N(y"»)= oo, so dal3
nph—» oo np—» oo

[, (%, 77#) im Kreise | x| << & entweder mehr oder weniger als k-Null-
stellen besdf3e. Diese Folge strebt aber gleichmiig gegen f(x,0) und
damit ist der Widerspruch hergestellt. Wir sind demnach sicher, daf3
die Funktionen £, (x,7) von einem wohlbestimmten Index /N an im
Dizylinder |x| e, | 7| < % genau £-Null-Gebilde besitzen. Daf3 diese
k-Null-Gebilde in diesem Dizylinder gleichmif3ig gegen » — o konver-
gieren miissen, kann man auf die gleiche indirekte Weise schliessen.

2. Fall: Es sei

F@) =+ @) o ga(a) e P9

Wenn |x,| << & und & und 5 geniigend klein, besitzt f(x,, ») im Kreise
|7| << # genau % Nullstellen. Nun kann man genau wie im 1. Fall
schlief3en, daf3 sich im Dizylinder |x| < &, | 7| <% von einem bestimmten
Index an A-Nullgebilde von f, (x,7) befinden miissen. Ebenso miissen
sich die Nullstellen von f, (x, y) von einem bestimmten Index » > N
an in beliebig kleiner Entfernung von Nullstellen von f(x,y) befinden
und umgekehrt muf3 es zu jeder solchen Nullstelle von f(x,y) im Di-
zylinder ¢, # in beliebig kleiner Umgebung Nullstellen von £, (x, y) fiir
n > N geben. Die Taylor-Entwicklungen, welche die Nullgebilde von
/= (#, ) darstellen, bilden im Kreis |z | <C ¢ eine normale Funktionsschar.
Dieselbe besitzt genau die k-Nullgebilde von f(x, y) als Grenzfunktionen,
da man im andern Fall sofort in Widerspruch mit den obigen Aus-
fiilhrungen kime. Damit ist aber der Hilfssatz in diesem Fall bewiesen.

It f(5,7) =2 (3"+ ... + pu(x)) @@  wobei p4m=F

so bringt man diesen Fall durch eine Koordinatentransformation auf den
obigen Fall zuriick.
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Selbstverstandlich gilt der Hilfssatz (1) nicht nur fiir die Nullgebilde,
sondern fiir beliebige a-Gebilde, wie man durch die Bildung der Folge

[ (2,7) — a resp. 7 (;’ 7)

Hilfssalz (2): Eine in einer Kugel, abgeschen von einer beliebig
kleinen Umgebung des Zentrums x,, ¥, gleichmaficg konvergente Folge

im Falle von Polen sich iiberzeugen kann,

reguliver meromorpher Funktionen [, (x, ), (%, 9) «vvovion.. mit
lem [, (x,9) = [ (%,9) sei gegeben. Besitst f(x,y) im Punkte x,, y, eine
7 —>» oo

auflerwesentlich singulare Stelle, so mufs dasselbe auch fiir die Funktionen
[ (%, ) von eznem gewissen Index n > N an in belicbeg kleiner Umgebung
VOR %,y ¥, der Fall sein.

Bewess: Wir konnen x, — 0, 7, =0 setzen. Wegen der Regularitit
der Funktionen £, (x,7), /2 (%,2), «oevv-... (abgesehen von der Umgebuug
des Zentrums) und der gleichmif3igen Konvergenz verhilt sich f (x, y)
in unserer Kugel, abgesehen vom Zentrum, reguldr. Nach Voraussetzung
besitzt sie im Nullpunkte die folgende Darstellung

_ .F(X,_j/) D (x, )
F ) =2t T2 0

Dabei bedeuten p eine ganze Zahl, @ (x, y
Nullpunktes regulidre Funktion und P(x, )
broiden, d. h.

Plr,y) = y™ + @u(x) y17 1 4 ot - @, (2)
Q(x,9) = g™ (@) y A A P (1)

wobei die Funktionen @;(x) (=1, ... m,) und y, (¥) (k=1, ... m,) sich
in der Umgebung des Nullpunktes regulir verhalten. Die Resultante
von P(x,y) und Q (x,y) ist eine in der Umgebung des Nullpunktes
regulire Funktion R (¥r) mit R(¢) = o und R (x) =2 o. Nach Voraus-
setzung schneiden sich 2 Gebilde f(x,7) = o und f(x,5) = oo im Null-
punkt, daher riihrt die au3erwesentlich singulire Stelle. Unser Hilfssatz
sagt aus, daf3 dasselbe mit 2 Gebilden £, (x, ) = 0 und f, (¥, y) = o
in beliebig kleiner Umgebung des Nullpunktes der Fall sein muf3, wenn
der Index » geniigend grof3 gewiahlt wird. Betrachten wir z. B. die
Nullgebilde P (x,y) = o von f(x,y). Zu jedem beliebig kleinen 5 gibt
es sicher ein solches &, da3 fiir x| < & die Nullstellen von 2 (x,y) in
den Kreis |y| < # fallen. Es sei 2* ein solcher Wert, dann gehoren
dazu m y*-Werte, so daf3 P(x*, y*) = o. Wir betrachten eines der analy-

) eine in der Umgebung des
, O(x,7) 2 teilerfremde Alge-
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tischen o-Gebilde, das zu x* gehort. Dasselbe verhilt sich im Kreis
|| < & reguldr, abgesehen vom Nullpunkt, wo es eventuell eine Ver-
zweigungsstelle von bestimmter Ordnung = s besitzen kann. Nach dem
Hilfssatz (1) besitzt dann f, (x, ) von einem bestimmten Index an fiir
& < |x| < & ein zu diesem Gebilde beliebig benachbartes 0-Gebilde, das
zum O-Punkt beliebig benachbarte Punkte eventuell zu singuliren Punkten
besitzen kann. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn der o-Punkt
fiir das betrachtete o-Gebilde von f(x,y) eine Verzweigungsstelle dar-
stellt und das entsprechende 0-Gebilde von £, (x, ) muf3 dann als einzige
singulare Stelle in der Umgebung des o-Punktes ebenfalls eine Ver-
zweigungsstelle besitzen. Denn im andern Fall hitte £, (x, ) eine Null-
stelle mit | x| < ¢ und || = #. Dies kann jedoch nicht zutreffen, da dann
auch f (x, y) eine solche Nullstelle haben miif3te. Ebenso ist klar, da3 die
Verzweigungsstellen von f(x, y) und f, (x, y) die gleiche Ordnung be-
sitzen miissen, da man sonst auf einen Widerspruch kdme. Nach einem
bekannten Konvergenzsatz von Weierstraf3 schlief3en wir nun, daf3 die
Nullgebilde von £, (, y) iiberhaupt fiir || < & gleichmaf3ig gegen die
Nullgebilde von f (x, y) konvergieren miissen. D. h. sie werden darge-
stellt durch die Gl

1)” (.1’, y) s _I._ Qj(ﬂ) J/m1—1 __}_ ..... wg:g (,,1,’) — O R
wobei gleichmi3ig fiir x| < & lem @ (x) = @, #).

”n—p oo

Dabei sind diese Funktionen im Kreis |x| < & regulir.

Ganz analog werden die Pole von [, (x, y) dargestellt durch
On (x,9) = y™ + Q;U(n) et ’{" (n) ( x) =0,

mit entsprechenden Eigenschaften. Die Resultante dieser beiden Poly-
nome sei R, (r), es gilt gleichmaf3ig in der Umgebung des Nullpunktes

Izm R, (¥) = R(x).

7n—» oo

Nach einem bekannten Satz von Hurwitz muf3 R, (x) in beliebiger Nihe
des Nullpunktes eine Nullstelle besitzen, da R (0) — o und R (x)=f o.
Gerade diese Eigenschaft haben wir jedoch im 2. Hilfssatz behauptet

Wir bezeichnen in Zukunft einen wie im Hilfssatz (2) betrachteten
Punkt einen aupBerwesentlick irreguliren Punkt der konvergenten Folge

fi(% ), (%),
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Definition II: Eine Schar in einem susammenhingenden Bereiche
veguldrer, mervomorpher Funktionen sei gegeben. Ste wird als eine nor-
male Schar in B beseichnet, wenn man aus jeder Folge eine in einem
beliebigen Tetlbereiche von B gleichmifzg konvergente Teilfolge auswilklen
kann. Punkte, in denen sich die Schar nicht mehr normal verhilt, werden
als irvegulir beseichnet. Eine Schar verhilt sich normal in einem Punkte,
wenn sie normal ist in einer gewissen Umgebung desselben. Zudem be-
zeichnen wir einen Punkt dann als wesentlich irvegulir, wenn er nicht
die im Hilfssatz (2) formulierten Eigenschaften besitzt, d. h. es soll nicht
moglich sein, aus jeder Folge von Funktionen unserer Schar eine Teil-
folge so auszuwdhlen, daf3 sie in der Umgebung dieser Punkte gleich-
mif3ig konvergiert und diesen Punkt hochstens als auf3erwesentlich ir-
reguliren Punkt zulaf3t.

Jetzt sind wir in der Lage, den in der Einleitung erwahnten Haupt-
satz zu formulieren.

Hauptsatz : Eine Schar meromorpher Funktionen verhalte sich normal
in jedem Punkte x —o0, o < |y| < », jedoch sei o, 0 ein wesentlich 7r-
reguldrer Punkt dieser Schar. Unter diesen Voraussetzungen kann man
zu jeder beliebigen Fkleinen Zahl 5 eine solche positrve Zall ¢ finden, dafs
zu jedem |x,| < & mindestens ein |y,| < 5 gehort, so daf x,, y, etn wesent
lich irrveguliver Punkt unserer Schar darstelll.

D.h.: Die Punktmengen wesentlich irregulirer Punkte einer normalen
Schar meromorpher Funktionen sind genau den gleichen Gesetzen unter-
worfen wie die wesentlich singuliren Stellen meromorpher Funktionen,
insbesondere konnen sie nicht isoliert vorkommen.

Bewess : LautVoraussetzung gibt es eine im Bereiche | x| <e, 7, < | 7| < 7,
gleichmif3ig konvergente Folge £, (x, %), /2 (%, ), -..... , die 0, 0 als wesent-
lich irreguliren Punkt besitzt. f(x,y) sei die Grenzfunktion dieser Folge.
Wir unterscheiden 3 Fille je nach dem Verhalten der Grenzfunktion in
Punkt o, o.

1. /(x,») sei wesentlich singuldr im Nullpunkt. Nach dem Hauptsatz
von E. E. Levi®) besitzt dann die Punktmenge der wesentlich singuldren
Stellen von f (x, ) in der Umgebung des Nullpunktes genau die fiir
die wesentlich irreguliren Punkte unserer Schar behauptete Struktur.
Es ist aber klar, daf3 jeder dieser wesentlich singuliren Punkte von
/ (x, ) eine wesentlich irreguldre Stelle unserer Schar reprisentiert.

6) Vergl. loc. cit. 2a, S. 66.

Ein direkter Beweis, ohne die Resultate von E, E. Levi zu verwenden, ist mir leider
nicht gelungen.
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2. [ (x,») sei regular im Nullpunkt, f (0, 0) werde mit @, bezeichnet.
Der Nullpunkt werde als Zentrum einer Kugel K gewdhlt, so da3 die
Funktionswerte, welche von f(z, y) in dieser Kugel angenommen werden,
in einen beliebig kleinen Kreis mit @, als Zentrum fallen. Das Aeuf3ere
dieses Kreises ist dann nach einer bekannten Terminologie fiir f (x, )
Ausnahmebereich, sofern die Punkte x, ¥ nur in unserer Kugel K liegen
diirfen. Betrachten wir nun die Folge

(0,9, f,(0,7), -...

Nach Voraussetzung konvergiert sie gleichma3ig im Kreisring 7,< () < %,
der in unserer Kugel X liegen soll und besitzt den Nullpunkt als ir-
reguliren Punkt. Nach einem bekannten Satze nehmen dann die Funk-
tionen in beliebiger Nihe dieses Punktes alle Funktionswerte an bis auf
hochstens 2. Wir wihlen insbesondere einen Funktionswert, der nicht
zu diesen Ausnahmewerten gehort und im oben erwahnten Ausnahme-
bereich liegt. Diejenigen Funktionen, welche diesen Funktionswert @ in
beliebig kleiner Umgebung des o-Punktes, also insbesondere im Kreis
| #| < 7. annehmen, seien mit £, £ ......... bezeichnet. Zunichst liegen
die Haufungspunkte dieser g-Stellen sicher im Kreise |y| = #,. Wir be-
haupten, dafd sie mit dem Nullpunkt zusammenfallen miissen. Ware dies
nicht der Fall, so muf3te f(x, ) in diesem Kreis | y| < 7, ebenfalls
eine a-Stelle besitzen, was dank unserer Voraussetzungen iiber @ ausge-
schlossen ist. Bezeichnen wir nun eine solche @-Stelle im Kreise |y | < 7
von f, (%, y) mit y,. 7, (%) ist nach dem Weierstra{3’schen Vorbereitungs-
satz eine algebroide Funktion, die sich in einem geniigend kleinen

Kreise C:|x| < & mit dem Nullpunkt als Zentrum in folgender Weise
verhalten muf3:

1. Entweder man kann y, (¥) fir jede Funktion /£, (x, y) im Kreise C
fortsetzen, ohne mit y iiber den Kreisrand | y| = #, hinaus zu gelangen,
oder

2. wie klein man auch diesen Radius wiahlt, immer fillt y, auf3erhalb
dieses Kreises.

Der 2. Fall ist ausgeschlossen. Dann miif3te £, (x,y) eine a-Stelle mit
| x| <<e, ¥ = |#.| besitzen und dies wire wegen der gleichmif3igen Kon-
vergenz der Folge in diesen Punkten auch fiir f/(x, ) der Fall.

Im 1. Fall spielt der Kreis C die gewiinschte Rolle. Denn zu einem
beliebigen x*Wert gehort dann fiir jede Funktion £, (%, ») ein y-Wert
mit |,| < 7., so daB3 f, (#* ») = a. Diese Punkte besitzen einen
Hiufungswert y im Kreise #, und der Punkt kann unmoglich reguldr
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sein fiir unsere Folge. Denn f(z, ) mii3te in diesem Punkt den Wert 2
annehmen. Ebenso ist gemif3 unseren Bezeichnungen klar, dafd dieser
Punkt eine wesentlich irreguliare Stelle fiir unsere Folge darstellt.

3. f(x, ) besitze im Nuilpunkt eine auf3erwesentlich singulire Stelle.
Da der Nullpunkt keine auf3erwesentlich irregulidre Stelle fiir unsere Folge
sein darf, kann nach unserem Hilfssatz (2) der Nullpunkt kein isolierter
irregularer Punkt fiir unsere Folge sein. Es gibt also sicher eine
Punktfolge

xlj/‘, xzj/g, C e e ey 11m xn:O
7n—» oo

lim Iy =— 0

7n—» oo
in der sich unsere Funktionsfolge irreguldr verhalt. Betrachten wir nun
an Stelle der Folge £, /i, ......... die Folge f/i—/, fi—/y «eevvenn.
fdarf in x, p, % Yoy ceeeennn. regulir angenommen werden, da ja der
Nullpunkt nur eine aufderwesentlich singulidre Stelle fiir f(x, y) sein soll.
Diese Punkte sind demnach immer noch irreguldare Punkte fiir unsere
Folge, deshalb auch der Nullpunkt als Haufungspunkt dieser Folge.
Die Grenzfunktion dieser 2. Folge ist 0, man kann deshalb den 2. Fall
anwenden und schlie3en, daf3 zum mindesten die Punktmenge der ir-
reguliren Punkte dieser 2. Folge die behauptete Struktur besitzt. Nun
verhdlt sich /(x,y) in diesen Punkten reguldr, deshalb miissen sie auch
irregulare Punkte der urspriinglichen Folge £, £, ......... darstellen.
Ebenso ist klar, daf3 es sich nicht um aufJerwesentlich irreguldre Punkte
handelt, da sie ja nicht isoliert liegen.

Damit ist der Beweis in allen drei Fillen geleistet.

§2

Wie wir schon in der Einleitung bemerkten, kann man aus diesem
Hauptsatz eine Reihe von Konsequenzen ziehen, deren Beweise genau
gleich gefilhrt werden konnen wie bei den entsprechenden Aussagen
von Hartogs, E. E. Levi und Julia. Wir beschrinken uns deshalb darauf,
diese Sitze zusammenzustellen.

1. Es sei £ die Menge der wesentlich irregularen Punkte einer nor-
malen Schar meromorpher Funktionen und o ein beliebiger Punkt. Es
existiert kein Punkt P der Menge £ so, daf3 die Distanz 0P in diesem
Punkte ein relatives Maximum aufweist.

2. Die Menge £ der wesentlich irreguliren Punkte einer normalen
Schar meromorpher Funktionen kann keine perfekte, isolierte, vollstindig
im Endlichen gelegene Teilmenge enthalten.
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3. Wenn eine Schar meromorpher Funktionen sich normal oder auf3er-
wesentlich irreguldar in allen Punkten einer geschlossenen Hyperfliche
des 4 dim. Raumes verhilt, so sind die innern Punkte dieser Fliche
entweder reguldar oder aufJerwesentlich irreguldare Punkte der betreffenden
Schar.

4. Ein beliebiger, auf einen Kreis konform abbildbarer Bereich J in
der x-Ebene, ebenso A’ mit dem Rande ' in der y-Ebene und eine
Schar meromorpher Funktionen im abgeschlossenen 4 dim. Bereich 4, 4’
seien gegeben. Die Schar verhalte sich normal oder auf3erwesentlich
irregular in folgenden Punkten:

a) in jedem Punkt x, y, wobei x im Innern von 4 und y auf (.

b) in jedem Punkt @, y, wobei a ein gewisser Punkt von 4 und y in 4
oder auf (.

Unter diesen Voraussetzungen ist die Schar normal oder auf3erwesentlich

irreguldr in jedem Punkt x, y, wobei x ein innerer Punkt von 4 und y

in 4" oder auf C’ liegt.

Eine Schar meromorpher Funktionen verhalte sich normal oder auf3er-
wesentlich irreguldr im Bereich 0, y, wobei y einen innern Punkt eines
beschrinkten Bereiches J' der y-Ebene mit dem Rande (' darstellt.
Zu jedem Punkt y, dieses abgeschlossenen Bereiches 4’ gehort dann
ein wohlbestimmter grofdter R, , so daf3 die gegebene Schar sich noch
normal oder auf3erwesentlich irregular im Bereich |x| < R,,, 7, verhilt.
Fir || = R&,,, ¥, existiert mindestens ein wesentlich irregulirer Punkt
dieser Schar. Die Funktion R, erfiillt eine Reihe von Eigenschaften,
die wir im Folgenden zusammenstellen wollen.

5. R, ist halbstetig nach unten. D. h. zu jeder beliebig kleinen Zahl ¢
existiert ein solches J, daf3 fir |y—y| <J, R, =R,, —e.

Wenn eine reelle Funktion p, der Variablen y,, 5, (¥ = + 25,
existiert, die folgende Bedingungen erfiillt:

a) auf ('’
ol =R,

b) im Innern von 4’

Dlogp, | Vlogp, _
07, 07,
Dann gilt fiir den abgeschlossenen Bereich 4’

P = K

265



Wenn in einem einzigen Punkte von 4’ in der letzten Ungl. das
Gleichheitszeichen richtig ist, so gilt dies fiir jeden Punkt von 4'.

Wenn R, partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung nach y, und 7,
zuld3t, geniigen dieselben der folgenden Ungleichung

o’ log R, _;_bzlogR <o

0 07:

6. Es sei 0,0 ein Punkt der Menge £ der wesentlich irreguliren
Punkte einer normalen Schar meromorpher Funktionen. Es existiere
eine solche Umgebung |x| < 7, y < #' des Nullpunktes, daf3 in jeder
Ebene x = &, wobei || < 7, hochstens ein Punkt &,  mit |z]| < »' der
Menge F sich befindet. In diesem Fall existiert zu jedem geniigend
kleinen Wert x =— & genau ein Wert y = ¢ (£), sodaf3 der Punkt &, #
zur Menge £ gehort. Die Funktion ¢ (§) verhdlt sich reguldr in der
Umgebung des Nullpunktes.

Wenn unter sonst gleichen Voraussetzungen in jeder Ebene £, wobei
|&| < » n wesentlich irregulire Punkte &, 7, § #, ... & 7, mit |7;] < 7'
liegen, dann sind die elementar symmetrischen Funktionen VON 71, ... %4
regulire Funktionen von § in der Umgebung des o-Punktes. D.h. die
Funktionen 7, (£) verhalten sich regulir in der Umgebung des Null-
punktes und besitzen denselben eventuell als Verzweigungspunkt.

7. Damit im Bereiche ¢ < 0 oder ¢ > 0, wobei @ (¥, 1,, ¥1, ) = O
eine Hyperfliche im 4 dim. Raume darstellt, eine Schar meromorpher
Punkte existiere, die sich in diesem Punkte normal oder auf3erwesent-
lich irregular verhalte, ist notwendig, daf3 der untenstehende Aus-
druck C [¢@] auf der ganzen Hyperfliche ein konstantes Vorzeichen be-
sitze. Wenn C [¢] < 0, dann kann die Schar sich hochstens in ¢ > 0
normal oder aufderwesentlich irregular verhalten. Ist C [¢] > o, so
liegen die betreffenden Punkte in ¢ < o.

Clol= (gleﬂL a»2> [(gi) +(§}%)2]+(6y2 T 6y2> Kgi) +<§z)]

dp dp  dp dgy [ O >
—2[<az afl + ai aﬁ)(axl q«;yl T34 q§y2>+

(6% o — 3% o) (oo — we ]
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Damit in jedem Bereiche ¢ < 0 und ¢ > 0 eine Schar meromorpher
Funktionen existiere, normal oder aufderwesentlich irregulir in jedem
Punkt dieser Bereiche, muf3 C [¢] = O sein.

Auf Umkehrungen dieser Sitze hoffen wir bei spiterer Gelegenheit
zuriickkommen zu konnen.

(Eingegangen den 29. Februar 1932)
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