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Ueber die normalen Scharen meromorpher
Funktionen mehrerer Variablen

Von Walter Saxer, Zurich

Seit den bekannten Untersuchungen von F. Hartogs x) weifi man, daf3

die Existenzbereiche holomorpher Funktionen mehrerer Variablen nicht
beliebig gewahlt werden konnen, sondern gewissen Bedingungen genugen
mussen. Dieser Umstand ruhrt davon her, dafi die Punktmengen, in
denen sich eine analytische Funktion mehrerer Variablen singular ver-
halt, nicht willkurlich sind, sondern gewisse Struktur-Eigenschaften zu
erfullen haben. E. E. Levz 2) hat in zwei Abhandlungen bewiesen, daf3

analoge Satze auch noch fur meromorphe Funktionen gultig sind, dafi
also die Existenz von Polen und auGerwesentlich singularer Stellen nicht
stort. Endlich zeigte G. Julia3) in einer bekannten Abhandlung, daC

jene Punktmengen, in denen bestimmte, in gewissen Bereichen normale
Scharen holomorpher Funktionen sich nicht mehr normal verhalten, ganz
analogen Satzen wie die von singularen Stellen holomorpher Funktionen
gebildeten Punktmengen genugen mussen. Singulare Punkte holomorpher
Funktionen und irregulare Punkte holomorpher Funktionenscharen weisen
demnach auch in der mehrdimensionalen Funktionentheorie bemerkens-
werte Analogien auf.

Es war das Ziel der vorliegenden Untersuchung, die Resultate von
G. Julia auf normale Scharen meromorpher Funktionen zu ubertragen.
Es zeigte sich, daG dieselben erhalten bleiben, wenn man von auGer-
wesentlich irregularen Stellen absieht, die von aufierwesentlich singularen
Punkten der meromorphen Funktionen herruhren. Als Grundlage der
Untersuchungen von Hartogs, E. E. Levi und Julia diente ein Hauptsatz,
der in allen 3 Fallen analog lautet. Sobald einmal dieser Hauptsatz ge-
wonnen ist, konnen in allen 3 Fallen nach der gleichen Méthode be-

*) Vergl. insbes. : Zur Théorie der analytischen Funktionen mehrerer
unabhangiger Ve rander 1 ichen, Mathem. Annalen, Bd. 62 (1905), S. 1—%$> und
Emige Folgerungen aus der Cauchy ' schen In tegralformel bei Funktionen
mehrerer Veranderlichen, Munchener Sitzungs-Ber. 36 (1906), S. 223 ff.

2) a) Studn sui punti smgulari essenziali délie funzione di una o più
variabili complesse, Annali di Matematica, 3e série, 17 (1909), p. 61—875 b) Sulle
ipersuperfici e dello spazio a 4 dimensioni che possono essere frontiera
del campo di esistenza di una funzione analitica di due variabili
complesse, Annali di Matematica, 3e série, 18 (1910), p. 69—79.

3) Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables,
Acta matematica, 47 (1925), p. 53—115.
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merkenswerte Folgerungen daraus gezogen werden. Infolge dieser Sach-
lage habe ich auf die Publikation der Beweise dieser Folgerungen ver-
zichtet und lediglich den Hauptsatz ausfuhrlich dargestellt.

Bekanntlich sind in den letzten Jahren in der Théorie der holomorphen
Funktionen mehrerer Variablen wesentliche Fortschritte von Carathêo-

dory, Bergmann, H. Cartan, Behnke, Thtillen, Welke und andern erreicht
worden, so daG gehofft werden darf, auch in der Théorie meromorpher
Funktionen mit neuen Hilfsmitteln weiter zu kommen.

SchlieGlich fuge ich noch bei, daG ich den Hauptsatz samt Beweis-
Skizze in einer Note derC.R. der Akademie von Paris publizierte4).

§ 1

Im Folgenden werden wir uns auf meromorphe Funktionen mit zwei
Variablen x, y beschranken, unsere Satze lassen sich jedoch ohne weiteres
auf meromorphe Funktionen von n Variablen ubertragen, wobei n eine

beliebige positive ganze Zahl ^ 2 bedeutet.
Ein beliebiger, zusammenhangender Bereich B im x, j/-Raum sei ge-

geben. Wir sagen, eine meromorphe Funktion / (x, y) verhalte sich in
diesem Bereiche regular, wenn sie in keinem innern Punkte von B eine
auGerwesentliche oder wesentliche singulare Stelle besitzt, hingegen
darf sie Pôle besitzen. Es sei nun eine Folge meromorpher Funktionen

f {*, y)> fi {*, y\ gegeben. Wir treffen die folgende

Définition I: Eine Folge tn B regularer meromorpiier Funktionen

wt /i (x,y), w2 f2 (x,y), konvergzert gleichmafèig in B, wenn dte

Bildpunkte wl9 w2, auf der Rietnann'scken Zahlenkugel fur jeden
innern Bereich von B gleichmafiig konvergieren.

Bekanntlich ist dann die Grenzfunktion f (x, y) ebenfalls eine in B
meromorphe Funktion, die speziell œ betragen kann. Die obige Définition
ist wie fur meromorphe Funktionen von einer Variablen deshalb bequem,
weil bei ihr die Pôle genau gleich behandelt werden wie andere regulare
Punkte der Funktion. Fur solche konvergente Folgen beweisen wir nun
zwei Hilfssatze.

Um den i. Hilfssatz moglichst einfach formulieren zu konnen, fuhren
wir die folgende Bezeichnung ein : Die meromorphe Funktion f (x, y) e|e o
verhalte sich in der Umgebung des Nullpunktes regular und es sei

/¦(o,o) o.

4) W. Saxer, Sur les familles de fonctions me romo rphes de plusieurs
variables, C. R. de l'Académie des Sciences 193 (1931), p. 479—480.
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D. h f(x,y) verhalt sich dann in der Umgebung des Nullpunktes uber-

haupt holomorph. Nach dem klassischen Weierstrafi'schen Vorbereitungs-
satz lafit sich f (x, y) in der Umgebung des Nullpunktes in der folgen-
den Weise darstellen •

Entweder gilt f(x,y) x
oder f{x,y) x* {y™ -f cp,{x)y>»-1 + -f- <pm[x) **<**>,

wobei p eine ganze, pos Zahl bedeutet, die îm 2 Fall Null sein kann.

(pi (x), <pm (x) sind analytische Funktionen einer Vanablen, die sich

in der Umgebung des Nullpunktes holomorph verhalten und wobei

q)± (o) ç?2 (o) cpm (o) o 0 {x, y) ist eine in der Umgebung des

Nullpunktes holomorphe Funktion Im 1 Fall werden die Nullstellen
von f[x,y) m der Umgebung des Nullpunktes durch die /-fach zu

zahlende Ebene x o dargestellt Im 2 Fall kommen zu diesem eventuell
vorhandenen Null-Gebilde m andere Gebilde hinzu, die in der Umgebung
des Nullpunktes folgende Darstellung besitzen •

y -=z d xkj ~\- c2 x*j 1 :ff-1 ^ m

kj bedeutet eine positiv e ganze Zahl, wobei 2 kj m. Wir bezeichnen
dièse Gebilde als die o-Gebilde der Funktion f (x, y) m der Umgebung
des Nullpunktes. Nun gilt der

I£ilfssat8 (1): Etne m der Kugel \xf -\- \y\2 < e gleichmafiig kon-

vergente Folge regularer, meromorpher Funkttonen /i (x,y), f2 fx,yjy
mit hm fn (x,y) f{x9y) \ o set gegeben Es set /(o, o) o und f(x,y)
besttze k Null-Gebtlde, dte stch ttn Nullpunkte schnetden. Dann besttzen

dte Funkttonen f (x, y) von etnem gewtssen Index an tn genugend kletner
Umgebung des Nullpunktes ebenfalls k-Null-Gebtlde, dte stch so numerteren
lassen, dafi dte Gebtlde mtt gletchem Index mtt wachsendem n tn dteser

Umgebung gletcktnafitg gegen etn wohlbesttmmtes Nullgebtlde von f (x, y)
konvergteren 5).

Bewets: Wir unterscheiden 2 Falle je nach der Darstellung von f(x,y)
m der Umgebung des Nullpunktes.

/. Fall: Es sei

f{x,y) — xk

5) Em Teil der Aussagen dièses Hilfssatzes wurde fur holomorphe Funktionen schon von
G Julia bewiesen Vergl loc. cit. 3), p. 62.
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Fur y—y0 und \x\ < a, wobei \yo\ <^ und tj, a genugend klein, be-
sitzt f[x,y) nur die £-Nullstellen x o. Nun gilt fur |;r| < £ gleichmafiig

lim fn {x, y0) f(x, y0) e|z o.

Nach einem bekannten Hurwitz'schen Satze besitzen dann die Funktionen
fn (x,y0) von einem bestimmten Index N(y0) an im Kreise \x\ < e eben-
falls A>Nullstellen, die gegen x o konvergieren mussen. Dièse Schranke
kann unabhangig von y{) gewahlt worden, wenn tj genugend klein. Denn
im andern Fall gabe es 2 Folgen von Zahlen yQ{ni\ yo{n2\ mit

lim y»k o und N(yo<n^)9 N{y0(ft2)), • • • Um N(yoink>) oo, so da(3

fNk (x,y0{n^) im Kreise \x\ < e entweder mehr oder weniger als fc-Null-
stellen besafie. Dièse Folge strebt aber gleichmafiig gegen f(x, o) und
damit ist der Widerspruch hergestellt. Wir sind demnach sicher, daf3
die P"unktionen fn (x,y) von einem wohlbestimmten Index N an im
Dizylinder |^|<£, \y\<ij genau >è-Null-Gebilde besitzen. Daf3 dièse
fc-Null-Gebilde in diesem Dizylinder gleichmaCig gegen x o konvergieren

mussen, kann man auf die gleiche indirekte Weise schliessen.

2. Fall: Es sei

f{*,y) {yk + & [x)yk~x + •••¦ + n W) ^x) •

Wenn \xo\ <£ und e und ^ genugend klein, besitzt f[xOyy) im Kreise
\y\ < V genau k Nullstellen. Nun kann man genau wie im i. Fall
schliefien, dafi sich im Dizylinder \x\ <C e, \y\ <C V von einem bestimmten
Index an ^-Nullgebilde von fn (x,y) befinden mussen. Ebenso mussen
sich die Nullstellen von fn (x, y) von einem bestimmten Index n > N
an in beliebig kleiner Entfernung von Nullstellen von f(x,y) befinden
und umgekehrt muf3 es zu jeder solchen Nullstelie von f(x>y) im
Dizylinder 6, ri in beliebig kleiner Umgebung Nullstellen von fn (x, y) fur
n^> N geben. Die Taylor-Entwicklungen, welche die Nullgebilde von
fn {x, y) darstellen, bilden im Kreis | x \ < a eine normale Funktionsschar.
Dieselbe besitzt genau die fc-Nullgebilde von f(x9y) als Grenzfunktionen,
da man im andern Fall sofort in Widerspruch mit den obigen Aus-
fuhrungen kame. Damit ist aber der Hilfssatz in diesem Fall bewiesen.

Ist f(x,y) x* (y>»-\- + cpm (x)) e*(x) wobei p -f m k

so bringt man diesen Fall durch eine Koordinatentransformation auf den

obigen Fall zuruck.
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Selbstverstàndlich gilt der Hilfssatz (i) nicht nur fur die Nullgebilde,
sondern fur beliebige #-Gebilde, wie man durch die Bildung der Folge

fn{x,y) —a resp. -— im Falle von Polen sich ùberzeugen kann.
în \x^y)

Hilfssat& (2): Eine in einer Kugel, abgesehen von einer beliebig
kleinen Umgebung des Zentrums x0, yo gleichtnafiig konvergente Folge
regularer meromorpher Funktionen /i (x, y), f%(x, y) mit
lim fn (x,y) ffx,yj sei gegeben. Besitzt f(x,y) im Punkte x0, y0 eine

n—> a»

aufèerwesentlich singulare Stelle, so mu/3 dasselbe auch fur die Funktionen
fn (x>y) von einem gewissen Index n ^> N an in beliebig kleiner Umgebung
von x0, yo der Fail sein.

Beweis: Wir kônnen x0 o, y0 o setzen. Wegen der Regularitat
der Funktionen fi{x,y), fz{x,y), (abgesehen von der Umgebuug
des Zentrums) und der gleichmàfiigen Konvergenz verhalt sich f (x, y)
in unserer Kugel, abgesehen vom Zentrum, regular. Nach Voraussetzung
besitzt sie im Nullpunkte die folgende Darstellung

** WW
<*"¦< *

Dabei bedeuten p eine ganze Zahl, 0 (x, y) eine in der Umgebung des

Nullpunktes regulare Funktion und P(x,y), Q{x,y) 2 teilerfremde Alge-
broiden, d. h.

P{x,y) ~y^i + pl(x)ymi-1 + + cpmi(x)

Q (*>y) ymcL + yi (x) ym*~l +, • • • + v*** M »

wobei die Funktionen (pi(x) (i i, m^ und %pk{x) [k= 1, m2) sich

in der Umgebung des Nullpunktes regulàr verhalten. Die Résultante

von P(x,y) und Q (x,y) ist eine in der Umgebung des Nullpunktes
regulare Funktion R (x) mit R (0) o und R {x) e|e o. Nach Voraussetzung

schneiden sich 2 Gebilde f{x9y) o und f{x,y) 00 im Null-
punkt, daher rûhrt die auGerwesentlich singulare Stelle. Unser Hilfssatz

sagt aus, daC dasselbe mit 2 Gebilden fn {x, y) o und fn {x, y) co

in beliebig kleiner Umgebung des Nullpunktes der Fall sein muC, wenn
der Index n genùgend grofi gewkhlt wird. Betrachten wir z. B. die

Nullgebilde P(x,y) o von f(x,y). Zu jedem beliebig kleinen 77 gibt
es sicher ein solches e2f daG fur | x \ <C e2 die Nullstellen von P (x, y) in
den Kreis \y \ < ^ fallen. Es sei x* ein solcher Wert, dann gehôren
dazu m j*-Werte, so daG P(x*,y*) o. Wir betrachten eines der analy-
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tischen o-Gebilde, das zu x* gehort. Dasselbe verhalt sich im Kreis
| x | < e2 regular, abgesehen vom Nullpunkt, wo es eventuell eine Ver-
zweigungsstelle von bestimmter Ordnung :fE m besitzen kann. Nach dem
Hilfssatz (i) besitzt dann fn{x,y) von einem bestimmten Index an fur
6i <C |x | <C £2 ein zu diesem Gebilde beliebig benachbartes o-Gebilde, das

zum o-Punkt beliebig benachbarte Punkte eventuell zu singularen Punkten
besitzen kann. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn der o-Punkt
fur das betrachtete o-Gebilde von f{x,y) eine Verzweigungsstelle dar-
stellt und das entsprechende o-Gebilde von fn (x,y) muG dann als einzige
singulare Stelle in der Umgebung des o-Punktes ebenfalls eine
Verzweigungsstelle besitzen. Denn im andern Fall hatte fn (x,y) eine Null-
stelle mit \x\ < ez und \y\ i\. Dies kann jedoch nicht zutreffen, da dann
auch f(x,y) eine solche Nullstelle haben muCte. Ebenso ist klar, da!3 die
Verzweigungsstellen von / (x, y) und fn (x, y) die gleiche Ordnung
besitzen mussen, da man sonst auf einen Widerspruch kame. Nach einem
bekannten Konvergenzsatz von Weierstrafi schliefien wir nun, dafi die

Nullgebilde von fn (x, y) uberhaupt fur | x \ <C £2 gleichmafiig gegen die
Nullgebilde von f(x,y) konvergieren mussen. D. h. sie werden darge-
stellt durch die Gl.

Pu (x,y) y* + cp[^ {x) y**-1 + <p^ (x) o,

wobei gleichmàCig fur \x\ <^ e2 hm (p{^{x) ç>k(x).

Dabei sind dièse Funktionen im Kreis | x \ <^ e2 regular.

Ganz analog werden die Pôle von fn (x, y) dargestellt durch

Qn (x,y) y™* + \pM (x)y^-1 + + yM (x) o

mit entsprechenden Eigenschaften. Die Résultante dieser beiden
Polynôme sei Rn (x)9 es gilt gleichmaGig in der Umgebung des Nullpunktes

hm Rn{x) R{x).

Nach einem bekannten Satz von Hurwitz muG Rn {x) in beliebiger Nahe
des Nullpunktes eine Nullstelle besitzen, da R (o) o und R {x) =\e o.
Gerade dièse Eigenschaft haben wir jedoch im 2. Hilfssatz behauptet.

Wir bezeichnen in Zukunft einen wie im Hilfssatz (2) betrachteten
Punkt einen aufcerwesentlich irregularen Punkt der konvergenten Folge
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Définition II: Eine Schar in einem zusammenhangenden Bereiche

regularçr^ rneromorpher Funktionen sei gegeben. Sie wird als ezne
normale Schar in B bezeichnet, wenn man ans jeder Folge eine in einem

beliebigen Teilbereiche von B gleichmafiig konvergente Teilfolge auswahlen
kann. Punkte, in denen sich die Schar nicht mehr normal verhait, werden
als irregular bezeichnet. Eine Schar verhalt sich normal in einem Punkte,
wenn sie normal ist in einer gewissen Umgebung desselben. Zudem be-
zeichnen wir einen Punkt dann als wesenthch zrregular, wenn er nicht
die im Hilfssatz (2) formulierten Eigenschaften besitzt, d. h. es soll nicht
moglich sein, aus jeder Folge von Funktionen unserer Schar eine Teil-
folge so auszuwahlen, dafi sie in der Umgebung dieser Punkte gleich-
maGig konvergiert und diesen Punkt hochstens als aufierwesentlich ir-
regularen Punkt zulaGt.

Jetzt sind wir in der Lage, den in der Einleitung erwahnten Haupt-
satz zu formulieren.

Ilatiptsatz : Ezne Schar meromorpher Funktzonen verhalte szch normal
in jedem Punkte x =.0, o <i\y\ <C r, jedoch sez o, o ein wesenthch ir-
regularer Punkt dzeser Schar. Unter dzesen Voraussetzungen kann man
zu jeder beliebigen kleinen Zahl r\ ezne solche posztzve Zahl e finden, da$
zu jedem \x<\ < e mzndestens ezn \yo\ < r\ gehort, so dafi x0, yo ezn wesent
Izch irregularer Punkt unserer Schar darstellL

D.h.: Die Punktmengen wesentlich irregularer Punkte einer normalen
Schar meromorpher Funktionen sind genau den gleichen Gesetzen unter-
worfen wie die wesentlich singularen Stellen meromorpher Funktionen,
insbesondere konnen sie nicht isoliert vorkommen.

Bewezs: LautVoraussetzung gibt es eine im Bereiche \x\ <^e,^i <CM<C 7h

gleichmafiig konvergente Folge ft {x,y), ft[x,y), die o, o als wesentlich

irregularen Punkt besitzt. f{%,y) sei die Grenzfunktion dieser Folge.
Wir unterscheiden 3 Falle je nach dem Verhalten der Grenzfunktion in
Punkt o, o.

1. f{x,y) sei wesentlich singular im Nullpunkt. Nach dem Hauptsatz
von E. E. Levi6) besitzt dann die Punktmenge der wesentlich singularen
Stellen von f {x, y) in der Umgebung des Nullpunktes genau die fur
die wesentlich irregularen Punkte unserer Schar behauptete Struktur.
Es ist aber klar, dafi jeder dieser wesentlich singularen Punkte von

f(x,y) eine wesentlich irregulare Stelle unserer Schar reprasentiert.

b) Vergl. loc. cit. 2 a, S, 66.

Em direkter Beweis, ohne die Resultate von E, E. Levi zu verwenden, ist mir leider
nicht gelungen.
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2. f[x9y) sei regular im Nullpunkt, /(o, o) werde mit a0 bezeichnet.
Der Nullpunkt werde als Zentrum einer Kugel K gewahlt, so daB die

Funktionswerte, welche von f(x9 y) in dieser Kugel angenommen werden,
in einen beliebig kleinen Kreis mit a0 als Zentrum fallen. Das AeuCere
dièses Kreises ist dann nach einer bekannten Terminologie fur f {x, y)
Ausnahmebereich, sofern die Punkte x, y nur in unserer Kugel K liegen
durfen. Betrachten wir nun die Folge

A(o,y), ft(°,y)> —
Nach Voraussetzung konvergiert sie gleichmaGig im Kreisring ^t<^ (y) <^ ^2,
der in unserer Kugel K liegen soll und besitzt den Nullpunkt als ir-
regularen Punkt. Nach einem bekannten Satze nehmen dann die Funk-
tionen in beliebiger Nahe dièses Punktes aile Funktionswerte an bis auf
hochstens 2. Wir wahlen insbesondere einen Funktionswert, der nicht
zu diesen Ausnahmewerten gehort und im oben erwahnten Ausnahmebereich

liegt. Diejenigen Funktionen, welche diesen Funktionswert a in
beliebig kleiner Umgebung des o-Punktes, also insbesondere im Kreis
| y | <^ 7/2 annehmen, seien mit ft, f2 bezeichnet. Zunachst liegen
die Haufungspunkte dieser ^-Stellen sicher im Kreise \y | ^ ^2. Wir be-

haupten, dafi sie mit dem Nullpunkt zusammenfallen mussen. Ware dies

nicht der Fall, so muGte /(x,y) in diesem Kreis \y\ <C % ebenfalls
eine #-Stelle besitzen, was dank unserer Voraussetzungen uber a ausge-
schlossen ist. Bezeichnen wir nun eine solche <z-Stelle im Kreise \y\ <C %
von fn {x,y) mit yn. yn (x) ist nach dem WeierstraG'schen Vorbereitungs-
satz eine algebroide Funktion, die sich in einem genugend kleinen
Kreise C: \x\ < e mit dem Nullpunkt als Zentrum in folgender Weise
verhatten muG:

1. Entweder man kann yn (x) fur jede Funktion fn {x, y) im Kreise C

fortsetzen, ohne mit y uber den Kreisrand \y\ ^2 hinaus zu gelangen,
oder

2. wie klein man auch diesen Radius wahlt, immer fallt yn auGerhalb

dièses Kreises.

Der 2. Fall ist ausgeschlossen. Dann muGte fn (x9y) eine #-Stelle mit

Ix i ^ £, y — | ^21 besitzen und dies ware wegen der gleichmaCigen Kon-

vergenz der Folge in diesen Punkten auch fur f(x,y) der Fall.
Im 1. Fall spielt der Kreis C die gewunschte Rolle. Denn zu einem

beliebigen ;r*-Wert gehort dann fur jede Funktion fn(x*9 y) ein j-Wert
mit \yn\ < ^2, so da(3 fn[x*,y) a. Dièse Punkte besitzen einen

Haufungswert y im Kreise ^2 und der Punkt kann unmoglich regular

263



sein fur unsere Folge. Denn f(x, y) mufite in diesem Punkt den Wert a
annehmen. Ebenso ist gemafi unseren Bezeichnungen klar, dafi dieser
Punkt eine wesentlich irregulare Stelle fur unsere Folge darstellt.

3. f(x,y) besitze im Nullpunkt eine aufierwesentlich singulare Stelle.
Da der Nullpunkt keine aufierwesentlich irregulare Stelle fur unsere Folge
sein darf, kann nach unserem Hilfssatz (2) der Nullpunkt kein isolierter
irregularer Punkt fur unsere Folge sein. Es gibt also sicher eine

Punktfolge

X\ 7i > *2 y2, Hm xn — o

lim yn o
n —? 00

in der sich unsere Funktionsfolge irregular verhalt. Betrachten wir nun
an Stelle der Folge flf f2, die Folge fx — f, f%—f,

f darf in xx y\, x^ y2, regular angenommen werden, da ja der

Nullpunkt nur eine aufîerwesentlich singulare Stelle fur f(x,y) sein solL
Dièse Punkte sind demnach immer noch irregulare Punkte fur unsere

Folge, deshalb auch der Nullpunkt als Haufungspunkt dieser Folge.
Die Grenzfunktion dieser 2. Folge ist o, man kann deshalb den 2. Fall
anwenden und schliefien, dafi zum mindesten die Punktmenge der ir-
regularen Punkte dieser 2. Folge die behauptete Struktur besitzt. Nun
verhalt sich f(x,y) in diesen Punkten regular, deshalb mussen sie auch

irregulare Punkte der ursprunglichen Folge f19 f2, darstellen.
Ebenso ist klar, dai3 es sich nicht um aufierwesentlich irregulare Punkte
handelt, da sie ja nicht isoliert liegen.

Damit ist der Beweis in allen drei Fallen geleistet.

§2
Wie wir schon in der Einleitung bemerkten, kann man aus diesem

Hauptsatz eine Reihe von Konsequenzen ziehen, deren Beweise genau
gleich gefuhrt werden konnen wie bei den entsprechenden Aussagen
von Hartogs, E. E. Levi und Julia. Wir beschranken uns deshalb darauf>
dièse Satze zusammenzustellen.

1. Es sei E die Menge der wesentlich irregularen Punkte einer nor-
malen Schar meromorpher Funktionen und o ein beliebiger Punkt. Es
existiert kein Punkt P der Menge E so, da!3 die Distanz OP in diesem
Punkte ein relatives Maximum aufweist.

2. Die Menge E der wesentlich irregularen Punkte einer normalen
Schar meromorpher Funktionen kann keine perfekte, isolierte, vollstandig
im Endlichen gelegene Teilmenge enthalten.
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3. Wenn eine Schar meromorpher Funktionen sich normal oder au(3er-
wesentlich irregular in allen Punkten einer geschlossenen Hyperflache
des 4 dim. Raumes verhalt, so sind die innern Punkte dieser Flache
entweder regular oder auGerwesentlich irregulare Punkte der betreffenden
Schar.

4. Ein beliebiger, auf einen Kreis konform abbildbarer Bereich A in
der ^-Ebene, ebenso Af mit dem Rande C in der j-Ebene und eine
Schar meromorpher Funktionen im abgeschlossenen 4 dim. Bereich J, Ar

seien gegeben. Die Schar verhalte sich normal oder auGerwesentlich

irregular in folgenden Punkten :

a) in jedem Punkt x, y, wobei x im Innern von A und y auf C.
b) in jedem Punkt ay y, wobei a ein gewisser Punkt von A und y in A*

oder auf C'.

Unter diesen Voraussetzungen ist die Schar normal oder auGerwesentlich

irregular in jedem Punkt x, y, wobei x ein innerer Punkt von A und y
in Af oder auf Cf liegt.

Eine Schar meromorpher Funktionen verhalte sich normal oder au(3er-

wesentlich irregular im Bereich o, y, wobei y einen innern Punkt eines
beschrankten Bereiches S der /-Ebene mit dem Rande C darstellt.
Zu jedem Punkt y0 dièses abgeschlossenen Bereiches A' gehort dann
ein wohlbestimmter groCter Ryo, so daf3 die gegebene Schar sich noch
normal oder auGerwesentlich irregular im Bereich | x \ <] Ryo, y0 verhalt.
Fur |^:| Ryo, y0 existiert mindestens ein wesentlich irregularer Punkt
dieser Schar. Die Funktion Ry erfullt eine Reihe von Eigenschaften,
die wir im Folgenden zusammenstellen wollen.

5. Ry ist halbstetig nach unten. D. h. zu jeder beliebig kleinen Zahl a

existiert ein solches ô, dafl fur \y—y\ <^ S, Ry^ Ryo —£.
Wenn eine réelle Funktion py der Variablen yx, y2 (y ~yt -\- îy2)

existiert, die folgende Bedingungen erfullt:

a) auf C
O<py^Ry

b) im Innern von A'

Dann gilt fur den abgeschlossenen Bereich Ar

Py Rr
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Wenn in einem einzigen Punkte von Af m der letzten UngL das
Gleichheitszeichen richtig ist, so gilt dies fur jeden Punkt von J'.

Wenn Ry partielle Ableitungen i. und 2. Ordnung nach yx und y2
zulàfit, genùgen dieselben der folgenden Ungleichung

y îog Ry

6. Es sei o, o ein Punkt der Menge E der wesentlich irregularen
Punkte einer normalen Schar meromorpher Funktionen. Es existiere
eine solche Umgebung | x \ < r, y < r' des Nullpunktes, dafi in jeder
Ebene x §, wobei | g | <[ r, hôchstens ein Punkt £, r\ mit | ^ | <^ rf der
Menge E sich befindet. In diesem Fall existiert zu jedem genugend
kleinen Wert x £ genau ein Wert y -=¦ q> (g), sodaC der Punkt |, y
zur Menge is gehort. Die Funktion cp (g) verhalt sich regular in der
Umgebung des Nullpunktes.

Wenn unter sonst gleichen Voraussetzungen in jeder Ebene £, wobei
| £ | < r n wesentlich irregulkre Punkte £, r\x g, 7/2 £, ^/w mit | tjt | <] r'
liegen, dann sind die elementar symmetrischen Funktionen von iji9 r\n

regulare Funktionen von £ in der Umgebung des o-Punktes. D. h. die
Funktionen 7/z- (£) verhalten sich regular in der Umgebung des

Nullpunktes und besitzen denselben eventuell als Verzweigungspunkt.

7. Damit im Bereiche (p <[ o oder ç? ^> o, wobei <p (xiy x2, yif y2) o
eine Hyperflache im 4 dim. Raume darstellt, eine Schar meromorpher
Punkte existiere, die sich in diesem Punkte normal oder aufierwesent-
lich irregular verhalte, ist notwendig, dafi der untenstehende Aus-
druck C [(p] auf der ganzen Hyperflache ein konstantes Vorzeichen be-

sitze. Wenn C [cp] <^ o, dann kann die Schar sich hôchstens in <p )> o
normal oder aufierwesentlich irregular verhalten. Ist C [cp] > o, so

liegen die betreffenden Punkte in çp <^ o.

- F* jl à2(P) \(d<P\24-(à<P

bxx à/i ' dx2 byj Kbx^ by1 dx2 ày2 / '

/à(p ècp ècp à<p\ d2<p

là à d b d b-Ti ày2 dx2 byj \dx1 by2 àx2
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Damit in jedem Bereiche cp <C o und cp > o eine Schar meromorpher
Funktionen existiere, normal oder auGerwesentlich irregular in jedem
Punkt dieser Bereiche, muG C [99] o sein.

Auf Umkehrungen dieser Satze hoffen wir bei spaterer Gelegenheit
zuruckkommen zu konnen.

(Eingegangen den 29. Februar 1932)
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