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Eine singularitatenfreie Fldache konstanter
negativer Kriimmung im Hilbertschen Raum

Von LUDWIG BIEBERBACH, Berlin

. 4.52 + 2
P (1_7:?2’)2 L PR =a b AT

ist eine quadratische Differentialform von konstanter negativer Krimmung.
Der Kreis » < 1 mit dieser Maf3bestimmung ist, wie man seit Beltram:
weif3, ein umkehrbar eindeutiges Modell der hyperbolischen ebenen
Geometrie. Bekanntlich hat FAHzlbert einer Kleznschen Vermutung ent-
sprechend bewiesen, daf3 es im dreidimensionalen Euklidischen Raum
keine singularititenfreie Fliche konstanter negativer Kriimmung gibt.
Die Frage, ob es in Euklidischen Raumen hoéherer Dimension singula-
ritatenfreie Flichen konstanter negativer Kriimmung gibt, ist noch offen.
Hier soll wenigstens fiir den Euklidischen Raum von unendlich vielen
Dimensionen, d.i. der Hilbertsche Raum, eine solche Fliche angegeben
werden. Es wird sich dabei zeigen, daf3 den hyperbolischen Bewegungen
Bewegungen im Hilbertschen Raum entsprechen, die unsere Fliache
in sich iiberfihren. Durch unsere Betrachtung wird sich auch einiges
wenige iiber die bereits gestreifte Frage betr. Euklidische Raume von
endlicher Dimensionszahl ergeben. Den Schluf3 bildet der Nachweis von
Erhard Schmidt, daf3 es in Euklidischen Riumen reguldare Fldachen kon-
stanter negativer Kriimmung nicht gibt, welche durch eine eingliedrige
Gruppe von Bewegungen in sich iibergefiihrt werden.

. Entwickelt man

I

m: 14274 374+ ..,

so erhalt man
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Das einzelne Reihenglied ist eine Differentialform der Kriimmung Null.
In der Tat ist
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wenn man
Zop—1 = &R (x - —i—y)n
V
(1)
Koy = F M , n— 1
”n

setzt. Ferner ist

2z,

1

9 (xz "‘_ 1/2)11
2 v - 2 TZ :

Also liegt tatsidchlich in (1) eine Flache konstanter negativer Kriim-
mung im Hilbertschen Raum vor. Sie ist singularititenfrei. Denn der
Rang der Matrix

Ox, Ox, Ox; O,
6;‘: b 6.27 ’ 6,17 ) ax ......
ox, Oz, Ox; O0x,
57 Ay’ Bt ag
ist stets zwei. Es ist ja schon
0x; 04,
or Ox
= 1.
0% 0z
oy 0y

Die Fliche (1) gehiort keinem endlichvieldimensionalen FEuklidischen

Raum an. Denn dann mii3te zwischen den Koordinaten der Flachen-
punkte mindestens eine Relation
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a, + > a,x, =0
v

mit konstanten Koeffizienten bestehen. Man setze x 7y — . Soll
dann

. (@2y—1 COSvp + agy sin v )7’

V—y— =0

sein fiir alle » und alle ¢, so folgt @, — o fiir alle » =o.

ll. Jeder Bewegung der hyperbolischen Ebene, d.i. jeder konformen
Abbildung des Kreises » < 1 auf sich, entspricht eine Biegung der
Flache (1) in sich. Jede soiche automorphe Biegung der Fliche wird
durch eine Bewegung des Hilbertschen Raumes dargestellt.

Setzt man 5= x4 7y, so sind die winkeltreuen Bewegungen der
hyperbolischen Ebene durch

(2) =l >0
bs + a

gegeben. Es sei

on
4

Xopn—1 + Z.x2n — T/:;z‘:‘

ZN

Von—1 + 2 Y2, = .
V Y (A

Nun wird in |g| < 1

g

on k
(3) V;‘“:aﬂ—[_%,aknﬁ: n—1,2,...

Es ist zu zeigen, daf3

(4) 2 An ;kn =1, 2 Ckn a—ln =0, k¢l
und daf3
(5) %1 aknékn::{: %7 ak,,a;mzo, n % m.

250



Denn es ist ja nach (3) fir a, =a, + 7a,, @, = @b, + 2az,.

Yen—1 = a,’, -+ 2 (Clin Xop—1 — Qpy xzk)
(6)

Von — [l: + 2 (a;z'n Xop—1 + aén .1'2,{,)

(4) und (5) bedeuten daher, daf3 (6) eine Bewegung darstellt. Die Kon-

vergenz von Y|a, |* folgt ja aus aa — b6 > o unmittelbar.

Wie man leicht sieht, sind die Relationen (4) gleichbedeutend mit

7 P e (fo—a) =25

Nun ist aber

Also ist (7) fiir 5, — 0 und fiir 5 = o richtig. Es bleibt noch fiir 2, 2% 0,
570 zu beweisen. Es ist

b - ) b
I === 51 (I — .411)
= log ¢ a_
(1 zy) (1 £
(i~ 1)
Fiir 4 = o wird dies zu log —-————1——._——:10g————1———~_——~, da fir 6=0
I—2 5 1—3573
sogar |5, | =] #| ist. Damit ist (7) fir & — o0 bewiesen.

Fiir 620 aber wird weiter
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—_— log

1
:log'————_~-
I1—22

Damit 1st (7) und damit (4) bewiesen.

Um auch (5) zu beweisen, multiplizieren wir (3) mit «;, und summieren
nach ». Wegen (4) wird dann

V~—— ~Ak+24kn —V—”“r

Diese Potenzreihen miissen aber mit denjenigen iibereinstimmen, die
man durch Auflosung von (2) erhilt. Wiederholung unserer Schluf3weise
beweist daher (5).

Um zu zeigen, daf3 auch diejenigen hyperbolischen Bewegungen,
welche die Orientierung indern, durch Bewegungen des Hilbertschen
Raumes dargestellt werden, geniigt es, wegen der Gruppeneigenschaft
dieser Bewegungen, den Nachweis fiir die Spiegelung 2, — —3% zu er-
bringen. Dann wird aber

Ven—1 + Z'J/Z" — V-; — ("""'I)” V}? - (“I)n X2n—1 + ("‘I)’H-lz.x% .
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Also

)’2,:—1 = (_I)n Xop—1, y2n — (——I)”+1 X2y

Das ist aber eine gewif3 eine Bewegung, weil die Relationen (4) und
(5) erfillt sind.

lll. Die Fliche (1) ist ein umkehrbar eindeutiges Bild der hyper-
bolischen Ebene. Verschiedene (x, y) liefern namlich sogar verschiedene
Punkte des Hilbertschen Raumes. Das lehrt schon der Umstand, daf3
doch z, = x, x, == y ist. Daraus folgt, daf3 die gefundene Darstellung
der Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene durch Bewegungen des
Hilbertschen Raumes eine einstufig isomorphe ist. Dem gegeniiber ist
es von Interesse, dafd es kezne nichttriviale Darstellung der Bewegungs-
gruppe der hyperbolischen FEbene durch eine DBewegungsgruppe eines
endlichdimensionalen Fuklidischen Rawmes gzbt, selbst dann nicht, wenn
man nur verlangt, daf3 jeder Bewegung der hyperbolischen Ebene im
Kleinen genau ein Element der Euklidischen Bewegungsgruppe zuge-
ordnet ist. Die einzige so mogliche Darstellung ist die triviale, bei der die
darstellende Euklidische Bewegungsgruppe aus der Identitit allein be-
steht. Der Beweis, den ich hier nicht vorzufiihren beabsichtige, beruht
darauf, daf3 je zwei parabolische Operationen der hyperbolischen Bewe-
gungsgruppe durch Operationen der Bewegungsgruppe selbst dhnlich
sind und daf3 sich alle hyperbolischen Bewegungen aus parabolischen
zusammensetzen lassen.

Aus diesen Betrachtungen folgt nicht, daf3 es im #-dimensionalen
Euklidischen Raum keine singularititenfreie Flache konstanter negativer
Krimmung geben kann. Es folgt aber doch, daf3 es keine solche Flache
geben kann, bei der jede automorphe Biegung durch eine Bewegung des
umgebenden Raumes dargestellt wird, und zwar weder im kleinen noch
im grof3en.

IV. Zum Schluf3 mochte ich noch eine Betrachtung von Erhard
Schmidt wiedergeben, die wie alles andere hier Vorgefiihrte aus dem
Jahre 1927 stammt. Man kann darnach zeigen, daf3 es im #-dzmensio-
nalen Euklidischen Raum keine singularitdtenfreie Fliche konstanter
negativer Kriimmung geben kann, die duvch eine eingliedrige Gruppe
von Euklidischen Bewegungen des gansen Rawmes in sich iibevgefiihrt
wezrd. Bekanntlich ergibt sich jede solche Gruppe aus der Integration
eines Systems gewdohnlicher linearer Differentialgleichungen

(8) :é,-:Za;kxk+ai, z—=1...7n
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mit konstanten Koeffizienten «;;, @; und mit schiefsymmetrischer Matrix
der a;; . Als Gruppenparameter, nach dem hier differenziert wird, kann man
jeden nehmen, dessen Werte sich bei der Zusammensetzung der entspre-
chenden Operationen der Gruppe addieren. Nun nehme man an, es gebe
eine singularitdtenfreie Fliche konstanter negativer Kriimmung, die durch
eine solche Gruppe in sich iibergefiilhrt wird. Man fithre auf der Fliche
geoditische Koordinaten ein. Und zwar nehme man eine Bahnkurve
der Gruppe als # —= 0, die dazu orthogonalen geoditischen Linien seien
v = const, deren orthogonale Trajektorien seien die » — const. Das sind
also wieder Bahnkurven der Gruppe. Der Parameter v sei als Bogen-
lange auf # — 0, der Parameter « als Bogenlinge auf den v — const.
gewidhlt, Ferner erfahrt auf jeder Bahnkurve » — const das Bogenstiick
zwischen v und v -+ 4 bei Veranderung von 2 und festem 4 » nur eine Be-
wegung, behilt also seine Lange. Daher ist g—;— auf jeder Kurve « — const
konstant. Daher wird bekanntlich fir K —= —1

(9) sf = u + (Cof # + a Sinu) v*

wo o konstant, die erste Fundamentalform der Flache. Die eingefiihrten
Koordinaten sind iiberall da auf der Fliche brauchbar, wo Cof » -
o Sin #3520 ist. Bei & =1 ist dies fiir alle # der Fall, bei « > 1 gibt es
einen Wert #,>40 fir den €of %, + a Sinu, = 0 ist. Dann verwende
man (9) fir » < u,, wenn #, >0 und fiir z > u,, wenn %, < O ist, so
daf3 also jedesmal # — 0 zu den zu betrachtenden #-Werten gehort. Man
nehme ein Stiick einer Bahnkurve # — #. Man kann v als Gruppen-
parameter nehmen. Wegen (8) wird dann darauf

ds \? .
(—&’-7)—) =2xl=2lap x4+ 22 a;x; - o,
wo die a;; und die «; sich leicht aus den «; und @; von (8) ergeben.
Sie sind gleichfalls konstant. A4* sei das Maximum ihrer absoluten Betrige,
X das Maximum der |z;| auf der Bahnkurve. Dann ergibt sich die
Abschitzung

as\*?
) < g2 2
(a,v) < 4% (14 n XV

Nun ist offenbar
X=X+ |#|,
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wo X, das Maximum der |x;| auf dem Stiick der Bahnkurve z—o
ist, das zwischen denselben z-Werten liegt, wie das betrachtete Stiick
von # — #. Nach (9) ist aber

(%)2 = (Cof u+ « Sin )

auf dem Bahnkurvenstiick. Also wire
Cof u+a Sin u=A[1+n|X,+ #|]

fiir alle zu betrachtenden #, zu denen auch solche mit beliebig grof3em
absoluten Betrag gehoren. Das ist aber ein offenbarer Unsinn.

(Eingegangen den 20. Februar 1932)
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