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Eine singularitâtenfreie Flâche konstanter
negativer Krùmmung im Hilbertschen Raum

Von Ludwig Bieberbach, Berlin
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ist eine quadratische Differentialform von konstanter negativer Krùmmung.
Der Kreis r <C I mit dieser Mafàbestimmung ist, wie man seit Beltramt
weifi, ein umkehrbar eindeutiges Modell der hyperbolischen ebenen
Géométrie. Bekanntlich hat Hilbert einer A7<?z>zschen Vermutung ent-
sprechend bewiesen, daG es im dreidimensionalen Euklidischen Raum
keine singularitâtenfreie Flache konstanter negativer Krùmmung gibt.
Die Frage, ob es in Euklidischen Raumen hoherer Dimension
singularitâtenfreie Flachen konstanter negativer Krùmmung gibt, ist noch offen.
Hier soll wenigstens fur den Euklidischen Raum von unendlich vielen
Dimensionen, d. i. der Hilbertsche Raum, eine solche Flache angegeben
werden. Es wird sich dabei zeigen, dafi den hyperbolischen Bewegungen
Bewegungen im Hilbertschen Raum entsprechen, die unsere Flache
in sich ùberfuhren. Durch unsere Betrachtung wird sich auch einiges
wenige uber die bereits gestreifte Frage betr. Euklidische Raume von
endlicher Dimensionszahl ergeben. Den Schlufi bildet der Nachweis von
Erhard Sckmzdt, dai3 es in Euklidischen Raumen regulare Flachen
konstanter negativer Krùmmung nicht gibt, welche durch eine eingliedrige
Gruppe von Bewegungen in sich ubergefuhrt werden.

I. Entwickelt man

(i—

so erhàlt man

Das einzelne Reihenglied ist eine Differentialform der Krùmmung NulL
In der Tat ist

248



(**+>*)» (*t+/r~1=
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setzt. Ferner ist

konvergent. Denn es ist

7]==
y n

Also liegt tatsachlich in (i) eine Flache konstanter negativer Krùm-
mung im Hilbertschen Raum vor. Sie ist singularitatenfrei. Denn der
Rang der Matrix

xx bx2 bxz bx±

èy y èy ' ày ày

ist stets zwei. Es ist ja schon

dx bx

bxx bx2
— i.

by by

Die Flache (i) gehort keinem endlichvieldimensionalen Euklidischen
Raum an, Denn dann mùfite zwischen den Koordinaten der Flàchen-

punkte mindestens eine Relation
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mit konstanten Koeffizienten bestehen. Man setze x -f- iy ^. Soll
dann

yr (<22v-i cos vcp -{- dw sin */ g?) rv

y v

sein fur aile r und aile g?, so folgt a^ — o fur aile */ ^ o.

II. Jeder Bewegung der hyperbolischen Ebene, d. L jeder konformen
Abbildung des Kreises r <^ i auf sich, entspricht eine Biegung der
Flàche (i) in sich. Jede solche automorphe Biegung der Flâche wird
durch eine Bewegung des Hilbertschen Raumes dargestellt.

Setzt man z x -f- iy, so sind die winkeltreuen Bewegungen der
hyperbolischen Ebene durch

(2) sx -=—!—=, aa — bb > O

gegeben. Es sei

Nun wird in | z \

Es ist zu zeigen, dafi

(4) jS akn O>kn I, 2J akn <*ln
n n

und dafi

(S) 2J akn akn i, JJ akn akm z= o,
k k
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Denn es ist ja nach (3) fur an a'n-\- ia"n, akn a'kn + ialH.

(6)

y%n al-\-I (a'ln x2k-i + a'kH x2k)

(4) und (s) bedeuten daher, daf3 (6) eine Bewegung darstellt. Die Kon-

vergenz von I \ an |2 folgt ja aus aa — bb > o unmittelbar.

Wie man leicht sieht, sind die Relationen (4) gleichbedeutend mit

Nun ist aber

b \n

Also ist (7) fur zx o und fur z o richtig. Es bleibt noch fur zx ^ o,

57^0 zu beweisen. Es ist
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Fur b o wird dies zu logf ^— log1 =—, da fur b o& I 5^! & I— ZZ
sogar | zt | | z | ist. Damit ist (7) fur b o bewiesen.

Fur b^£o aber wird weiter
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log vom Doppelverhaltnis der vier Punkte

I
— ©S o,
z

log
I —Z Z

Damit ist (7) und damit (4) bewiesen.

Um auch (5) zu beweisen, multiplizieren wir (3) mit akn und summieren
nach n. Wegen (4) wird dann

y k n y n

Dièse Potenzreihen mussen aber mit denjenigen ubereinstimmen, die

man durch Auflosung von (2) erhalt. Wiederholung unserer Schlufiweise
beweist daher (5).

Um zu zeigen, daG auch diejenigen hyperbolischen Bewegungen,
welche die Orientierung andern, durch Bewegungen des Hilbertschen
Raumes dargestellt werden, genugt es, wegen der Gruppeneigenschaft
dieser Bewegungen, den Nachweis fur die Spiegelung z1 — — z zu er-
bringen. Dann wird aber

+ j ^^ + ()+1
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Also

Das ist aber eine gewiG eine Bewegung, weil die Relationen (4) und

(5) erfullt sind.

III. Die Flache (1) ist ein umkehrbar eindeutiges Bild der hyper-
bolischen Ebene. Verschiedene (x,y) liefern nàmlich sogar verschiedene
Punkte des Hilbertschen Raumes. Das lehrt schon der Umstand, daG

doch xt x, x% y ist. Daraus folgt, daf3 die gefundene Darstellung
der Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene durch Bewegungen des

Hilbertschen Raumes eine einstufig isomorphe ist. Dem gegenuber ist
es von Interesse, daG es keine nichttriviale Darstellung der Bewegungsgruppe

der hyperbolischen Ebene durch eine Betvegungsgruppe eines

endlichdimensionalen Euklidischen Raumes gibt, selbst dann nicht, wenn
man nur verlangt, daG jeder Bewegung der hyperbolischen Ebene itn
Kleinen genau ein Elément der Euklidischen Bewegungsgruppe zuge-
ordnet ist. Die einzige so môgliche Darsteilung ist die triviale, bei der die
darstellende Euklidische Bewegungsgruppe aus der Identitàt allein be-

steht. Der Beweis, den ich hier nicht vorzufuhren beabsichtige, beruht
darauf, daG je zwei parabolische Operationen der hyperbolischen
Bewegungsgruppe durch Operationen der Bewegungsgruppe selbst ahnlich
sind und daG sich aile hyperbolischen Bewegungen aus parabolischen
zusammensetzen lassen.

Aus diesen Betrachtungen folgt nicht, daG es im «-dimensionalen
Euklidischen Raum keine singularitatenfreie Flache konstanter negativer
Krùmmung geben kann. Es folgt aber doch, daG es keine solche Flache

geben kann, bei der jede automorphe Biegung durch eine Bewegung des

umgebenden Raumes dargestellt wird, und zwar weder im kleinen noch

im groGen.

IV. Zum SchluG mochte ich noch eine Betrachtung von Erhard
Schmidt wiedergeben, die wie ailes andere hier Vorgefuhrte aus dem

Jahre 1927 stammt. Man kann darnach zeigen, daG es im n-dimenszo-

nalen Euklidischen Raum keine singularitatenfreie Flache konstanter

negativer Krùmmung geben kann, die durch eine eingliedrzge Gruppe

von Euklidischen Bewegungen des ganzen Raumes in sich ubergefuhrt
wird. Bekanntlich ergibt sich jede solche Gruppe aus der Intégration
eines Systems gewohnlicher linearer Differentialgleichungen

(8) X{= 2J&ik%k-\- a;> t i..-n
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mit konstanten Koeffizienten alk, a{ und mit schiefsymmetrischer Matrix
der atk. Als Gruppenparameter, nach dem hier differenziert wird, kann man
jeden nehmen, dessen Werte sich bei der Zusammensetzung der entspre-
chenden Operationen der Gruppe addieren. Nun nehme man an, es gebe
eine singularitatenfreie Flache konstanter negativer Krummung, die durch
eine solche Gruppe in sich ubergefuhrt wird. Man fuhre auf der Flache
geodatische Koordinaten ein. Und zwar nehme man eine Bahnkurve
der Gruppe als u o, die dazu orthogonalen geodatischen Linien seien

v const, deren orthogonale Trajektorien seien die u const. Das sind
also wieder Bahnkurven der Gruppe. Der Parameter v sei als Bogen-
lange auf u o, der Parameter u als Bogenlange auf den v const.
gewahlt. Ferner erfahrt auf jeder Bahnkurve u const das Bogenstuck
zwischen v und v -j- à v bei Veranderung von v und festem A v nur eine Be-

wegung, behalt also seine Lange. Daher ist ¦— auf jeder Kurve u const
dv

konstant. Daher wird bekanntlich fur K=—i

(9) s2 û2 + (Cof u + a Sin u)2 v2

wo a konstant, die erste Fundamentalform der Flache. Die eingefuhrten
Koordinaten sind uberall da auf der Flache brauchbar, wo Cof u -f-
a Sin u^£o ist. Bei a ^ i ist dies fur aile u der Fall, bei a > i gibt es

einen Wert u0^o fur den Cof u0 -f- a Sin u0 o ist. Dann verwende
man (9) fur u < u0, wenn u0 > o und fur u^> u0, wenn u0 <^o ist, so
da6 also jedesmal u o zu den zu betrachtenden ^-Werten gehort. Man
nehme ein Stuck einer Bahnkurve u û. Man kann v als

Gruppenparameter nehmen. Wegen (8) wird dann darauf

WW =-2 ^*

wo die (x,ik und die a/ sich leicht aus den aik und a{ von (8) ergeben.
Sie sind gleichfalls konstant. A2 sei das Maximum ihrer absoluten Betrage,
X das Maximum der | xt \ auf der Bahnkurve. Dann ergibt sich die
Abschatzung

Nun ist offenbar
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wo Xo das Maximum der | xt | auf dem Stuck der Bahnkurve u o
ist, das zwischen denselben ^-Werten liegt, wie das betrachtete Stuck
von u û. Nach (9) ist aber

\-j-\ (€of u + a Stn m)2

auf dem Bahnkurvenstuck. Also ware

Cof u + a Stn « ^ ^ [1 + » | Xo + â| ]

fur aile zu betrachtenden ^, zu denen auch solche mit beliebig groCem
absoluten Betrag gehoren. Das ist aber ein offenbarer Unsinn.

(Eingegangen den 20. Februar 1932)
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