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Sur les systèmes cycliques de triples
de Steiner différents pour N premier
de la forme 6n
par S. Bays, Fnbourg

Les systèmes cycliques de triples différents dans les cas
d 1 et d 3

i Cette étude fait suite directement au mémoire paru sur le même

sujet dans les fascicules précédents des Comm Math Helv. *). Les
références de paragraphes, chiffres et notes, données dans le texte, se

rapportent exclusivement au mémoire indiqué2), sauf celles qui de toute
évidence se rapportent au texte actuel.

Au chapitre V, nous avons établi, pour chercher à déterminer le nombre
et la nature des systèmes cycliques de triples différents, déterminés (§ 45,

premier alinéa) par un système de caractéristiques I qui appartient au
diviseur d de 3«, l'équation suivante (50) •

2«—1=fii' Xi-\-(i%' Xt-\- + fik'*k, (I)

dans laquelle — =_ 2a nx, nv entier impair ^ 1, a entier ^ o, 4#/ 1,
CL

les diviseurs de nXi xt est le nombre
des systèmes de triples différents déterminés par 2 qui possèdent (note 44)
le diviseur métacyclique 11 a, i -|- a |, \x> aW/ x| J, wt 2 f/td^~ 2a+1 ^tt'd

Dans le cas d= 1, cette équation est remplacée par une équation
plus simple (53)

2*-"-1 fit X, + fit' A,+ + fi'vAv, (2)

dans laquelle n^=:2an1fy nx' entier impair ^ 1, a entier -^o, ^/ 1,

^2, fs, y ,tfi'-i> {*'*' nS, sont les diviseurs de nî At est le nombre

1) Voir Vol 2, Fasc. IV, Vol. 3, Fasc. I, II et IV
2) Avec la répartition suivante

Vol. 2, Fasc. IV. Avant-propos et chap. I, § 1 a 16, chiffre I a 13, note 1 a 26
Vol. 3, Fasc. I Chapitres II et III, £17 a 33, chiffre 14 a 30, note 27 a 40.
Vol. 3, Fasc II Chapitres IV et V, §34 a 51, chiffre 31 a 54, note 41 a 46
Vol. 3, Fasc IV Chapitre VI, §52 a 59, chiffre 55 a 69, note 47 a 52

183



des systèmes de triples différents, déterminés par le système des

caractéristiques principales, qui possèdent (note 44) le diviseur métacyclique
\x, i+x\, \x, am x| j ; w{ 2 {u£ 2"+l ^/.
Le cas ^=3, déduit de l'équation (1) donne la même équation (2)

que le cas d 1 traité d'une façon particulière (§ 50).

2. Dans cette étude nous établissons pour cette équation (2) commune
aux cas d 1 et d — 3, les trois théorèmes suivants :

Théorème 1. La solution (xl9 x2, xv) de l'équation (2) commune

aux deux cas d 1 et d=. 3, est la même, pour le système des

caractéristiques principales comme pour chaque système de caractéristiques
appartenant à d— 3. Elle ne dépend que de n. En particulier donc, le

nombre x^-\- xt-\- ~\- xk* des systèmes de triples différents déterminés

par le système des caractéristiques principales et par chaque système de

caractéristiques appartenant a d= 3, est le même.

Théorème 2» Quel que soit n, on a dans cette équation (2) : ^' > 1,

x^ 1.

Plus explicitement, dans les systèmes de triples déterminés par le
système des caractéristiques principales, il en existe au moins utl qui ne

possède que le diviseur d'ordre minimum \\x, 1 -f~ x \
» \x> #2w x\\ et au

moins un qui possède le diviseur d7ordre maximum \\x, \ -\- x\,
\x, a* x\\, w=z2"+\ (§49,11).

Dans les systèmes de triples déterminés par un système de caractéristiques

appartenant à d~3, il en existe au moins un qui ne possède

que le diviseur dyordre minimum J | x, 1 -f- x |, \x, oân x\\ \\x9 1 -f- x j j

et au moins un qui possède le diviseur d7ordre maximum \\x, 1 -f- x
\ "\ +1 (1)\x, a"x 1, (§49,1)-

Théorème 3. Pour n — 2a.p, p premier impair, la solution de

l'équation (2), qui dans ce cas n'a que deux termes au second membre,
2n-a—i _- x^ _j_p r2 ^

eS£ ia suivante:
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Le nombre xY -\- x2 des systèmes de triples différents déterminés par le

système des caractéristiques principales et par chaque système de

caractéristiques appartenant à d= 3, est ainsi, dans ce cas n 2a * p:

-j-- X2 —

Nous n'établissons pas ces résultats exactement dans cette disposition,
qui a été admise uniquement pour avoir plus de clarté et d'ordre dans

les énoncés. Nous démontrons d'abord la première partie du théorème

2, xki ^ 1 ; le résultat est tel qu'il contient en somme implicitement le

fait du théorème 1. L'établissement de la seconde partie du théorème 2,

xi ^ 1, et du théorème 3 vient ensuite.
Avec ces résultats, la réponse à la question posée au § 51, dernier

alinéa, est sans autre:

Pour N=6\, n 2^5 ; x\ 22'-1-1 1 ;

2^ — 221-1
x2 — ~

— — 5 I ; Xi-\- x2 52,

Pour N —67, n 2° • 11 ; x\ 22°~Q-1 1 ;

/ 2

II
2U-1

93 ; *\ + *2 94,

Pour N-- 73, n 2*. 3 ; ^ 22'2-2-1 z=_ 2 ;

2H 2%2~l
X2 — — 170 ; x\ f- Xz =172,

Pour ,V= 79, // 2°. 13 ; ^ 220-0-1 =z 1 ;

212___22°-1
X2 — =315; ^ + ^

Ces solutions sont bien celles du minimum pour xx -\- x2 (§ 51 et § 47, 30).

La solution (3) trouvée est en effet celle du minimum pour x\ -\- x2
dans les cas a o, a 1, # 2, puisque dans ces cas ^ z= 1, xt= i,
xx 2 ; mais déjà pour # 1= 3 la solution (3) n'est plus îiécessairement
celle du minimum pour xt-\~x%. Il est évident en effet que pour a^z 3,

xx 22a-a-1 n'est plus nécessairement le plus petit entier3), pour lequel

3) Dans l'équation indéterminée 2n a x
xx -f-/7X2, le nombre xx + X2 prend sa plus

petite valeur pour xl minimum.
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-est entier, ou 2n~a-1 x1 (mod /). Ainsi pour n — 28 • 3,

223_3-i-__ 24 __ jg et on a jéjà 220ei 1 (mod 3). Par contre il doit être

facile de prouver directement que 2n~a~l £ 22a~a-1 (mod p) ou donc

que l'expression de x2 dans (3) est un entier.

3. Théorème 2, lère partie, œkt^l. Nous ferons la démonstration

pour le système ^des caractéristiques principales; la démonstration

pour un système de caractéristiques appartenant à d 3 en découle
immédiatement.

Soit 0, I, 2, n— I, les n caractéristiques principales (§31). La
substitution %-=z\x9 ax\ change ce système des caractéristiques principales

2t en lui-même en opérant la permutation circulaire (notes 7 et 27)

(0 12 n- I). Soit o, l'une des deux colonnes de triples déterminées

par 0. La substitution t=z\x, ax\ la change en l'une des deux colonnes
de triples déterminées par I ; celle-ci à son tour, en l'une des deux
colonnes de triples déterminées par 2, et ainsi de suite. Désignons par
o, 1, 2, n—1, la série des n colonnes cycliques de triples ainsi
déduites de o par les substitutions t°, t1, t2, tH~x ; elle est un système
cyclique de triples déterminée par Sx (§45).

La série des colonnes cycliques de triples déduites de o par les
puissances successives de la substitution / se présente donc de la façon
suivante, en désignant par if la conjuguée de la colonne i\

o, 1, 2, «—1, o', 1', 2', (0—1)', o, 1, (4)

et cela toujours pour les mêmes raisons : d'une part (§ 45, deuxième
alinéa), lorsque a |x, fix\ change une caractéristique en une
caractéristique, u \x, (?x\ change la paire de colonnes conjuguées déterminée

par la première caractéristique en la paire déterminée par la seconde ;

d'autre part, dans la série des colonnes déduites de l'une d'elles par les

puissances successives de la substitution t, une colonne ne peut se
représenter avant sa conjuguée. Par conséquent le système de triples Sx, constitué

des colonnes o, 1, 2, n—1, et déterminé par Hlf ne possède

que le diviseur d'ordre minimum \\x9 i-\-x\9 \x, a2nx\\, ce qui était
à établir.

Un système de caractéristiques I2 appartenant à d 3 est un rectangle
(31) de n caractéristiques (§ 38). Notons aussi momentanément par
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0, I, 2, n-l, ces ;/ caractéristiques. Les deux autres systèmes de

caractéristiques équivalents à 2'2, qui se déduisent de S2 par les
substitutions tl et r2, n'ont aucune caractéristique commune avec lui (§ 38).

La substitution rs^=\x, adx\ change le système 22 en lui-même, en

opérant encore la permutation circulaire (0 I 2 n- I). Par conséquent,
ce qui vient d'être dit de la substitution t et de ses puissances t°, tl, t2,

tn~x, tn, t"*1, relativement au système 2\ et aux colonnes de

triples qu'il détermine, se répète identiquement de la substitution Z3 et
de ses puissances f, f, f, t^n-x\ tSn, t^n+1\ relativement au

système 22 et aux colonnes de triples qu'il détermine. La série des

colonnes de triples déduites de la colonne o par les puissances successives

de f se présente de la même façon (4) et le système de triples St,
constitué des colonnes o, 1,2, n — 1, et déterminé par 22> ne possède

que le groupe cyclique j x, 1 -j- x | j, ce qui était aussi à établir.

4. Une colonne cyclique de i-uples des éléments o, 1, 2, m—i,
est l'ensemble des ;// i-uples (combinaisons i à i) suivants :

tfi + *% #* + *> •••> <*« + *> i^z^m, (S)

où aly a2, at- sont i entiers différents parmi o, 1, 2, m—i;
x o, 1, 2, w — 1 ; chaque entier > w — 1 est remplacé par son

plus petit reste positif ou nul (mod m).
Cette colonne est fixée par l'un quelconque de ses z'-uples, que l'on

peut appeler sa tête de colonne.
En combien de colonnes cycliques différentes se répartissent les

m (m — 1) (m — 2) (m — i -\- 1)
_

i-uples des m éléments? Quel est le nombre des i-uples différents dans
chacune de ces colonnes La réponse à ces deux questions prend une
importance de plus en plus grande dans cette recherche des systèmes
cycliques de triples différents ; elle aurait sans doute la même importance
aussi dans l'étude plus générale des fonctions cycliques*} différentes d'une
forme donnée quelconque.

J'ai cru avoir établi en passant, dans un mémoire précédent5), un
théorème qui était une réponse à ces deux questions. J'ai rappelé ce

4) Qui possèdent le groupe cyclique j (o 1 2 m—1) de leurs m variables o, 1,2, m—1.
5) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1925, t. XVII, p. 52—53.
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théorème dans la note 25 du mémoire actuel auquel je me réfère. Mais
mon énoncé contient une erreur; la réponse complète n'est de loin pas
aussi simple que je Pavais vue. Heureusement cette erreur n'entache

gravement aucune des applications que j'ai faites jusqu'ici du théorème,
également dans le mémoire où je l'ai établi6).

L'énoncé incomplet, mais exact et suffisant pour corriger le premier
et pour l'application qui en sera faite plus loin (§ 8) est le suivant: Soit

I. Si i est premier avec m, chaque colonne cyclique de i-uples de m
éléments, contient m i-uples différents. Le nombre des colonnes cycliques
différentes de i-uples des m éléments est donc dans ce cas:

[m—1) (m — 2) {m — i-\- 1)_
mIL Si i est diviseur premier de m, une colonne ria que — i-uples

différents, celle déterminée par le i-uple:

o, - [O)

Les i-uples des m éléments se répartissent donc, dans ce cas, en:

1 \m(m—1) (m — 2) (m— i-\- 1) m\ 7— — —- r-f — - col. çycL de m z-uples cha-
m { z! z

"m
cune, et une col. cycl. de —- i-uples8).

6) C'est en cherchant la démonstration du théorème 3 énoncé plus haut, que j'ai découvert

mon erreur. Dans le mémoire actuel des Comm. Math. Helv., au §41, B, il n'y a qu'à
remplacer dans (42) la condition / non diviseur de n par / premier avec n et la condition
i diviseur de n par i diviseur premier de n. Avec cela, tout peut subsister à peu près
sans aucun changement, parce que dans les deux applications que je fais, 1 2 et /=3,
/ est ou premier avec /z, ou diviseur premier de n.

7) Le cas 1 / m est banal. Dans le cas / 1 < m, il y a une colonne de m /-uples.
Dans le cas / m ^> 1, il y a une colonne de 1 /-uple.

8) Les expressions:

(m— 1) (m—2) (m—/+ J) ^ • ^— —— —- 1 < 1 < m, l premier avec m,

(m—1) (m—2) ...(m—j'+i) i ^ 3.et -^ ~— !— 1 < 1 < /w, 1 diviseur premier de nij

sont donc des entiers. Pour la première du moins, le fait est facile à établir directement.
Dans les expressions correspondantes (40) et (41), p. 53, du mémoire cité à la note 5)î ^es

conditions / non diviseur de n et / diviseur de n sont à remplacer, comme plus haut
(note 6), par / premier avec n et / diviseur premier de n.
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III. et IV. Si i est diviseur composé de m, avec la colonne (6), d'autres
encore ont moins de ni i-uples. Si i et m ont un p. g. c. d. 8 ^> i et <^ i
(6) n'est pas un i-uple, mais certaines colonnes ont encore moins de m
i-uples.

Je reprendrai ailleurs l'étude et si possible l'établissement du théorème
sous sa forme complète. La réponse complète aux deux questions posées
plus haut paraît en tout cas nécessaire pour résoudre l'équation (2) dans
le cas de n quelconque. Pour ici, le premier point de l'énoncé ci-dessus

nous suffit, nous allons l'établir d'une façon simple et cette fois-ci
entièrement correcte.

5. Soit la substitution circulaire s (012 ni — 1) | ^, 1 -\-x
Soit une substitution quelconque du groupe I s j. Cette substitution a
des cycles égaux, qui contiennent ensemble les m éléments (note 27), et,

par le sens même de la notation cyclique, change les éléments de chacun
de ses cycles en eux-mêmes.

Si un z-uple est constitué de un ou plusieurs cycles d'une même
substitution du groupe j s J, il est changé en lui-même par cette substitution
Inversement, si un z-uple donné est changé en lui-même par une
substitution ç<* du groupe j 9 J, autre que l'identité, il contient d'un cycle
quelconque de sa ou tous les éléments ou aucun. La preuve en est simple
Soit at un élément d'un cycle de sn, contenu dans le 2-uple, soit ak le

premier élément qui suit at dans le cycle et qui ne serait pas contenu
dans le z-uple L'élément précédent cij est contenu dans le 2-uple et par
sa est changé en l'élément ak qui ne s'y trouverait pas, mais cela est

impossible avec l'hypothèse que sa change le 2-uple en lui-même.

Pour qu'une substitution du groupe j s J, autre que l'identité, change
un 2-uple en lui-même, il faut donc et il suffit que ce z-uple soit constitué

exclusivement des éléments de un ou plusieurs cycles de cette
substitution9). D'autie part, chaque 2-uple est constitué des éléments de

un ou plusieurs cycles de l'identité (o) (1) (2) [m — 1), mais l'identité
change aussi chaque 2-uple en lui-même.

Le nombre k des éléments d'un cycle d'une substitution de j s j, autre

que l'identité, est un diviseur de ;;/, ^> 1. Pour qu'une telle substitution
change un z-uple en lui-même, il faut donc que 1 et m ait un diviseur
commun k ^> 1. La colonne cyclique de <?-uples (5) des éléments o, 1, 2,

9) Mon erreur la première fois est venue du fait d'avoir omis de considérer le cas où le
J-uple est constitue de plusieurs cycles d'une même substitution du groupe.
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m — I, aura donc m z-uples différents, tant que i et m sont premiers
entre eux, c. q. f. d.

6. Théovème 1* Appelons de nouveau éléments les symboles
représentant les colonnes cycliques de triples de la série (4). Les substitutions
/, dans le cas du système de caractéristiques 2\, f, dans le cas du

système de caractéristiques Iî9 appliquées à ces colonnes cycliques de

triples, produisent la substitution circulaire (o 1 2 ...n — 1 o1 if ...n— 1 ')
|^, i-f-^l des 2n éléments o, 1, 2, n—1, o', 1', (n—1)'.

Formons le tableau cyclique suivant de ces éléments :

o,

I,
I,
2,

2,

3,

n—l,
o',

o',

i',
i',
2',

2

3',
(»-
o,

n—i, o', 1', (0—2)', (n—i)', o, 1, n—2,
o', 1', 2', (n—i)'9 o, 1, 2, n—\9 (7)

I', 2\ 3', O, I, 2, 3, O',

{n—\)'9 O, 1, n—2, n—l, o', 1', (n—2)'.

Les systèmes de n éléments de la première ligne du tableau (ou d'une

ligne quelconque du tableau) qui ne contiennent pas deux éléments
conjugués entre eux, sont les 2n systèmes de triples déterminés par I,x ou
2'2. Les colonnes cycliques de «-uples formées dans ce tableau, qui ne
contiennent pas deux rangées verticales conjuguées entre elles, sont les
ensembles de systèmes de triples équivalents, déterminés par 22 dans le
second cas, au système de triples représenté par le n-uple de tête ou
l'un quelconque des ^-uples de la colonne. Les systèmes de triples
représentés par deux de ces colonnes cycliques de ^-uples différentes,
sont donc différents.

Les diviseurs métacycliques que peuvent posséder les systèmes de

triples déterminés par It, sont j | x, 1 ~\- x \, | x, a®* x\\, wt= 2a+1. p/,
où fj/ est chaque diviseur de n/ (§ 1, troisième alinéa). Ceux que peuvent
posséder les systèmes de triples déterminés par J£2, sont \\x, 1 -f- x \,

x, a®* x\\9 w/= 2a+1. 3 u/y où f// est chaque diviseur de nt (§ 1, second

alinéa). On a n 2a n' et — 2a. nx =n n ; donc «/ nx.
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Pour simplifier, représentons par 2", à la fois Sx et 22 ; posons wz- —
2*+1./// et désignons par 7//, &£==. 2a+1*p/ s'il s'agit de 2\, 3 wt- z

2a+î.3f(/j s'il s'agit de 22.
D'après ce qui est dit au premier alinéa des substitutions t x, ax

et f •=. | x, as x |, la substitution ^«' appliquée aux colonnes cycliques de

triples et la substitution s™* appliquée aux éléments (7) produisent le
même effet. Donc, lorsque les systèmes de triples équivalents déterminés

par 29 possèdent le diviseur j | x, 1 --f- x |, \x, cfîî x | j, la colonne cyclique
de #-uples correspondante contient o){ #-uples différents, et inversement.
Le nombre x{ des systèmes de triples différents déterminés par I, qui
possèdent le diviseur métacyclique \\x, \-\-x\, \xycfl*x\\ est donc le
nombre des colonnes cycliques de ^-uples différentes, dont les ^-uples
n'ont pas deux éléments conjugués entre eux, qui contiennent a){ ^-uples
différents.

Ce nombre xiy le même pour 2\ et 22, dépend donc uniquement de
la constitution du tableau (7), c'est-à-dire de n seul. C'est le contenu du
théorème 1, qu'il fallait établir.

7. Théorème 2. 2èmepartie9 ocx ^ 1. La plus petite valeur de

(0/ est <0! 2*+1, pour ^/ 1. Posons, avec a^ 2rt+1, w =z= 2a On a

n 2a ntf z=z2a (2 ;//-(- 1) (§ I, troisième alinéa) 2a+1 .m-\-2azzn co+z^cOi.
Le système d'éléments suivants de la première ligne du tableau (7), est

un système de triples, qui se retrouve identique à lui-même à la
(a)! + i)ième ligne du tableau:

O, ioi, 2a)iy ma)ly w',

I, Wt+I, 2ft?rH, mtOi+l, (co+l)',

,(8)

En effet, d'abord il y a dans cet ensemble de w 2a lignes à 2m-\- 1

éléments chacune, la moitié des 2^ éléments o, 1, 2, ...,^—1, o', 1',

(«—i)', tantôt l'élément direct et tantôt l'élément conjugué; c'est-à-dire

n éléments qui ne contiennent pas deux éléments conjugués entre eux.
Il suffit pour le voir, de lire cet ensemble par rangées verticales, dans

l'ordre suivant de ces rangées: ière, {m -(- 2)ième, 2ième, (m f- 3)ième, etc.
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Ensuite il est immédiat que la substitution s®1 change les éléments de

chacune de ces lignes en eux-mêmes ; d'ailleurs ces lignes ne sont autres

que les w premiers cycles de la substitution s®1 (§5, premier alinéa).
Le système de triples (8) possède donc le diviseur métacyclique

d'ordre maximum \\x, i -\-x |, | x, a x | j ^4 wt ou 3^ selon qu'il
s'agit de Zl ou de 22, c.q. f. d.

8. Théorème 3. Soit n 2a .p, p premier impair; p -- 2m-\- 1.

Changeons encore une fois la notation des éléments représentant les

colonnes cycliques de triples du système de triples (8). Nous les noterons

dans le même ordre, pour les lignes et les colonnes, de la façon
suivante :

(9)

Soit ^/ le conjugué de l'élément a{. Appelons At- un ensemble de m/
éléments de la /ième ligne de (9), o ^ m/ z^ p, et B{ l'ensemble des

m/' éléments de la même ligne qui manquent dans A{. A{ détermine

B{ et l'on a m/ -\- m" =p. Appelons B/ l'ensemble des éléments
conjugués à ceux de B{.

Les 2n systèmes de triples déterminés par 2 sont toutes les
combinaisons possibles :

Aly BS; At9 B2'; ; A^ B»', (io)

dans lesquelles:

m

La substitution s10* effectue sur les éléments de la 2'lème ligne (9) la

permutation circulaire :

10) On retrouve immédiatement le nombre 2n En effet les possibilités pour Ax et donc

pour A1, B\ sont toutes les combinaisons de p éléments, o à o, 1 à 1, 2 à 2, p à /?,

c'est-à-dire \P\ -f- yf + \ ~T" • • • "4" y) 2 • Les possibilités pour la combinaison (10)

sont donc 2W^ 2*.
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La substitution z^1 appliquée aux colonnes cycliques de triples produit
le même effet, appliquée aux colonnes cycliques de triples conjuguées,
elle produit la permutation circulaire correspondante

W*~D/+i <2(z-i)/+2 a[p), t—\,2, ,o) (12)

On peut en donner deux raisons une substitution | x, /? x | change deux
colonnes conjuguées en deux colonnes conjuguées (§45, second alinéa)
ou les a) lignes (12) ne sont autres que les to derniers cycles de la
substitution ^wi (§7)

Les puissances de t qui peuvent changer en lui-même un système de

tnples déterminé par 21, sont a)z 2a+1 {ut' (I It) ou 3o)z 2a+1 3^/
(21 2*2), ce sont donc des multiples de 7^. Les puissances de s qui
peuvent changer en elle-même la combinaison (10) sont donc des

multiples de toi

Par les puissances de s®i aucun élément de At ne peut devenir un
élément de Ak ou de B'k, k^i, ou même un élément de Btr, à cause
des permutations (11) et (12) Donc At ne peut être changé qu'en lui-
même, dans une substitution s^i, {a entier positif, qui change (10) en
elle-même.

A cause de (11), les transformes de At par les puissances de jwi
forment une colonne cyclique de ////-uples dep éléments Pour o <^ mt' <ZP>

cette colonne contient p ^/-uples différents, m/ étant premier à /
(fc 4, I) On a donc uniquement les deux alternatives

Ier cas. Un au moins des mtr est 7^0 et ^p- Dans ce cas seule la

puissance ^wi change la combinaison (10) en elle même Le système
de tnples représente par (10) ne possède que le diviseur d'ordre minimum

j | x, 1-{-x\, \%, a^i^|J, ou p 1]^ —p ù>! 2a+1 p 2 n pour

I z= 2X et p 1^ —p 3 0)l =z 6 n pour S 2\.

2eme cas. Tous les mj sont o ou p. Dans ce cas la substitution s®1

change la combinaison (10) en elle-même ((11) et (12)). Le système de

triples représenté par (10) possède le diviseur d'ordre maximum \\x, i-\-x
\x, cfî1 x\ ou 3 wt selon qu'il s'agit de 2^ ou de 2*2.

Dans cette dernière alternative, chaque m/ peut être o et p, 1 1,

2, a) Le nombre des systèmes de triples est donc 2œ Lorsque un

système de triples du tableau (7) possède le diviseur j | x, 1 -f- x
| x, cfî1 x |

J la colonne cyclique de //-uples correspondante contient
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/2-uples différents (§6, avant-dernier alinéa), c'est-à-dire représente a)!

systèmes de triples équivalents. Des 2W systèmes de triples trouvés, il

y en a donc qui sont des systèmes de triples différents.

On a donc:

2(0 22" ^

et par suite:

n—a—\ n—a—.\ 2a—a—l w_j 2a—1
2 X* 2 2 2W 2

c. q. f. d.

(Reçu le il février 1932)
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