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Sur les systémes cycliques de triples
de Steiner différents pour N premier
de la forme 6n -1

par S. BAys, Fribourg

Les systétmes cycliques de triples différents dans les cas
d=1etd=3

1. Cette étude fait suite directement au mémoire paru sur le méme
sujet dans les fascicules précédents des Comm. Math. Helv.'). Les ré-
férences de paragraphes, chiffres et notes, données dans le texte, se rap-
portent exclusivement au mémoire indiqué?®), sauf celles qui de toute
évidence se rapportent au texte actuel.

Au chapitre V, nous avons établi, pour chercher a déterminer le nombre
et la nature des systémes cycliques de triples différents, détermenés (S 43,
premier alinéa) par un systéme de caractéristiques & qui appartient au
diviseur & de 37, 'équation suivante (50):

2=l — " ay 2T S _*_4”/5' Yk (1)

” . N N
dans laquelle %{ = 2%, n, entier impair = 1, « entier = 0; u,' =1,

w's ws'y ooy ta—1, up’ = n,, sont les diviseurs de #,; x; est le nombre
des systemes de triples différents déterminés par X' qui possedent (note 44)
le diviseur métacyclique [x, 1+ x|, |2, a® x| lw;=2u;d== 20+ y/ d.

Dans le cas &d = 1, cette équation est remplacée par une équation
plus simple (53):

2”'—“_1 r— ‘ul’ xl + !12, x2 + et —*— lué' xk" (2)

dans laquelle » = 24 #,’, », entier impair = 1, « entier == 0; u,' =1,
sy s’y ..y up—1, up —mn,, sont les diviseurs de »,'; x; est le nombre

1) Voir Vol. 2, Fasc. IV; Vol, 3, Fasc. [, II et IV.
2) Avec la répartition suivante:

Vol. 2, Fasc, IV: Avant-propos et chap, I, § 1 a 16, chiffre 1 a 13, note 1 a 26.
Vol. 3, Fasc. I: Chapitres II et III, §17 4 33, chiffre 14 4 30, note 27 a 4o0.
Vol. 3, Fasc. II: Chapitres IV et V, §34 & 51, chiffre 31 4 54, note 41 a 46.
Vol. 3, Fasc.IV: Chapitre VI, §52 & 59, chiffre 55 & 69, note 47 & 52.



des systemes de triples différents, déterminés par le systeme des carac-
téristiques principales, qui possedent (note 44) le diviseur métacyclique

Hx, 14 x|, |, a"’"xH; w; = 2 yu; = 2%y,

Le cas & = 3, déduit de l'équation (1) donne la méme équation (2)
que le cas & =1 traité d’une fagon particuliere (§ 50).

2. Dans cette étude nous établissons pour cette équation (2) commune
aux cas d =1 et & — 3, les trois théoréemes suivants:

Théoreme 1. La solutzon (x,, x,, ..., xp) de léquation (2) commune
aux deux cas d =1 ¢t d — 3, eSt la méme, pour le systeme des carac-
tévistiques principales comme pour chaque systeme de caractéristiques
avpartenant a d = 3. Flle ne dépend que de n. En particulier donc, le
nombre x, 4 x, - ... 4 xp des systeines de triples diffévents détermanés
par le systeme des caractévistiques principales et par chaque systeme de
caractévistiques appartenant a 4 = 3, est le méme.

Théoreme 2. Quel que soit n, on a dans cette équation (2): xp = 1,
%=1

Plus explicitement, dans les systemes de triples déterminés par le sys-
teme des caractéristiques principales, il en existe au moins UM quz ne
possede que le diviseur dordre minimum ||z, 1+ x|, |x, o x || et au
motns UM qui possede le diviseur dordre maximum ||x, 14 x|,
2, a® x|, 0= 2%, (549, 1)

Dans les systemes de triples déterminés par un systéeme de caractévis-
tiques appartenant a d— 3, il en cxiste au moins UN qui ne possede
que le deviseur dordre minimum || 2, 1 + x|, |z, e x|} = || x, 14 x|
et au moins WW qui posséde le diviseur dordre maximum ||x, 1+ x
lxy amx”, w=3.2°%, (§49,])

’

Théoréeme 3. Pour n —=2°.p, p premier impair, la solution de
Uéquation (2), qui dans ce cas n’a que deux termes au second membre,
28—l — gy, | px,, est la suivante:

yn—1 ___ 22"-—-1
O —— Qg =
=2 = 1, Ko =— . (3)




Le nombre x, - x, des systemes de triples différents déterminés par le
Systeme des caractévistiques principales et par chaque systeme de carac-
téristiques appartenant a d — 3, est ainsi, dans ce cas n=—12%.p:

2 2 (p— 1)

”n

Xy < Ay =

Nous n’établissons pas ces résultats exactement dans cette disposition,
qui a été admise uniquement pour avoir plus de clarté et d’ordre dans
les énoncés. Nous démontrons d’abord la premiére partie du théoréme
2, xp = 1; le résultat est tel qu'il contient en somme implicitement le
fait du théoréme 1. L’établissement de la seconde partie du théoréme 2,
x, = 1, et du théoreme 3 vient ensuite.

Avec ces résultats, la réponse a la question posée au § 51, dernier
alinéa, est sans autre:

Pour jV:6I, " == 21'5 ’ —151:’:.22]"'1_1: 1

Ay — — == 51; x4 x,=52,

0
Pour .V — 67, n—2°. 11 S 22‘ —0—1 — |

210_ 22 —1
re= 2t =05y =04,
9
Pour V=73, n—=2*3 ; x,— 22 —2-1-—2;
211_*__ 222—'1
Xy = = 1705 1 x, = 172,

0
Pour N=179, n = 2°-13; x, = 2% 01 = y;

212 220-—1

A, == = = 315; .t‘1+.r2:316.

Ces solutions sont bien celles du mznzmum pour x, + x, (§ 51 et § 47, 3°).

La solution (3) trouvée est en effet celle du mznzmum pour x, + x,
dans les cas @« =0, @« = 1, @ == 2, puisque dans ces cas 1, = I, x, = I,
%, — 2; mais déja pour @ = 3 la solution (3) #’est plus nécessazrement
celle du menzmum pour x, + x,. Il est évident en effet que pour ¢ = 3,

x, = 2¥—e—1 plest plus nécessairement le plus petit entier?®), pour lequel

8) Dans Déquation indéterminée 2”*!—= x, 4 p x,, le nombre x; 4 x; prend sa plus
petite valeur pour x; minimum.
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2n——a-—1 _—

?

22°—3—1 — 24 — 16 et on a déja 220 =1 (mod 3). Par contre il doit étre

Xy

est entier, ou 2#—*~!=1, (mod p). Ainsi pour » — 2%. 3,

facile de prouver directement que 27—<—1= 22—e=1 (mod p) ou donc
que l'expression de x, dans (3) est un entier.

3. Théoréme 2, 1°"° partie, ay = 1. Nous ferons la démonstra-
tion pour le systeme 'des caractéristiques principales; la démonstration
pour un systeme de caractéristiques appartenant a & -— 3 en découle
immeédiatement.

Soit 0, I, 2, ..., m— |, les » caractéristiques principales (§ 31). La
substitution 7 = | x, ax| change ce systéme des caractéristiques princi-

pales 2, en lui-méme en opérant la permutation circulaire (notes 7 et 27)

(012 ... m-1). Soit o, l'une des deux colonnes de triples déterminées
par 0. La substitution z=—|x, ax| la change en l'une des deux colonnes
de triples déterminées par |; celle-ci a son tour, en l'une des deux
colonnes de triples déterminées par 2, et ainsi de suite. Désignons par
o, 1, 2, ..., #— 1, la série des = colonnes cycliques de triples ainsi
déduites de o par les substitutions 2% #', #*, ..., #='; elle est un systéme
cyclique de triples détermanée par 2, (S 45).

La série des colonnes cycliques de triples déduites de o par les puis-
sances successives de la substitution 7 se présente donc de la fagon
suivante, en désignant par 2z’ la conjuguée de la colonne 7:

o,1,2, ..., n—1,0, 1,2 ..., (m—1),0 1, .. (4)
et cela toujours pour les mémes raisons: d’une part (§ 45, deuxiéme
alinéa), lorsque ¢ = |x, Br| change une caractéristique en une carac-
téristique, » = |z, ﬁxrchz?lge la paire de colonnes conjuguées déterminée
par la premiere caractéristique en la paire déterminée par la seconde;
d’autre part, dans la série des colonnes déduites de I'une d’elles par les
puissances successives de la substitution 7, une colonne ne peut se repré-
senter avant sa conjuguée. Par conséquent le systeme de triples S,, cons-
tetué des colonnes o, 1, 2, ..., n— 1, et déterminé par J,, ne posséde
que le diviseur d’ordre minimum ||z, 1 + x|, |¥, o®x|], ce qui était
a établir.

Un systéme de caractéristiques , appartenant a & — 3 est un rectangle
(31) de » caractéristiques (§ 38). Notons aussi momentanément par
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0,1, 2, ..., n-1, ces n caractéristiques. Les deux autres systémes de
caractéristiques équivalents a J3,, qui se déduisent de 2, par les substi-
tutions z' et 7%, n'ont aucune caractéristique commune avec lui (§ 38).

La substitution 7°* — |z, &’x| change le systétme 3, en lui-méme, en
opérant encore la permutation circulaire (0 12 ... n - 1). Par conséquent,
ce qui vient d’étre dit de la substitution # et de ses puissances #°, #', 7%

, o gl ) relativement au systeme X, et aux colonnes de
triples qu’il détermine, se répete identiquement de la substitution £ et
de ses puissances 2, £, %, ..., =D pBr B+ relativement au
systeme 2%, et aux colonnes de triples qu’il détermine. La série des
colonnes de triples déduites de la colonne O par les puissances succes-
sives de £ se présente de la méme fagon (4) ez le systeme de triples S,,
constitué des colonnes O, 1, 2, ..., n— 1, ¢t déterminé par 2,, ne posséde
que le groupe cyclique “x, 1 4 x||, ce guz était aussi a établiy.

4. Une colonne cyclique de i-uples des éléments o, 1, 2, ..., m—1,
est I'ensemble des sz z-uples (combinaisons 7z a 7) suivants:

1

ay+x, ay+x, ..., a;+x, 1 =127=—=w, (5)

\

ou a,, @, ..., a; sont z entiers différents parmi o, 1, 2, ..., m—1;
xr—=o0, 1, 2, ..., m — 1; chaque entier > m — 1 est remplacé par son
plus petit reste positif ou nul (mod ).

Cette colonne est fizée par 'un quelconque de ses z-uples, que l'on
peut appeler sa #fe de colonne.

En combien de colomnes cycliques différentes se répartissent les

m(m—1) (m-—2) ... (m—z-41)

z!

z-uples des m éléments? Quel est le nombre des z-uples defférents dans
chacune de ces colonnes ? La réponse a ces deux questions prend une im-
portance de plus en plus grande dans cette recherche des systeémes
cycliques de triples différents; elle aurait sans doute Ja méme importance
aussi dans I’étude plus générale des fonctions cyclzgues*) différentes d’une
forme donnée quelconque.

Jai cru avoir établi en passant, dans un mémoire précédent’), un
théoréme qui était une réponse a ces deux questions. J’ai rappelé ce

4) Qui possédent le groupe cyclique : (o12...m—1i) } de leurs m variables o, 1,2, ..., m—I.
5) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1925, t. XVII, p. 52—53.
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théoréme dans la note 25 du mémoire actuel auquel je me réfere. Mais
mon énoncé contient une erreur; la réponse complete n’est de loin pas
aussi simple que je l’avais vue. Heureusement cette erreur n’entache
gravement aucune des applications que jai faites jusqu’ici du théoreme,
également dans le mémoire ol je l'ai établi®).

L’énoncé incomplet, mais exact et suffisant pour corriger le premier
et pour I’application qui en sera faite plus loin (§ 8) est le suivant: Soit

1<z m'):

1. S7 7 est premier avec m, chaque colonne cyclique de z-uples de m
éléments, contient m z-uples diffévents. Le nombre des colonnes cycliques
dzfféerentes de i-uples des m éléments est donc dans ce cas:

(me — 1) (m—2) ... m—2-41)

z!

.. .. . mo .
1. Sz 7 est diveiseur premier de ni, une colonne w'a gue -— z-uples
s q
z

différents, celle détermenée par le z-uple:

mo 2m (—1)m
Dy — 5 g amiy (6)
Les z-uples des m éléments se répartissent donc, dans ce cas, en:

1 g m (m—1) (7ﬂ—?) e (m—24-1) _Zf col. ¢ycl. de m z-uples cha-

w z!

m .
cune, et une col. cycl. de - z-uples®).

6) C’est en cherchant la démonstration du théoréme 3 énoncé plus haut, que j’ai décou-
vert mon erreur. Dans le mémoire actuel des Comm. Math. Helv., au §41, B, il n’y a qu'a rem-
placer dans (42) la condition i non diviseur de n par i premier avec n et la condition
i diviseur de n par i diviseur premier de n. Avec cela, tout peut subsister & peu pres
sans aucun changement, parce que dans les deux applications que je fais, [ =—2 et [== 3,
I est ou premier avec n, ou diviseur premier de n.

7) Le cas 1 = i ==m est banal. Dans le cas i=—1 < m, il y a une colonne de m i-uples.
Dans le cas i==m > 1, il y a une colonne de 1 i-uple.

8) Les expressions:

(m—1) (m—2) ... (m—i— 1)
il
m—1) ((m—2) ... (m—i-1 I . e .
et ( ) ( l)'/ ( + )_T’ 1< i < m, i diviseur premier de m,
sont donc des entiers. Pour la premiére du moins, le fait est facile a établir directement.
Dans les expressions correspondantes (40) et (41), p. §3, du mémoire cité i la note 5), les

conditions i non diviseur de n et i diviseur de n sont i remplacer, comme plus haut
(note 6), par i premier avec n et i diviseur premier de n.

, 1< i< m, i premier avec m,
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III. et IV. 87 7 est diviseur composé de i, avec la colonne (6), & autres
encore ont moins de m z-iples. Si 7 et moont un p.g.c.d. d > 1 et < 2
(6) iest pas un z-uple, mazs certaines colonnes ont encove moins de m
z-uples.

Je reprendrai ailleurs I'étude et si possible ’établissement du théoréeme
sous sa forme complete. La réponse compléte aux deux questions posées
plus haut parait en tout cas nécessaire pour résoudre 'équation (2) dans
le cas de » quelconque. Pour ici, le premier point de I'énoncé ci-dessus
nous suffit; nous allons I’établir d’unc fagon simple et cette fois-ci en-
tierement correcte.

5. Soit la substitution circulaire s = (012 ... m—1) = |x, 14 2.
Soit une substitution quelconque du groupe [s]. Cette substitution a
des cycles égaux, qui contiennent ensemble les 7 éléments (note 27), et,
par le sens méme de la notation cyclique, change les éléments de chacun
de ses cycles en eux-mémes.

Si un z-uple est constitué de ux ou pluszeurs cycles d’'une méme subs-
titution du groupe |s|, il est changé en lui-méme par cette substitution.
Inversement, si un z-uple donné est changé en lui-méme par une subs-
titution s du groupe |s/|, autre que lidentité, il contient d’un cycle
quelconque de s® ou zous les éléments ou aucun. La preuve en est simple.
Soit @; un élément d’'un cycle de s¢, contenu dans le z-uple; soit @, le
premier élément qui suit ¢; dans le cycle et qui ne serait pas contenu
dans le z-uple. L’élément précédent «@; est contenu dans le z-uple et par
s* est changé en I'¢élément @, qui ne s’y trouverait pas; mais cela est
impossible avec I’hypotheése que s* change le z-uple en lui-méme.

Pour qu’une substitution du groupe {s!, autre que lidentité, change
un z-uple en lui-méme, il fawut donc et il suffit que ce z-uple soit cons-
titué exclusivement des éléments de ux ou plusizeurs cycles de cette
substitution®). D’autre part, chaque z-uple est constitué¢ des éléments de
un ou plusieurs cycles de T'identité (0) (1) (2) ... (m2— 1); mais l'identité
change aussi chaque z-uple en lui-méme.

Le nombre %4 des éléments d’un cycle d’'une substitution de {5:, autre
que l'identité, est un diviseur de 72, > 1. Pour qu’une telle substitution
change un z-uple en lui-méme, il fuut donc que 7 et s ait un diviseur
commun £ > 1. La colonne cyclique de z-uples (5) des éléments o, 1, 2,

9) Mon erreur la premiere fois est venue du fait d’avoir omis de considérer le cas ou le
i-uple est constitué de plusieurs cycles d’une méme substitution du groupe.
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..., mt— 1, aura donc m z-uples différents, Zant que 7 et m sont premzers
entre eux, c, q. f. d.

6. Théoréme 1. Appelons de nouveau éléments les symboles repré-
sentant les colonnes cycliques de triples de la série (4). Les substitutions
Z, dans le cas du systéme de caractéristiques 2,, #, dans le cas du
systeme de caractéristiques J,, appliquées a ces colonnes cycliques de

triples, produisent la substitution circulaire s —=(012...7—10'1"...2—1')

= |x, 14 x| des 22 éléments o, 1, 2, ..., n—1,0, 1, .. , (n—1)".

Formons le tableau c¢yclegue suivant de ces éléments:

o, I, 2, , n—1, O, 1, 2/, , (n—1),

I’ 2) 3’ ’ O” I” 2,’ 3" b O’

...... 8 Bh o e o £ i 2 5 e o & 5 s e & AR B M e B R R 0 i Bl s AR s e el 3
.............................. e e e e
n—1i, o', 1/, , (n—2)', (n—1), 0, 1, , n—2,

o', ', 2/, , (n—1), o, 1, 2, , n—1I1, (7)
1’ 2, 3, ;O 1, 2, 3 , 0,

et e e e ,
e e e e e ,
(n—1)', o, 1, , n—2, n—1, O, 1, .. (m—2).

Les systemes de » éléments de la premicre ligne du tableau (ou d’une
ligne quelconque du tableau) qui ne contiennent pas deux éléments con-
jugués entre eux, sont les 2% systemes de triples déterminés par 2, ou
2,. Les colonnes cycliques de z-uples formées dans ce tableau, qui ne
contiennent pas deux rangées verticales conjuguées entre elles, sont les
ensembles de systemes de triples éguzvalents, déterminés par 3, dans le
second cas, au systeme de triples représenté par le z-uple de téte ou
I'un quelconque des z-uples de la colonne. Les systemes de triples re-
présentés par deux de ces colonnes cycliques de z-uples différentes,
sont donc dzfférents.

Les diviseurs métacycliques que peuvent posséder les systémes de
triples déterminés par 3, sont { |, 1 47z |,|x o™ x ||, w;= 27" 4/,
ou w; est chaque diviseur de #»,’ (§ 1, troisiéme alinéa). Ceux que peuvent
posséder les systemes de triples déterminés par J,, sont {| x, 14|,
|z, e x|}, w;= 2%t 34/, ot ¢/ est chaque diviseur de #, (§1, second
3%

et 2= 22,5, —»n; donc n,' — n,.

alinéa). On a n=2%.n,
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Pour simplifier, représentons par 2, a la fois X, et 2,; posons w; =
20+, /et désignons par 7;, w;— 2+, sl s'agit de 3, 3w; -
20+l 34/, §'il 'agit de 2.

D’aprés ce qui est dit au premier alinéa des substitutions 7 = | x, ax |
et = |x, &' x|, la substitution " appliquée aux colonnes cycliques de
triples et la substitution s appliquée aux éléments (7) produisent le
méme effet. Donc, lorsque les systemes de triples équivalents déterminés
par 3, possédent le diviseur | |z, 1+ 2], |7, alix |, la colonne cyclique
de 7z-uples correspondante contient w; #-uples différents, et inversement.
Le nombre x; des systemes de triples différents déterminés par 2, qui
possédent le diviseur métacyclique ||z, 1-+x|, |+, a% || est donc le
nombre des colonnes cycliques de n-uples différentes, dont les z-uples
n‘ont pas deux éléments conjugués entre eux, qui contiennent w; z-uples
différents.

Ce nombre x;, le méme pour %, et 3,, dépend donc uniquement de
la constitution du tableau (7), c’est-a-dire de¢ n seul. C’est le contenu du
théoréeme 1, qu’il fallait établir. '

!

7. Théoréme 2. 2*™ partie, ac, — 1. La plus petite valeur de
w; est w, == 22+1, pour y," = 1. Posons, avec w, — 2°*!, w —22. On a
n=—2%.n'—=2°(2m-+ 1) (§1, troisitme alinéa) = 2¢+1 . 3 | 2¢ — w+mw,.
Le syst¢eme d’éléments suivants de la premiére ligne du tableau (7), est
un systéme de triples, qui se retrouve identique a lui-méme a la
(w, -+ 1)¥me ligne du tableau:

0, w,, 2w,, eery MWy, w', (wto), ..., (mow~o),

I, w+I, 20,41, ery MW T, (w+1), (0Fw+1), ..., (mo-w+1),
........................................................................................ L (8)
........................................................................................ ,
w—1, oto-1, 20401, ..., no+o-1, (0,~1), (20,-1), , (mw,—1)

En effet, d’abord il y a dans cet ensemble de w — 2° lignes a 2m -} 1
éléments chacune, la moitié des 2z éléments o, 1, 2, ..., n—1, 0, 1/, ...,
(—1)', tant6t 1’élément direct et tantdt 1’élément conjugué; c’est-i-dire
n éléments qui ne contiennent pas deux éléments conjugués entre eux.
Il suffit pour le voir, de lire cet ensemble par rangées verticales, dans
Pordre suivant de ces rangées: I, (s -} 2)ieme, 2itme (4 L 3)iéme  etc,
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Ensuite il est immédiat que la substitution s®1 change les éléments de
chacune de ces lignes en eux-mémes; d’ailleurs ces lignes ne sont autres
que les w premiers cycles de la substitution s®: (§5, premier alinéa).

Le systeme de triples (8) posseéde donc le diviseur métacyclique
d’'ordre maximum i lx, 142, |7, o x |f , 71 — w, ou 3w, selon quil
sagit de 5, ou de J,, c.q.f.d.

8. Théoréme 3. Soit n — 2% .p, p premier impair; p — 2m - 1.

Changeons encore une fois la notation des éléments représentant les
colonnes cycliques de triples du systéme de triples (8). Nous les note-
rons dans le méme ordre, pour les lignes et les colonnes, de la fagon
suivante:

a,, dyy ... y Ap
Apits Apy2y e , Qop,
......................................... , (9)
......................................... 5
Aw—1)p+1 F@—1)p+25 +o-n-- y Qup

Soit a;' le conjugué de 1’élément «;. Appelons A4; un ensemble de 2,/
éléments de la Ztme ligne de (9), 0 =wm,;/ = p, et B; I'ensemble des
m;" éléments de la méme ligne qui manquent dans A;. A; détermine
B; et Ton a m; -+ m;" = p. Appelons B, I'ensemble des éléments con-
jugués a ceux de B;.

Les 2” systémes de triples déterminés par XY sont toutes les combi-
naisons possibles:

’ ’
Ay, B Ay, By ... ) Aw’ Bu)” (IO)
dans lesquelles:
= | s fomsatnd o o 1 == 10
O—=my —=p, O=my —=p, ...... , O=my, —=p").

La substitution s®1 effectue sur les éléments de la zime ligne (9) la
permutation circulaire:

10) On retrouve immédiatement le nombre 2”. En effet les possibilités pour A, et donc
pour A,, B,’ sont toutes les combinaisons de p éléments, oao, 121, 222, ..., pap,

c’est-a-dire (g) -+ (110) -4 (g) e (Z) — 22, Les possibilités pour la combinaison (10)

sont donc 2®? — 2%,
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(d(,-_l)lﬂ.l Ai—1) p+2 evveee d,-j)), Z2=—1,2,..., 0. (I I)

La substitution #": appliquée aux colonnes cycliques de triples produit
le méme effet; appliquée aux colonnes cycliques de triples conjuguées,
elle produit la permutation circulaire correspondante:

(a(’i—-l)j+1 a(’i—l)p-i-‘-’ ...... d:",;), z— 1,2,..., 0. (IZ)

On peut en donner deux raisons: une substitution |z, § x| change deux
colonnes conjuguées en deux colonnes conjuguées (§45, second alinéa)
ou les v lignes (12) ne sont autres que les w derniers cycles de la subs-
titution s®1 (§7).

Les puissances de # qui peuvent changer en lui-méme un systéme de
triples déterminé par X, sont o, = 2¢+!. ¢/ (¥ = 23,) ou 3w; = 22+, 34/
(¥ = 2)); ce sont donc des multzples de 3,. Les puissances de s qui
peuvent changer en elle-méme la combinaison (10) sont donc des wmeui-
tiples de w, .

Par les puissances de s®1, aucun ¢élément de A; ne peut devenir un
élément de A, ou de By, k%7, ou méme un élément de B/, 4 cause
des permutations (11) et (12). Donc 4; ne peut étre changé qu’en lui-
meéme, dans une substitution s#®1, « entier positif, qui change (10) en
elle-méme,

A cause de (11), les transformés de A; par les puissances de s®1
forment une colonne cyclique de 7¢;'-uples de p éléments. Pour o < m; < p,
cette colonne contient p z/-uples différents, ¢, étant premier a p
(§ 4, I). On a donc uniquement les deux alternatives:

17 cas. Un au moins des #z;/ est 20 et = p. Dans ce cas seule la
puissance sP®1 change la combinaison (10) en elle méme. Le systeme
de triples représenté par (10) ne possede que le diviseur d’ordre mini-
mum ||z, 14 x|, |z, aPi x|}, ol pay=pw —2%'.p—=2n pour
2=2 et py, =p.30w0, =6n pour J=2J,.

2¢m¢ cqs. Tous les m,; sont 0 ou p. Dans ce cas la substitution 1
change la combinaison (10) en elle-méme ((11) et (12)). Le systeme de
triples représenté par (10) possede le diviseur d’ordre maximum z |2, 142,
|z, & x| !, 7 = w; ou 3 w, selon quil s’agit de X, ou de 2.

Dans cette derniére alternative, chaque m, peut étre 0 ez p; 7 =1,
2, ..., w. Le nombre des systémes de triples est donc 2®. Lorsque un
systeme de triples du tableau (7) possede le diviseur Hx, 1-+x|,

|z, @™ x|}, la colonne cyclique de #-uples correspondante contient w,
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n-uples différents (§6, avant-dernier alinéa), c’est-a-dire représente w,
systémes de triples équivalents. Des 2% systemes de triples trouvés, il

2@ . \ : -
y en a donc qui sont des systemes de triples dzfférents.
W,
On a donc:
2a
. a4 L 2 — 2%—a—1
xl - wl = 2a+1 b
et par suite:
20 p— 241
v — 2n—a——1___xl - pn—a—1l__ o a—1 o on—1__ o
2 ﬁ f 7 ’
c.q.f. d.

(Regu le 11 février 1932)
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