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Sur le groupe de la géométrie
hypersphérique

par ELIE CARTAN, Paris

1. On appelle, d’apres H. Poincaré, kypersphere le lieu des points du
plan complexe qui satisfont a I’équation

rx+yy—1=o.

On peut envisager ’hypersphére comme un espace réel a trois dimen-
sions; il est homéomorphe a P'espace sphérique, puisque chacun de ses
points est déterminé d’une maniére biunivoque par quatre nombres réels
assujettis a avoir la somme de leurs carrés égale a 1. H. Poincaré a
démontré que toute transformation analytzque sur les variables complexes
x, y laissant invariante I'hypersphere est une homographie du plan; ces
homographies, que nous appellerons hermitiennes, dépendent de 8 para-
meétres réels’). Il existe aussi une famille d’antzzomographies dépendant
du méme nombre de paramétres et laissant 'hypersphere invariante; on
les obtient en combinant les homographies considérées avec lantiznvo-
lution qui fait passer du point (r, ) au point conjugué (, y). Le groupe
mixte ainsi obtenu n’est autre que le groupe de la géométrie hermitienne
hyperbolique, étudiée par G. Fubini et E. Study.

Au lieu de porter notre attention, comme ces deux géometres, sur les
points du plan intérieurs a I’hypersphére, nous allons considérer de pré-
férence les points de I'’hypersphére, regardée comme un espace a trois
dimensions, et certaines lignes remarquables tracées dans cet espace,
les chaines et les cercles. De méme que, dans 'espace projectif réel, le
réseau formé par les droites détermine par lui-méme, sans aucune con-
sidération de continuité, le groupe projectif de ’espace, de méme nous
montrerons que chacun des réseaux déterminés par les chalnes et par
les cercles suffit pour déterminer le groupe de I'hypersphére.

Les chaines de I'hypersphére et le groupe qui les conserve

2. Pour arriver a la notion de chaine, revenons au plan projectif
complexe, avec ses coordonnées non homogénes x, y. Si nous consi-

1) H. Poincaré, Les fonctions analytiques de deux variables et la repré-
sentation conforme (Rendic. Circ. Mat. Palermo, 23, 1907, § 7, p. 207—212).
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dérons un point M (x,, y,) de I'hypersphere?®) et les différentes droites
(complexes) issues de 4/, on démontre faeilement qu'une de ces droites
et une seule n'a que le point #/ en commun avec 'hypersphere; cest
la tangente en M a Phypersphere, d’équation

22y + 99— 1 = 0.

Toutes les autres droites issues de A4/ coupent I'hyperspheére en une in-
finité de points formant une ligne continue a une dimension réelle, qu’on
appelle une c/aine®). Ces lignes jouissent de la propriété que le rapport
anharmonique de quatre quelconques de leurs points est réel. Par exemple
la droite y — 0 coupe l'hypersphere aux points (r = ¢®, y — 0), 6 étant
un parameétre réel.

Il est bon dajouter qu'une droite du plan peut n’avoir aucun point
commun avec 'hypersphere; il en est ainsi de la droite de linfini. De
sorte qu'on peut partager les droites du plan en trois catégories: les
tangentes, les sécantes et les non-sécantes,

En défnitive les chaines sont les sections de 'hyperspherve par les droites
sécantes du plan projectif complexe.

On voit immédiatement que par deux points de I'liypersphere il passe
une chaine et une seule. Ce théoreme rapproche les chaines des droites
de l'espace projectif réel; mais nous allons voir qu'il y a entre ces deux
notions de profondes différences.

3. Dans l'hypersphere, il n'existe pas de surface analogue au plan;
nous allons montrer en effet qu'étant donné un triangle ABC de chaines,
toute chaine qui rencontre les trois chaines BC, CA, AB passe nécessazre-
ment par un des sommets A, B, C.

Prenons en effet 4, B, C comme sommets d’un triangle de référence;
nous pouvons encore choisir le systeme de coordonnées x, y, £ de ma-
niere que l'équation d’une droite donnée 4 ne passant par aucun des
trois points 4, B, C soit x + y + 5 = 0. Cela posé, 'équation de I'hy-
persphere s’obtiendra en annulant une forme d’Hermite indéfinie non
dégénérée; elle sera nécessairement de la forme

ay5+22}7+bz;+—5—x5+ cxy -+ cyxr = o.

2) En géométrie projective complexe, on emploie habituellement, d’apres C. Segre, I'ex-
pression hyperconique.

8) Sur cette notion, due 4 von Staudt, voir E. Cartfan, Legons sur la géométrie
projective complexe (Paris, Gauthier-Villars, 1931, p. 12).
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Si la droite 4 était le support d’'une chaine rencontrant les trois chalnes
BC, CA, AB, ses points d’intersection avec les cotés du triangle de
référence satisferaient a I'’équation précédente ; or ces points sont (0, 1, —1),
(—1, 0, 1) et (1, — 1, 0); on aurait donc

a—{—;:b—{—g:c—i—g:o.

Mais cela est impossible, parce que le discriminant

:abc-—[—c_zzg

>~ o1 0
Q| O o
O 8§ =

de la forme d’Hermite serait nul, et la forme serait dégénérée.
b

4. Avant d’énoncer le théoréme que nous nous proposons de démontrer,
indiquons une nouvelle propriété qui nous sera utile et qui est du reste
intéressante en elle-méme.

Lemme. On considére dans le plan projectef complexe un point A
Lune hyperspherve, trozs droctes 4y, dy, dy zssues de A et la tangente T
en A a 'hyperspheve. Pour qu’il existe sur les chaines C,, C,, Cy portées
par 4d,, dy, dy, trois points alignés différents de A, il faut et il suffit
que le rapport anharmonzque (4, 4, 43 T) sozt imaginazre.

Prenons en effet sur la chaine 4; un point B distinct de 4, et soit C
le point d’intersection des tangentes en 4 et B a I'hypersphere. En pre-
nant 4, B, C comme sommets du triangle de référence, on peut toujours
réduire I'équation de I'hypersphére a la forme

xy +yx — 55 = o.

Cela posé, cherchons si 'on peut mener par le point B une droite telle
que ses points d’intersection avec 4, et 4, appartiennent a 'hypersphere.
Les équations de 4, et de 7 sont respectivement

soient
Y —myE=0, Yy—mMmys=—0

celles de 4, et de 4,; soit enfin

Xr—Az2=0
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Péquation de la droite cherchée. Elle coupe les droites ., et 4, aux
points (4, me,, 1) et (4, m,, 1). Ces points seront sur 'hypersphere si 'on a

my A A =1,
Wy b ity A= 1.

Ces deux équations admettent une solution et une seule si le détermi-

nant #z, m,— 2, m, n'est pas nul. Or, cela exprime la condition pour
que le rapport anharmonique
My

(dy dy 43 T) = (1124, 2y, 00, 0) =

",

soit imaginaire. La condition énoncée dans le lemme (rapport anhar-
monique imaginaire) est donc su/fisantc pour qu’on puisse trouver sur
C,, C,, C; trois points alignés.

La condition est nécessazre, car s'il existe sur C,, C,, C; trois points
alignés M,, M,, M,, le point d’intersection J/, de la droite qui les porte
avec la tangente 7 ne peut étre situé sur I'hypersphere, ni par suite sur
la chaine déterminée par M,, M,, M,; le rapport anharmonique (J/, M,
My M,) est donc imaginaire, et par suite aussi le rapport (d, 4, 43 7'),
qui lui est égal.

5. Nous allons maintenant démontrer le théoreme suivant.

Théoréme A. St une transformation ponctuelle de [I'ltypersplhere jouzt
des propreétés suzvantes:

1° Elle est unzvoque, c’est-a-dive qu'elle transforme un point donné de
Uhypersphere en un point détermniné de Ileypersphere;

20 Elle transforme deux points distincts en deux points distincts;

3° Elle transforme trois points sur une wéwie chaine en trois points
sur une méme chaine;

4° Elle transforme itrozs points mnon sur une méme chaine en trois
points non sur une méme chaine;

Cette transformation rvésulte d’une homographie ou d’une anitihomo-
graphie du plan projectsf complexe.

Nous ne supposons donc dans I’énoncé, ni que la transformation admet
une inverse, ni qu’elle est continue.

Le théoréme analogue, ou 'on remplace 'hypersphere par I'espace pro-
jectif réel et les chaines par les droites, peut étre regardé comme clas-
sique. Grace aux propriétés du quadrilatére complet, on le rameéne au
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théoréme de Staudt sur les transformations ponctuelles de la droite qui
conservent les divisions harmoniques.

Ici, d’apreés ce qui a été démontré au N° 3, il n’existe pas de figure
analogue au quadrilatere complet. Il faut donc suivre une marche diffé-
rente. Nous allons nous appuyer sur le lemme du N° 4.

6. La transformation ponctuelle donnée, que nous désignerons par -/,
transforme évidemment toute chalne de I’hypersphére en une chaine
déterminée et deux chaines distinctes en deux chaines distinctes. Soit
alors 4 un point de l'hypersphere, 7 la tangente en A, et C,, C,, C;
trois chaines passant par A, de supports d,, 4;, d;. Nous désignerons
par des lettres accentuées les éléments transformés par J. Si le rapport
anharmonique (4, J, 4, 7°) est imaginaire, le lemme du N° 4 montre
immédiatement que le rapport anharmonique (4, 1’ J;' 7') est aussi
imaginaire.

En supposant toujours le rapport (d, 4, J; 7°) imaginaire, considérons
une quatrieme sécante 4, issue de A4, telle que le rapport anharmonique
(4, 4, dy 4,) soit réel; il existera alors une chalne rencontrant C,, (},
C,, C,, et par suite aussi une chaine rencontrant C/, C,, ¢, C,/; le
rapport anharmonique (4," 4, 45’ 4,") sera donc aussi réel.

Cela posé, J, et 4, désignant deux sécantes particuliéres issues de .4,
4 une sécante variable, désignons par A le rapport anharmonique
(4 4, 4, T) et par A" le rapport anharmonique (4" 4," 4, 7'). Repré-
sentons 4 par le point du plan de la variable complexe qui a pour
affixe A, et 4’ par le point d’affixc A’. Comme 7 correspond a A = o9,
les deux propriétés qui ont été démontrées dans ce numéro peuvent
s’énoncer de la maniere suivante:

A tout point du plan euclidien de la variable complexe )\ la transjfor-
mation J fait corvespondre un point déterminé; a dewx pornts distincts
covvespondent deux points distincts; a trois points non alignés corves-
pondent trois points non alignés; & quatre points sttués Sur une miéie
circonférence corrvespondent quatre points situés sur une méme circonfé-
rence.

Nous allons étudier de plus pres cette transformation.

7. Considérons le peint A — 0, que nous appellerons le point origine;
c'est I'image de 4,, et aussi de 4,"; il est par suite son propre trans-
formé. Effectuons une inversion ayant ce point pour podle. La transfor-
mation 7 deviendra une transformation J qui laissera invariant le point
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a linfini (image de J, et de .1,’), et qui transformera trois points alignés
suivant une droite ne passant pas par lorigine en trois points alignés
suivant une droite ne passant pas par l'origine. Toute droite ne passant
pas par Porigine est ainsi transformée en une droite ne passant pas par
I'origine.

Examinons d’abord le cas ou deux droites distinctes seraient trans-
formées dans la méme droite J'; on en déduit immédiatement que tout
point du plan autre que lorigine est changé en un point de §’. En
revenant au plan projectif complexe, nous voyons que dans ce cas, les
transjformeées des difféventes sécantes issues du pornt A de ['liypersphere
appartiennent toutes a une méme chaine de droites issues de A'y une telle
chaine étant caractérisée par la propriété que le vapport anharmonique
de quatre quelconques de ses droites est réel; cette chaine de droztes ne
contient du reste pas la tangente 7.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et que, dans le plan de la variable
complexe A, deux droites distinctes ne passant pas par l'origine soient
changées en deux droites distinctes ne passant pas par lorigine. A
I'aide des propriétés du quadrilatere complet, on montre alors que quatre
points en division harmonique sur une droite J ne passant pas par l'ori-
gine sont transformés en quatre points en division harmonique sur la
droite transformée ¢’. Par suite, d’apres le théoreme de Staudt-Darboux*),
la transformation J, appliquée aux points de J, conserve le rapport an-
harmonique. Si «, 8, y, ¢ sont alors quatre points tels que trois quelcon-
ques d’entre eux ne soient pas en ligne droite et que le point origine
ne soit sur aucune des droites joignant ces points deux a deux; si ',
g', y', & sont les points transformés, et si on prend ces deux quaternes
de points comme bases de deux systemes de coordonnées projectives,
les coordonnées relatives au second systeme du point A’ transformé de
A sont égales aux coordonnées de A relatives au premier systéeme. La
transformation &, du moins tant quelle est appliquée aux points diffé-
rents de ['ovigine, est donc une homographie plane réelle et, comme elle
transforme tout point a distance finie en un point a distance finie, elle
se traduit par une substitution linéaire sur les coordonnées cartésiennes.
Mais d’autre part elle doit changer toute circonférence ne passant pas
par l'origine en une circonférence; c'est donc une homographic ou une
antihomographze de ['affixe du point courant.

8. La conclusion qui se dégage de cette analyse est la suivante: FEfant
donné un point A de I'lypersphere, trois cas sont possibles:

4) E. Cartan, loc. cit. 3, p. 6.
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1° Ou bien les transformiées des différventes sécantes issues de A appar-
tzennent toutes a une méme chaine de droites issues de A';

2° Ou bien deux sécantes distinctes issues de A sont transformées en
deux sécantes distinctes issues de A', le rapport anliarmonique de quatre
sécantes étant égal a celuz de leurs transjformées;

3° Ou bien deux sécantes distinctes sont transformées en deux sécantes
distznctes, le rapport anharmonique de quatre sécantes étant complexe
conjugué de celuz de leurs transformées.

C’est de ces résultats que nous allons déduire la conclusion finale.

9. Montrons d’abord que la premiere possibilité ne peut se présenter
pour deux points distincts A4 et /2 de 'hypersphere. Prenons en effet
leurs transformés A’ et B’ comme sommets d'un triangle de référence,
le troisieme sommet étant indéterminé. Les transformées des différentes
sécantes issues de A appartiennent au faisceau de droites de sommet
A" (1, o, 0) et, dans ce faisceau, a une chaine de droites contenant
certainement la droite 4" B' d’équation 5 = 0; I'équation générale des
droites de cette chaine est donc de la forme

a et @ étant deux constantes complexes, # un parametre réel; mais on
peut, en prenant le sommet C sur la droite y — @z, réduire £ a zéro;
de plus, en remplagant y par ay, réduire « a P'unité. Par suite le trans-
formé de tout point de I’hyperspheve a des coordonnées x, y, s dont les
deux dernzeres sont dans un vapport réel.

Un raisonnement analogue montre qu’on peut achever la détermination
du syst¢me de référence de maniére que le transformé de tout point
de I'’hypersphere ait des coordonnées ayant tous leurs rapports mutuels
réels. On peut donc supposer que les transformés des dzfférents points
de hypersphere ont leurs coovdonnées véelles.

Il en résulte que le lieu de ces transformés appartient a une méme
conique a équation réelle. Mais cela est impossible. En effet il existe
une infinité de sécantes de I'hypersphére et chaque sécante contient une
infinité de points. Il doit donc y avoir, en considérant les transformés,
une infinité de droites distinctes coupant la conique réelle, lieu des points
transformés, en une infinité de points réels, ce qui est absurde.
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10. Ce résultat acquis, prenons sur l'hypersphere trois points non
alignés A, B, C et un quatrieme point D qui ne soit sur aucune des
droites ZC, CA, AB. Nous pouvons supposer que pour aucun de ces
quatre points la premiere possibilité prévue au N° 8 ne se présente.
Ces quatre points sont les points de base d'un systeme de coordonnées
projectives x, 7, 5, le point unité étant D. Prenons de méme les trans-
formés A', B', C', D' comme points de base d'un second systeme de
coordonnées ', y’', 5'. Soit M un point quelconque de Thypersphere,
M' son transformé. On a

~-

L —(4-MDCB),

o~

— (A" -M'D C B,

v [
L'Z‘} ~

par suite on a, suivant que c’est la possibilité 2° ou la possibilité 3° qui
se réalise au point A,

! 14
. / /) . 1/ 4
soit ;‘7“ o= "']—‘ ’ soit ‘:*7* _— ’1
5 5 s s
On a de méme
! I oy :
. 4 ~ » ot ~
so1t —= — soit - =,
X x X x
ct aussi
. x' X . ! x
pott. = —, St = .
J Y Y J

Mais toutes les combinaisons de ces cas ne sont pas également pos-
sibles. On ne peut avoir par exemple

' ’ -
4 4 g S

g T T 7 = ’ ’
S 5 X A

car on en déduirait par multiplication

X5 — 5x = O;

une telle relation ne peut avoir lieu pour tous les points de I’hyper-
sphere ; elle définit en effet une hypersphére dégénérée qui ne peut
contenir '’hypersphere donnée. On déduit de 12 qu'il n’y a que deux
combinaisons possibles, a savoir
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Dans le premier cas la transformation est une homographie; dans le
second cas c’est une antihomographie. Le théoréme est ainsi complete-

ment démontré.

Les cercles de I'hypersphére et le groupe qui les conserve

11. Le lieu des points réels du plan projectif complexe qui appar-
tiennent a I’hypersphere

T - y}- —1=0
est le cercle
P —}—)/2 — =0,

Nous appellerons d'une maniere générale cercles de I'hypersphére les
différents transformés du cercle précédent par les homographies qui
laissent I’hypersphére invariante. On peut les définir autrement en re-
marquant que le cercle primitif est le lieu des points de I'hyperspheére
invariants par Uantzznvolution

j," g :}/' =y

qui laisse invariante ’hyperspheére. Chaque cercle est donc associé a une

antiinvolution laissant invariante I'hypersphere (antzznvolution normale)
et réciproquement.

12. Le groupe des homographies hermitiennes étant a 8 parametres,
et le cercle des points réels étant invariant par le sous-groupe a trois
paramétres des homographies réelles, les cercles de 'hypersphére dépen-
dent de 8 — 3 — 5 parameétres. Il est donc a prévoir que par deux points
donnés il passse une infinité de cercles dépendant d’'un parametre, mais
que par trois points arbitrairement donnés il ne passe aucun cercle. Il
y a intérét a chercher la condition pour qu’il passe un cercle par trois
points donnés.
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Nous allons d’abord montrer que tout triangle (figure formée par trois
points distincts 4, B, ) admet un invariant par rapport au groupe des
homographies hermitiennes; c’est de la valeur de cet invariant que
dépendra la propriété de trois points soit d’étre alignés, soit d’étre sur
un méme cercle.

Introduisons des coordonnées homogeénes et écrivons l'équation de
’hypersphére sous la forme

F— 55— xx — yy = O.

Toute homographie hermitienne peut étre traduite analytiquement par
une substitution linéaire laissant invariante la forme d’'Hermite /; si
alors on applique aux coordonnées (r, 7, 3), (', #', 5') de deux points
M et M' cette substitution linéaire, il est évident que I'expression

(ﬂ/], ﬂ/[)‘T:, "*'}/ay 1 58

reste invariante. Si nous considérons alors trois points M,, M,, M,
’expression

(M, My A = (M., My (My, My (M,, M)

sera aussi invariante, mazs a condition de fixer les coordonnées lonogéenes
de ces trois points. Or, quand on multiplie les coordonnées de chaque
point par un facteur complexe arbitraire, 'expression est multipliée par
le produit des carrés des modules des trois facteurs; [largument de ’ex-
pression est donc un invariant. 1l faut cependant remarquer que si 'on
change l'ordre circulaire des trois points, 'expression est remplacée par
sa conjuguée, et argument change de signe. Il en est de méme quand
on effectue sur les trois points une méme antihomographie.

Linvariant ainsi obtenu sera appelée UVinvariant angulaire dJdu
triangle orvienté M, My, M.

13. Nous allons maintenant vérifier que l'invariant angulaire est tou-

. . T T .
jours compris entre — et | - En effet nous pouvons toujours,

par une homographie, ramener les deux premiers points a avoir les coor-
données non homogénes (— 1, 0) et (1, 0); soient x, y les coordonnées
non homogénes du troisitme. Un calcul immédiat donne alors
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(M, M, M) = 2 (1 ——}E) (14x) =2 (1 —xx) 4 2 (x — )
27y 42 (f— ).

La partie réelle est essentiellement positive ou nulle, ce qui justifie notre
affirmation.

Pour que linvariant angulaire soit égal a + PR il faut y == 0o, ¢ quz

exprine que les trois points sont alzgnés. On voit que sur toute chaine
il existe un sens circulaire positif intrinséque, celui qui correspond a

) ) T . ) "
Pinvariant — - 1l se conserve par toute homographie hermitienne.
2 ’ >

Pour que trois points soient sur un méme cercle, il est évident que
Pinvariant angulaire doit étre nul, car I'antiinvolution qui laisse invariants
tous les points du cercle ne peut changer cet invariant, alors qu’elle change
son signe. Réciproquement si I'invariant angulaire est nul et si on ramene
les deux premiers points & étre (— 1, 0) et (1, 0), on a + = r; I'abscisse
x est donc réelle. Soit § argument de 'ordonnée y; 'homographic her-
mitienne

Cialll X, _1” =T =7

laisse fixes les deux premiers points donnés et transforme le troisieme en
un point réel; elle rameéne donc les trois points a étre sur le cercle des
points réels; c’est donc qu’ils sont eux-mémes sur un méme cercle.

Théoreme. Pour que trozs points sozent alignés, il faut et 2l suffit
que lewr invariant angulaire soil égal a + 5 pour qi’zls soient sur

un meéme cercle, 7l faut et zl suffit que leur invariant angulaire sott nul.

14. Nous venons de voir que le lieu des points 4/ situés sur un méme
cercle avec les deux points 4 (— 1, 0) et B (1, 0) du cercle des points
réels est formé des points de lhypersphére situés sur le faisceau des
droites réelles passant par le péle de la droite AB par rapport au cercle
(ou par rapport a l'hypersphere)®). Cette propriété aura naturellement
lieu pour deux points quelconques du cercle. Considérons alors sur le
cercle deux couples de points 4, B et C, D. Pour qu’il passe un cercle
par chacun des deux groupes de points (MAB) et (MCD), il faut que
le point M/ soit sur une droite réelle issue du pole de la droite AB et

5) 1l est en effet clair que I’équation de la tangente au cercle en un point (réel) de ce
cercle est identique a I’équation de la tangente & I’hypersphére en ce point.
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sur une droite réelle issue du podle de la droite CD. Si ces deux droites
sont distinctes, le point .J/ est réel et est par suite sur le cercle donné.
Si elles sont confondues, le point A/ est sur la droite qui joint les deux
poles, ou encore sur la polaire du point d’intersection des deux droites.
Si ce point d’intersection est extérieur au cercle (et par suite a '’hyper-
sphere), cette polaire coupe 'hypersphere suivant une chaine. Si ce point
est intérieur au cercle, sa polaire ne coupe pas 'hypersphére. Enfin si
ce point est sur le cercle, ce qui suppose par exemple C confondu avec
A, sa polaire est la tangente en A4, qui ne coupe I'hypersphere qu’au
seul point A.

Il résulte de ce qui précede que sz quatre points A, B, C, D sont
sur un meme cercle, le lieu des points M que sont sur un meénie cercle
avec AB et sur un wméme cercle avec CD est ce cevcle luz-méme, ou se
compose de ce cercle et dunc chaine.

15. Nous allons déduire de ce résultat un lemme qui nous sera utile
plus loin.

Lemme I. Pour qgue trois points P, O, R de ['ltypersphere soent
alignés, i1l faut et il suffit g’ on puisse trouver dans [hypersphere quatre
points A, B, C, D sztués sur un meénte cercle ne contenant aucun des trois
points donnés et tels qu'tl passe un cevcle par chacun des six groupes de
poznts

(ABP), (ABQ), (ABR), (CDP), (CDQ), (CDR).

La condition est nécessaire. En effet supposons les points /7, O, R
alignés. Prenons sur la chaine qui les joint deux autres points M/, V et
faisons passer par M, N un cercle quelconque. Prenons sur ce cercle
deux couples de points A4 et B d'une part, C et D d’autre part, con-
jugués harmoniques par rapport a M et N. La droite 2 (Q R est alors
la polaire du point d’intersection de AZB ct de CD et, par suite (N° 14),
chaque point d’intersection de cette polaire et de I'hypersphere est sur
un méme cercle avec A5 et avec CD.

La condition est suffisante, car les points 2, O, R n’étant pas sur le
cercle A BC D, il faut qu’ils soient sur la polaire du point d’intersection
de A5 et de CD; ils sont donc alignés.

16. Nous allons maintenant trouver une condition nécessaire et suffi-
sante pour que trois points ne sozent pas alignés, condition se traduisant
par la possibilité d’une construction ol n’interviennent que des cercles.
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Cherchons pour cela la condition pour que trois points distincts A,
B, C étant donnés, il existe au moins un point A/ distinct de A et situé
sur un méme cercle avec AB et sur un méme cercle avec AC. 1l est
clair que si les trois points sont sur un méme cercle, il suffira de pren-
dre un point quelconque de ce cercle, et ce sera du reste la seule so-
lution du probleme (N° 14).

Nous pouvons nous ramener au cas ou /3 est le point (—1, 0) et 4
le point (1, 0); soit alors (a, ) le point C, et soient x, v les coordonnées
de M. Pour qu’il passe un cercle par A, B, M il faut et il suffit que x»
soit réel (N° 13). Nous poserons donc

r=—cos0, y=sinfhe";

6 devra étre différent de zéro, sans quoi J/ serait confondu avec A.
On a

(ACM)-—=(1—a)(1—a cos® — b sinhe ') (1 — cos b);
pour que l'invariant angulaire soit nul, il faut et il suffit qu'on ait
(1—a) (1—a cos®—bsinhe ') =(1—a) (1—acos§ — b sinhe?),

ou, en simplifiant,

(a— a) tg—% =b(1—a)e " —b(1—a) .

Nous pouvons supposer a——c;#o, les trois points A4, B, C n’étant
pas sur un méme cercle. On voit que I'équation précédente ne pourrait
entrainer 6 = 0, quel que soit @, que si 'on avait & (1 —a) = 0, ce qui
exige dans tous les cas & == 0: les trois points A, B, C seraient alors
alignés, et dans ce cas il n'existerait effectivement aucun point 7/ satis-
faisant aux conditions énoncées. Nous voyons en passant que s7 deux
cercles ont deux points communs, zl est zmpossible de faire passer par
Uun de ces points une chaine coupant chacun des cercles en un second
pownt.

17. Nous déduisons des résultats précédents le lemme suivant:

Lemme I1. Pour que trois points A, B, C ne sozent pas alignés, zl
faut et il suffit qi’on puisse trouver un point M distinct de A, situé sur
un méme cercle avec A, B et sur un wméme cercle avec A, C.

170



18. Nous allons maintenant démontrer le théoréme que nous avons
en vue et qui s'énonce de la maniére suivante.

Théoreme B. S: une transformation ponctuelle de ['hypersphere
Jouzt des propriétés susvantes:

1° Llle est univoque, c'est-a-dire qitelle transformie tout point donné de
Cliyperspherve en un point déterminé de [leypersphere ;

2° Elle transforme deuv points distincts en deux points distincts;

3° Elle transforme trozs points sur un méme cercle en trois points sur
un méme cevcle;

4° Elle transforme trozs points non sur un méme cercle en trozs points
non sur un méme cercle;

Cette transformation vésulte & une homographze ou &une antiliomo-
graphze du plan projectif complexe.

La démonstration est immédiate. En effet considérons d’abord trois
points alignés distincts; leurs transformés sont alignés d’apres le lemme L.
Considérons ensuite trois points non alignés; leurs transformés sont non
alignés, d’apreés le lemme II. La transformation considérée jouit donc
de toutes les propriétés énoncées au théoréeme A4 ; elle résulte donc d'une
homographie ou d’une antihomographie.

(Regu le 2 février 1932)
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