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Sur le groupe de la géométrie
hypersphérique

par Elie Cartan, Pans

I On appelle, d'après H. Poincare, hypersphere le lieu des points du

plan complexe qui satisfont à l'équation

xx -\- yy — i o

On peut envisager Phypersphere comme un espace réel a trois dimensions

il est homéomorphe à l'espace sphénque, puisque chacun de ses

points est détermine d'une manière biumvoque par quatre nombres réels

assujettis a avoir la somme de leurs carrés égale à i. H. Poincare a
démontré que toute transformation analytique sur les variables complexes

x, y laissant invariante Phypersphère est une homographie du plan, ces

homographies, que nous appellerons hermitiennes, dépendent de 8

paramètres réels1) II existe aussi une famille $antzkomographtes dépendant
du même nombre de paramètres et laissant Phypersphère invariante, on
les obtient en combinant les homographies considérées avec Xantunvo-

lutzon qui fait passer du point (x, y) au point conjugué [x, y). Le groupe
mixte ainsi obtenu n'est autre que le groupe de la géométrie hermitienne
hyperbolique, étudiée par G. Fubini et E Study.

Au lieu de porter notre attention, comme ces deux géomètres, sur les

points du plan intérieurs à Phypersphère, nous allons considérer de

préférence les points de Phypersphère, regardée comme un espace à trois
dimensions, et certaines lignes remarquables tracées dans cet espace,
les chaînes et les cercles. De même que, dans l'espace projectif réel, le
réseau formé par les droites détermine par lui-même, sans aucune
considération de continuité, le groupe projectif de l'espace, de même nous
montrerons que chacun des réseaux déterminés par les chaînes et par
les cercles suffit pour déterminer le groupe de Phypersphère

Les chaînes de l'hypersphère et le groupe qui les conserve

2 Pour arriver à la notion de chaîne, revenons au plan projectif
complexe, avec ses coordonnées non homogènes x, y. Si nous consi-

*) H. Poincaré) Les fonctions analytiques de deux variables et la
représentation conforme (Rendic. Cire Mat Palermo, 23, 1907, § 7? P 2O7—212)
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dérons un point M (x0, y0) de l'hypersphère2) et les différentes droites
(complexes) issues de M, on démontre facilement qu'une de ces droites
et une seule n'a que le point M en commun avec l'hypersphère ; c'est
la tangente en M h l'hypersphère, d'équation

xxo-{-yyo — i =o.

Toutes les autres droites issues de M coupent l'hypersphère en une
infinité de points formant une ligne continue à une dimension réelle, qu'on
appelle une chaîne*). Ces lignes jouissent de la propriété que le rapport
anharmonique de quatre quelconques de leurs points est réel. Par exemple
la droite y o coupe l'hypersphère aux points (x — e1'®, y o), G étant
un paramètre réel.

Il est bon d'ajouter qu'une droite du plan peut n'avoir aucun point
commun avec l'hypersphère; il en est ainsi de la droite de l'infini. De
sorte qu'on peut partager les droites du plan en trois catégories: les

tangentes, les sécantes et les non-sécantes.

En définitive les chaînes sont les sections de l'hypersphère par les droites
sécantes du plan projectif complexe.

On voit immédiatement que par deux points de l'hypersphère il passe
une chaîne et une seule. Ce théorème rapproche les chaînes des droites
de l'espace projectif réel ; mais nous allons voir qu'il y a entre ces deux
notions de profondes différences.

3. Dans l'hypersphère, il n'existe pas de surface analogue au plan;
nous allons montrer en effet Quêtant donné un triangle ABC de chaînes,
toute chaîne qui rencontre les trois chaînes BC, CA, AB passe nécessairement

par un des sommets A, B, C.

Prenons en effet A, B, C comme sommets d'un triangle de référence ;

nous pouvons encore choisir le système de coordonnées x, y, z de
manière que l'équation d'une droite donnée â ne passant par aucun des

trois points A, B, C soit x -\- y -\- z o. Cela posé, l'équation de

l'hypersphère s'obtiendra en annulant une forme d'Hermite indéfinie non
dégénérée; elle sera nécessairement de la forme

ayz -j- a zy -f- b zx -f- b xz -f- c xy -f- c yx o.

2) En géométrie projective complexe, on emploie habituellement, d'après C. Segre,
l'expression hyperconique.

3) Sur cette notion, due à von Staudt, voir E. Cartan, Leçons sur la géométrie
projective complexe (Paris, Gauthier-Villars, 1931, p. 12).
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Si la droite à était le support d'une chaîne rencontrant les trois chaînes

BC, CA, AB, ses points d'intersection avec les côtés du triangle de
référence satisferaient à l'équation précédente ; or ces points sont (o, i, —i),
(—i, o, i) et (i, — i, o) ; on aurait donc

Mais cela est impossible, parce que le discriminant

o c

c o a abc -[- abc

b a o

de la forme d'Hermite serait nul, et la forme serait dégénérée.

4. Avant d'énoncer le théorème que nous nous proposons de démontrer,
indiquons une nouvelle propriété qui nous sera utile et qui est du reste
intéressante en elle-même.

Lenime* On considère dans le plan projectif complexe un point A
dune hypersphère, trois droites Jl9 J2, J3 issues de A et la tangente T
en A à Vhypersphère. Pour qu'il existe sur les chaînes C19 C2, Cz portées

par Jl9 J2, J8, trois points alignés différents de A, il faut et il suffit
que le rapport anharmonique (Ax A2 J3 T) soit imaginaire.

Prenons en effet sur la chaine J3 un point B distinct de A, et soit C
le point d'intersection des tangentes en A et B à. l'hypersphère. En
prenant A, B, C comme sommets du triangle de référence, on peut toujours
réduire l'équation de l'hypersphère à la forme

Xy -\-yx ZZ =z O.

Cela posé, cherchons si l'on peut mener par le point B une droite telle

que ses points d'intersection avec Ax et J2 appartiennent à l'hypersphère.
Les équations de J8 et de T sont respectivement

s o, y O ;

soient

y — mx z o, y — m2 z O

celles de àx et de J2 ; soit enfin

x — Xz o
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l'équation de la droite cherchée. Elle coupe les droites Jt et J2 aux
points (X, mx, i) et (X, m2, i). Ces points seront sur l'hypersphère si l'on a

7Ut X -j- )Hi X I,
m2 X -f- ;;/2 A =z i.

Ces deux équations admettent une solution et une seule si le déterminant

mx m2 — vi2 mL n'est pas nul. Or, cela exprime la condition pour
que le rapport anharmonique

(JlJtJtT) (,nl, m,, 00,0) ~-
7HV

soit imaginaire. La condition énoncée dans le lemme (rapport
anharmonique imaginaire) est donc suffisante pour qu'on puisse trouver sur
Ci > C2, C3 trois points alignés.

La condition est ?iécessaire, car s'il existe sur Cl9 C2, C3 trois points
alignés Ml9 M2y M3, le point d'intersection M± de la droite qui les porte
avec la tangente T ne peut être situé sur l'hypersphère, ni par suite sur
la chaîne déterminée par Mt, M2, M3 ; le rapport anharmonique (Mt M2

M3 M^) est donc imaginaire, et par suite aussi le rapport (Ji At J3 T),
qui lui est égal.

5. Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant.

Théorème A• Si une transformation ponctuelle de l'hypersphère jouit
des propriétés suivantes :

i° Elle est univoque, c est-à-dire qu'elle transforme un point donné de

l'hypersphère en un point déterminé de l'hypersphère;
2° Elle transforme deux points distincts en deux points distincts;
3° Elle transforme trois points sur une même chaîne en trois points

sur une même chaîne;
40 Elle transforme trois points non sur une même chaîne en trois

points non sur tme même chaîne;
Cette transformation résulte d'une homographie ou d'une antihomographie

du plan projectif complexe.
Nous ne supposons donc dans l'énoncé, ni que la transformation admet

une inverse, ni qu'elle est continue.
Le théorème analogue, où Ton remplace l'hypersphère par l'espace

projectif réel et les chaînes par les droites, peut être regardé comme
classique. Grâce aux propriétés du quadrilatère complet, on le ramène au

1 1 Commentarii Mathematici Helvetici IOI



théorème de Staudt sur les transformations ponctuelles de la droite qui
conservent les divisions harmoniques.

Ici, d'après ce qui a été démontré au N° 3, il n'existe pas de figure
analogue au quadrilatère complet. Il faut donc suivre une marche
différente. Nous allons nous appuyer sur le lemme du N° 4.

6. La transformation ponctuelle donnée, que nous désignerons par J,
transforme évidemment toute chaîne de l'hypersphère en une chaîne

déterminée et deux chaînes distinctes en deux chaînes distinctes. Soit
alors A un point de l'hypersphère, T la tangente en A, et Cif C2y C3

trois chaînes passant par A, de supports Jt, J2, A3. Nous désignerons

par des lettres accentuées les éléments transformés par £T' Si le rapport
anharmonique [Ax J2 J3 T) est imaginaire, le lemme du N° 4 montre
immédiatement que le rapport anharmonique (J/ J2' J3' Tr) est aussi

imaginaire.
En supposant toujours le rapport (At J2 J3 T) imaginaire, considérons

une quatrième sécante J4 issue de A, telle que le rapport anharmonique
(At J2 A3 J4) soit réel; il existera alors une chaîne rencontrant Clf C2,

C3, C4, et par suite aussi une chaîne rencontrant C/, C2', C9', (Y; le

rapport anharmonique (J/ J2' A3' J/) sera donc aussi réel.

Cela posé, Ax et J2 désignant deux sécantes particulières issues de A,
J une sécante variable, désignons par X le rapport anharmonique
(J Ji J2 Z) et par X' le rapport anharmonique [Af J/ J2' T').
Représentons A par le point du plan de la variable complexe qui a pour
affixe X, et Ar parle point d'affixe 1'. Comme 7* correspond à X c>o,

les deux propriétés qui ont été démontrées dans ce numéro peuvent
s'énoncer de la manière suivante:

A tout point du plan euclidien de la variable complexe À la transformation

£T fait correspondre un point déterminé ; a deux points distincts
correspondent deux points distincts; à trois points non alignés corn s-

pondent trois points non alignés ; à quatre points situés sur une même

circonférence correspondent quatre points situés sur une même circonférence.

Nous allons étudier de plus près cette transformation.

7. Considérons le point X o, que nous appellerons le point origine;
c'est l'image de A2, et aussi de J2' ; il est par suite son propre
transformé. Effectuons une inversion ayant ce point pour pôle. La transformation

£f deviendra une transformation £F qui laissera invariant le point
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à l'infini (image de J2 et de J/), et qui transformera trois points alignés
suivant une droite ne passant pas par l'origine en trois points alignés
suivant une droite ne passant pas par l'origine. Toute droite ne passant

pas par l'origine est ainsi transformée en une droite ne passant pas par
l'origine.

Examinons d'abord le cas où deux droites distinctes seraient
transformées dans la même droite d' ; on en déduit immédiatement que tout
point du plan autre que l'origine est changé en un point de S'. En
revenant au plan projectif complexe, nous voyons que dans ce cas, les

transformées des différentes sécantes issues du point A de Vhypersphère
appartiennent toutes à une même chaîne de droites issues de Af, une telle
chaîne étant caractérisée par la propriété que le rapport anharmonique
de quatre quelconques de ses droites est réel', cette chaîne de droites ne

contient du reste pas la tangente T.
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et que, dans le plan de la variable

complexe X, deux droites distinctes ne passant pas par l'origine soient

changées en deux droites distinctes ne passant pas par l'origine. A
l'aide des propriétés du quadrilatère complet, on montre alors que quatre
points en division harmonique sur une droite S ne passant pas par l'origine

sont transformés en quatre points en division harmonique sur la
droite transformée Sr. Par suite, d'après le théorème de Staudt-Darboux4),
la transformation J, appliquée aux points de S, conserve le rapport an-
harmonique. Si a, p, y, e sont alors quatre points tels que trois quelconques

d'entre eux ne soient pas en ligne droite et que le point origine
ne soit sur aucune des droites joignant ces points deux à deux; si a\
/?', y', ê' sont les points transformés, et si on prend ces deux quaternes
de points comme bases de deux systèmes de coordonnées projectives,
les coordonnées relatives au second système du point X' transformé de
X sont égales aux coordonnées de X relatives au premier système. La
transformation <£f, du moins tant qu'elle est appliquée aux points différents

de Vorigine, est donc une homographie plane réelle et, comme elle
transforme tout point à distance finie en un point à distance finie, elle

se traduit par une substitution linéaire sur les coordonnées cartésiennes.
Mais d'autre part elle doit changer toute circonférence ne passant pas

par l'origine en une circonférence ; c'est donc une homographie ou une

antihomographie de Vaffixe du point courant.

8. La conclusion qui se dégage de cette analyse est la suivante : Etant
donné un point A de Vhypersphère, trois cas sont possibles :

4) E. Cartan, loc. cit. % p. 6.
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1° Ou bien les transformées des différentes sécantes issues de A
appartiennent toutes à une tnème chaîne de droites issues de A' ;

2° Ou bien deux sécantes distinctes issues de A sont transformées en
deux sécantes distinctes issues de A', le rapport an1iarmo?iique de quatre
sécantes étant égal a celui de leurs transformées ;

y Ou bien deux sécantes disti?ictes sont transformées en deux sécantes

distinctes, le rapport anharmonique de quatre sécantes étant complexe
conjugué de celui de leurs transformées.

C'est de ces résultats que nous allons déduire la conclusion finale.

9. Montrons d'abord que la première possibilité ne peut se présenter

pour deux points distincts A et £ de l'hypersphère. Prenons en effet
leurs transformés A' et B' comme sommets d'un triangle de référence,
le troisième sommet étant indéterminé. Les transformées des différentes
sécantes issues de A appartiennent au faisceau de droites de sommet
A' (1, o, o) et, dans ce faisceau, à une chaîne de droites contenant
certainement la droite A' B' d'équation 5 0; l'équation générale des

droites de cette chaîne est donc de la forme

y t

a et /? étant deux constantes complexes, t un paramètre réel ; mais on
peut, en prenant le sommet C sur la droite y /fc, réduire /? à zéro ;

de plus, en remplaçant y par ay9 réduire a à l'unité. Par suite le
transformé de tout point de Vhypersplière a des coordonnées xy y, z dont les

deux dernières sont dans un rapport réeL

Un raisonnement analogue montre qu'on peut achever la détermination
du système de référence de manière que le transformé de tout point
de l'hypersphère ait des coordonnées ayant tous leurs rapports mutuels
réels. On peut donc supposer que les transformés des différents points
de lyhypersphère ont leurs coordonnées réelles.

Il en résulte que le lieu de ces transformés appartient à une même

conique à équation réelle. Mais cela est impossible. En effet il existe

une infinité de sécantes de l'hypersphère et chaque sécante contient une
infinité de points. Il doit donc y avoir, en considérant les transformés,
une infinité de droites distinctes coupant la conique réelle, lieu des points
transformés, en une infinité de points réels, ce qui est absurde.
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io Ce îesultat acquis, prenons sur l'hypersphere trois points non
alignes A, B, C et un quatrième point D qui ne soit sur aucune des

droites BC, CA, AB Nous pouvons supposer que pour aucun de ces

quatre points la première possibilité piévue au N° 8 ne se présente.
Ces quatre points sont les points de base d'un système de coordonnées

projectives x, y, z, le point unité étant D Prenons de même les
transformes A', B'', C", Dr comme points de base d'un second système de

coordonnées x', y'', s' Soit M un point quelconque de l'hypersphere,
Mf son transforme On a

-^ (A M DCB),
V

(A' M' D' C B1),

par suite on a, suivant que c'est la possibilité 2° ou la possibilité 30 qui
se réalise au point A,

On

et

a de

aussi

soit

même

soit

soit

y

~V

x'

y

z
y

X

X

~ y'

soit

soit

soit

V

z'

xf

x'

y

__ y

z
T

x
~~

y

Mais toutes les combinaisons de ces cas ne sont pas également
possibles On ne peut avoir par exemple

y y z' z xf x

car on en déduirait par multiplication

XZ ZX — O

une telle îelation ne peut avoir heu pour tous les points de l'hyper-
sphère elle définit en effet une hypersphère dégénérée qui ne peut
contenir l'hypersphere donnée On déduit de là qu'il vHy a que deux
combinaisons possibles, à savoir
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1°

2°

V

v'

y

Y

x

->

x
J

l

l

l' _f ——

V

l
y

X

i

Dans le premier cas la tiansformation est une homographie, dans le
second cas c'est une antihomographie Le théorème est ainsi complètement

démontré

Les cercles de l'hypersphère et le groupe qui les conserve

il. Le lieu des points réels du plan projectif complexe qui
appartiennent a Phypersphere

xx -\ yy — I O

est le cercle

Nous appellerons d'une manière générale cercles de l'hypeisphère les

différents transformés du cercle précédent pai les homographies qui
laissent l'hypersphère invariante. On peut les définir autrement en

remarquant que le cercle primitif est le lieu des points de l'hypersphtre
invariants par Vantitnvolution

xf x, / —y

qui laisse invariante Phypersphere Chaque cercle est donc associé a une
antunvolution laissant invariante l'hypersphère {antzznvoltctzon normale)
et réciproquement

12. Le groupe des homographies hermitiennes étant a 8 paramètres,
et le cercle des points réels étant invariant par le sous-groupe à trois
paramètres des homographies réelles, les cercles de Phyperspheie dépendent

de 8 — 3 5 paramètres II est donc à prévoir que par deux points
donnés il passse une infinité de cercles dépendant d'un paramètre, mais

que par trois points arbitrairement donnés il ne passe aucun cercle. Il

y a intérêt a chercher la condition pour qu'il passe un cercle par trois
points donnés.
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Nous allons d'abord montrer que tout triangle (figure formée par trois
points distincts A, B, C) admet un invariant par rapport au groupe des

homographies hermitiennes ; c'est de la valeur de cet invariant que
dépendra la propriété de trois points soit d'être alignés, soit d'être sur
un même cercle.

Introduisons des coordonnées homogènes et écrivons l'équation de

l'hypersphère sous la forme

F ~~ " zz — xx — yy o.

Toute homographie hermitienne peut être traduite analytiquement par
une substitution linéaire laissant invariante la forme d'Hermite F; si

alors on applique aux coordonnées (x9 y, z), (xr, y\ zr) de deux points
M et M1 cette substitution linéaire, il est évident que l'expression

{M, M') -= x II f y **

reste invariante. Si nous considérons alors trois points Mx, M2, M2,
l'expression

sera aussi invariante, mais à condition de fixer les coordonnées homogènes
de ces trois points. Or, quand on multiplie les coordonnées de chaque

point par un facteur complexe arbitraire, l'expression est multipliée par
le produit des carrés des modules des trois facteurs ; l'argument de

l'expression est donc un invariant. Il faut cependant remarquer que si l'on
change l'ordre circulaire des trois points, l'expression est remplacée par
sa conjuguée, et l'argument change de signe. Il en est de même quand
on effectue sur les trois points une même antihomographie.

Uinvariant ainsi obtenu sera appelé l'invariant angulaire du

triangle orienté Mx M2 Mz.

13. Nous allons maintenant vérifier que l'invariant angulaire est

toujours compris entre et -| En effet nous pouvons toujours,

par une homographie, ramener les deux premiers points à avoir les

coordonnées non homogènes (— 1, o) et (1, o); soient x, y les coordonnées

non homogènes du troisième. Un calcul immédiat donne alors
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(M, Mt Mt) 2 (I - x) (i_+ x) 2 (i - x.r) + 2 (*- x)

2 yy -\- 2 [x — .r).

La partie réelle est essentiellement positive ou nulle, ce qui justifie notre
affirmation.

Pour que l'invariant angulaire soit égal à + —, il faut y o, ce qui

exprime que les trois points sont alignés. On voit que sur toute chaîne

il existe un sens circulaire positif intrinsèque, celui qui correspond à

l'invariant -j ; il se conserve par toute homographie hermitienne.
2

Pour que trois points soient sur un même cercle, il est évident que
l'invariant angulaire doit être nul, car l'antiinvolution qui laisse invariants
tous les points du cercle ne peut changer cet invariant, alors qu'elle change
son signe. Réciproquement si l'invariant angulaire est nul et si on ramène

les deux premiers points à être (— i, o) et (i, o), ona^' j; l'abscisse

x est donc réelle. Soit 0 l'argument de l'ordonnée y ; l'homographie
hermitienne

x1 =x, / — ye-*

laisse fixes les deux premiers points donnés et transforme le troisième en

un point réel ; elle ramène donc les trois points à être sur le cercle des

points réels; c'est donc qu'ils sont eux-mêmes sur un même cercle.

Théorème* Pour que trois points soient alignés, il faut et il suffit

que leur invariant angulaire soit égal a + — ; pour qu'ils soient sur

un même cercle, il faut et il suffit que leur invariant angulaire soit nul.

14. Nous venons de voir que le lieu des points M situés sur un même
cercle avec les deux points A (— 1, o) et B (1, o) du cercle des points
réels est formé des points de l'hypersphère situés sur le faisceau des

droites réelles passant par le pôle de la droite AB par rapport au cercle

(ou par rapport à l'hypersphère)5). Cette propriété aura naturellement
lieu pour deux points quelconques du cercle. Considérons alors sur le

cercle deux couples de points A, B et C, D. Pour qu'il passe un cercle

par chacun des deux groupes de points (MAB) et (MCD\ il faut que
le point M soit sur une droite réelle issue du pôle de la droite AB et

5) II est en effet clair que l'équation de la tangente au cercle en un point (réel) de ce
cercle est identique à l'équation de la tangente à l'hypersphère en ce point.
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sur une droite réelle issue du pôle de la droite CD, Si ces deux droites
sont distinctes, le point M est réel et est par suite sur le cercle donné.
Si elles sont confondues, le point M est sur la droite qui joint les deux
pôles, ou encore sur la polaire du point d'intersection des deux droites.
Si ce point d'intersection est extérieur au cercle (et par suite à l'hyper-
sphère), cette polaire coupe l'hypersphère suivant une chaîne. Si ce point
est intérieur au cercle, sa polaire ne coupe pas l'hypersphère. Enfin si

ce point est sur le cercle, ce qui suppose par exemple C confondu avec
A, sa polaire est la tangente en A, qui ne coupe l'hypersphère qu'au
seul point A.

Il résulte de ce qui précède que si quatre points A, B, C, D sont

sur un même cercle, le lieu des points M'qui sont sur un même cercle

avec AB et sur un même cercle avec CD est ce cercle lui-même, ou se

compose de ce cercle et a"une chaîne.

15. Nous allons déduire de ce résultat un lemme qui nous sera utile
plus loin.

Lemtne jT. Pour que trois points P, Q, R de rhypersphère soient

alignés, il faut et il suffit qu7on puisse trouver dans l1hypersphére quatre
points A, B, C, D situés sur un même cercle ne contenant aucun des trois
points donnés et tels qu'il passe un cercle par chacun des six groupes de

points

(A B PU (A B 0, (A B R), (C D P), (C D Q), (C D R).

La condition est nécessaire. En effet supposons les points P, Q, R
alignés. Prenons sur la chaîne qui les joint deux autres points M, N et
faisons passer par M, N un cercle quelconque. Prenons sur ce cercle
deux couples de points A et B d'une part, C et D d'autre part,
conjugués harmoniques par rapport à M et N. La droite P Q R est alors
la polaire du point d'intersection de AB et de CD et, par suite (N° 14),

chaque point d'intersection de cette polaire et de l'hypersphère est sur
un même cercle avec AB et avec CD.

La condition est suffisante, car les points P, Q, R n'étant pas sur le

cercle A B C D, il faut qu'ils soient sur la polaire du point d'intersection
de AB et de CD; ils sont donc alignés.

16. Nous allons maintenant trouver une condition nécessaire et
suffisante pour que trois points ne soient pas alignés, condition se traduisant

par la possibilité d'une construction où n'interviennent que des cercles.
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Cherchons pour cela la condition pour que trois points distincts A,
B, C étant donnés, il existe au moins un point M distinct de A et situé
sur un même cercle avec AB et sur un même cercle avec AC. Il est
clair que si les trois points sont sur un même cercle, il suffira de prendre

un point quelconque de ce cercle, et ce sera du reste la seule
solution du problème (N° 14).

Nous pouvons nous ramener au cas où B est le point (—1, o) et A
le point (1, o) ; soit alors (a, b) le point C, et soient x, y les coordonnées
de M. Pour qu'il passe un cercle par A, B, M il faut et il suffit que x
soit réel (N° 13). Nous poserons donc

x =: cos 0, y sin 6 et<p ;

6 devra être différent de zéro, sans quoi M serait confondu avec A.
On a

{A CM) =_- (1 — #) (1 —u cos 8 — h sin 6 i~i<f) (1 — cos 8) ;

pour que l'invariant angulaire soit nul, il faut et il suffit qu'on ait

(1 — a) (1 — acosQ — b sin 8 e~icp) — {\—d) (1 —âcos 0 — £~sin 6 ei<p),

ou, en simplifiant,

(a—â) tg— b(i— â)e-i<p— b(i — a)ei(p.

Nous pouvons supposer a — a ^£ o, les trois points A, B, C n'étant

pas sur un même cercle. On voit que l'équation précédente ne pourrait
entraîner 6 0, quel que soit <p, que si l'on avait b (1 —a) =: o, ce qui
exige dans tous les cas b~O\ les trots points A, B, C seraient alors
alignés, et dans ce cas il n'existerait effectivement aucun point M
satisfaisant aux conditions énoncées. Nous voyons en passant que si deux
cercles ont deux points communs, il est impossible de faire passer par
l'un de ces points tine chaîne coupant chacun des cercles en un second

point.

17. Nous déduisons des résultats précédents le lemme suivant:

JLetnme II. Pour que trois points A, B, C ne soient pas alignés > il
faut et il suffit qu'on puisse trouver un point M distinct de A, situé sur
un même cercle avec A, B et sur nn même cercle avec A, C.
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i8. Nous allons maintenant démontrer le théorème que nous avons
en vue et qui s'énonce de la manière suivante.

Théorème JB. Si une transformation ponctuelle de l'hypersphère

jouit des propriétés suivantes:
I ° Elle est univoque, c'est-à-dire qu'elle transforme tout point donné de

l'hypersphère en tcn point déterminé de l'hypersphère ;
2° Elle transforme deux points disti?icts en deux points distincts;
3° Elle transforme trois points sur un même cercle en trois points sur

un même cercle;
4° Elle transforme trois points non sur un même cercle en trois points

non sur un même cercle;
Cette transformation résulte dune homographie ou d'une antihomographie

du plan projectif complexe.
La démonstration est immédiate. En effet considérons d'abord trois

points alignés distincts ; leurs transformés sont alignés d'après le lemme I.
Considérons ensuite trois points non alignés ; leurs transformés sont non
alignés, d'après le lemme IL La transformation considérée jouit donc
de toutes les propriétés énoncées au théorème A ; elle résulte donc d'une

homographie ou d'une antihomographie.

(Reçu le 2 février 1932)
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