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Zwei komplementare MaBzahlen der
Versicherungsmathematik

Von CHR. MOSER, Bern

A. Einfithrung

§ 1. Die beiden Maf3zahlen, die uns hier beschiftigen, seien mit ¢ und w
bezeichnet. Sie sind Grof3en, die sich gegenseitig stets szu 1 ergdnsen,
wie etwa die Quadrate von Szzus und Cosznus eines Winkels, deren
Summe ebenfalls immer gleich der Einheit ist.

Sowohl bei w, als auch bei w haben wir es mit Funktionen der tech-
nischen Grundlagen einer Versicherung zu tun.

Unter diesen technischen Grundlagen, als Variable, fallt zunachst der
bekannte, zur Barwertbestimmung geeignete Abzinsungsfaktor v in Be-
I
I1+2
und der logarithmische Diskont oder die Zinsintensitit § == /= (1 4 2).
Sodann sind die Pramienordnung p (Ordnung der Versicherungsnehmer,
Aktivititsordnung) und schlie@lich die Leistungsfunktion y der Versiche-

rung zu beriicksichtigen. Es ist stets:

tracht, durch dessen Hohe der Zznsfups 7 festgelegt wird. Es ist v =

(1) Y (v,2,9) + 0 (v,2,7) = 1.

Bevor wir auf die weitere mathematische Erfassung iibergehen, wollen
wir auf die sehr reale, theoretisch und praktisch wichtige Bedeutung der
beiden Grofden y und w hinweisen.

§ 2. Der Betrieb einer Versicherung verlangt in der Regel von den Ver-
sicherungsnehmern die Entrichtung wiederkehrender Pramizer und von
der Versicherungseinrichtung oder Gesellschaft die Ricklage eines Dek-
kungskapitals, der Pramienreserve. Das Bediirfnis nach Ansammlung von
Deckungskapitalien ist bei den einzelnen Versicherungsarten recht ver-
schieden. Die Notwendigkeit grof3erer oder geringerer Riicklagen driickt
einer Versicherungsart gevadesu ihven Stempel auf. Die Notwendigkeit
der Riicklage bedeutender Summen ist z. B. bei einer Krankenkasse viel
geringer, als bei einer Lebensversicherungsanstalt.

Fir eine Versicherungseinrichtung bilden, neben den eingehenden
Pramien, die Zzusen des Deckungskapitals eine Einnahmequelle. Bezde

125



Einnalmequellen, die Primien der Versicherungsnehmer und die Zinsen
des Deckungskapitals, miissen geniigen, damit die Gesellschaft ihre ver-
traglichen Verpflichtungen erfiillen kann.

Die zwei Einnahmequellen sind im allgemeinen, je nach Maf3gabe des
Versicherungsbestandes, seines Alters und seiner Struktur zeitlichen
Aenderungen unterworfen. Hat aber der Versicherungsbestand durch Neu-
zugange einen gewissen Umfang erreicht und durch Erneuerungen einen
Zustand erlangt, den man gewodhnlich als Bekarrungssustand oder auch
als stationdren Zustand zu bezeichnen pflegt, so wird jede der beiden
Einnahmequellen glezchmdifze flief3en. Beide werden susaniimen so viel
ergeben niiissen, wie die Gesellschaft an Versicherungsleistungen, die nun-
mehr ebenfalls eine Konstanz erlangt haben, zu verabfolgen hat. Unter-
suchungen iiber den Beharrungszustand sind schon ofters vorgenommen
und ihre Wichtigkeit ist betont worden, so z. B. von Dr. G. Sclaertizn')
und andern Autoren. Indem man die Einheit der Versicherungsleistung
ins Auge fafdt, wird man sagen konnen, da3 jede Leistung 1, und das
gilt fir die verschiedenen Versicherungsarten, zm Belarrungssustande
durch swei Einnahmekomponenten befriedigt wird, entsprechend den bei-
den im Beharrungszustande konstanten Einnahmequellen, den Pramizen
und den Zznsen des Deckungskapitals. Die swei Komponenten sind unsere
komplementiven Mafszakler y und w.

Es ist einleuchtend, daf3 es fiir jede Gesellschaft von grof3em Interesse
sein muf3, einen Kompaf3 zu besitzen, um zu erkennen, wohin sie steuert
und wie grof3 fiir sie im Beharrungszustande die beiden Einnahmekom-
ponenten ausfallen.

§ 3. In der nachstehenden Untersuchung beniitzen wir, und zwar bei
den Ableitungen ausschlie3lich, dze kontinuieriiche Methode. Wir nehmen
also dabei alle Aenderungen als sich in Differentialen fortlaufend, sich
kontinuzerlech vollziehend an. Damit gewadhrt man in der Versicherungs-
mathematik, wie wir schon mehrfach zu betonen Gelegenheit hatten, einer
Betrachtungsweise Eingang, wie sie in simtlichen Gebieten der Natur-
wissenschaften und der Technik seit Erfindung der Differential- und Inte-
gralrechnung so fruchtbare und glinzende Resultate gezeitigt hat.

Nicht nur die Pramzenentrichtung, sondern auch die Versinsung und
die Versicherungsleistungen sind gemif3 dieser Methode als Kontinuitdten
anzusprechen. Dadurch wird der Schluf3 auf den Beharrungszustand er-

1) Dr. G. Schaertlin, die Altersversorgung der eidgenéssischen Beamten
und Angestellten. Separatabdruck aus der Zeitschrift fiir schweizerische Statistik, Bern
1889, Buchdruckerei K. J. Wyf.
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leichtert und dieser selbst kann genau festgelegt werden. Wie man sehen
wird, lassen sich auch die Mafzalkien  und w in einfackhen, geschlossenen
Ausdriicken sur Darstellung bringen.

B. Allgemeine Ableitungen

§ 4. Wir gehen aus von einer grofden, geschlossenen Gesamitiiest. Sie
bestehe aus /7 Elementen (Personen). Die Gesamtheit nehme allmahlich
kontinuierlich ab® und sei nach der Zeit # noch gleich 4 p (¢). Die Funktion
2 () als Wahrscheinlichkeit ist demnach anfanglich gleich 1 und nahert
sich, wenn ¢ grof3 geworden ist, der Null.

Die Gesamtheit betrachten wir nun als solche der pramienpflichtigen
Versicherungsnehmer (Aktiven). An die Existenz dieser anfdanglichen A
Pramienzahler binde sich ein wversiclierbarer Vorgang H y (¢), der, wie
die Entrichtung der Pramien, ebenfalls kontinuierlich verlaufe. Der An-
fangsgesamtheit /7 p (0) entspricht demnach der Anfangsvorgang 7 y (0),
der Gesamtheit A p (¢) der Vorgang H y(¢). Dem Vorgange 1 komme
die Versicherungsleistung 1 zu. Der Vorgang kann sich mit der Zeit sehr
andern, z. B. kann er gewisse Maximalwerte annehmen, entsprechend den
versicherbaren Vorgingen, muf3 aber, wie es ja die tatsidchlich vorkom-
menden Verhiltnisse verlangen, so beschaffen sein, daf3 er mit der Zeit
zu null wird. Wir bemerken noch, daf3 der Allgemeinheit der Ableitungen
kein Eintrag getan wird, wenn wir im Folgenden /A — 1 setzen. Die
aufgefiihrten Angaben geniigen, um die kontinuierlich zu entrichtende,
auf das Jahr als Einheit der Zeit berechnete Primie 2 zu bestimmen.

§ 5. Die Pramize, die auf die Einheit der Gesamtheit im Momente &# zur
1
Zeit ¢ entfillt, sei Pdf. In einem Jahre betragt sie dannﬂ Pdt—= P, da

P nicht von # abhidngt. Die ganze, von der Gesamtheit p () im Momente
dt zu entrichtende Pramie ist p (f) . P d¢. Thr Barwert betragt o*. p (f) Pat.
Fiir die volle Versicherungsdauer wird er gleich:

vatp (¢) at.
0

2) Vgl. des Verfassers ,Beitrige zur Darstellung von Vorgingen und des
Beharrungszustandes bei einer sicherneuernden Gesamtheit®. Mitteilungen
der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker, Heft 21, Bern bei Stimpfli & Cie.,
1926. Ferner: ,Integralgleichungen und sich erneuernde Gesamtheiten®,
Neunter internationaler Kongref3 der Versicherungsmathematiker 1930 in Stockholm, Bd. III,

S. 215 und Bd. IV, S, 393 und 499. Uppsala 1931.
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Bricht p(7) schon im Endlichen ab, etwa bei #, so braucht selbstver-
standlich nur von 0 bis » integriert zu werden. Anderseits ist der Barwert
der gesamten Versicherungsleistung:

o0

j; 2 y (f) at.

Da der Barwert der Primie dem Barwert der Versicherungsleistung gleich
zu setzen ist, so folgt:

Pﬁmvtp(t)dtz‘f:;ty(t)dz‘.

Diese Gleichung dient dazu, um A ermitteln zu konnen. Man erhilt:

o0

‘f;v“y (2) dt

(2) P=—

jolvtp (2) dt

Hier ersieht man recht gut, in welcher Weise die Primie P(7, p, y) als
Funktion der 3 technischen Grundlagen v, p, y auftritt.

§ 6. Das Deckungskapital oder die Pramienreserve s (£) zur Zeit ¢ ist
gleich der Differenz zwischen dem Barwert der kiinftigen Versicherungs-
leistungen und dem Barwert der kiinftigen Pramien, namlich:

(=2}

(3) 5 (2) :Ivtﬁty (z) dr — PJ::T*tﬁ (z) dr.

Wir integrieren demnach, in Befolgung der prospektiven Deckungs-
kapitalbestimmung, von ¢ an. Aus Gleichung (3) kann Gleichung (2)
abgeleitet werden, wenn man in Gleichung (3) die Variable # — o setzt.
Dann gilt namlich ebenfalls z (0) —o.

Die Darstellung* gemidf3 Gleichung (3) zeigt deutlich, wie wir es bei
dem Deckungskapital z (7, g, ¥, #) mit einer Funktion von 4 Grof3en, nam-
lich von drei technischen Grundlagen und der Zeit zu tun haben. Die
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Aenderung nach der Zeit ist gewohnlich bei der einzelnen, gegebenen
Versicherungsart besonders hervortretend und wichtig.

§ 7. Gehen wir jetzt von der allm#hlich bis zu null abnehmenden, ge-
schlossenen Gesamtheit zu der kontinuierlich sich erneucrnden Gesamithest
iiber. Alle ausscheidenden Elemente sollen von Anfang an fortlaufend
und ‘kontinuierlick durch solche ersetzt werden, deren Struktur genau
der Anfangsstruktur der urspriinglichen Gesamtheit entspricht. Sie sollen
von dieser Normalzusammensetzung das getreue Abbild sein und unsere
neue Gesamtheit so erginzen, dal3 sie stets konstant bleibt. Die Vor-
ginge in dieser ncuen, konstant erhaltenen Gesamtheit streben eben-
falls einzeln einer Konstanz zu. Vorher werden sie, wie sich zeigen 1a{3t,
in der Regel gewisse abklingende Schwingungen beschreiben. Ist die
Konstanz erreicht, hat man es also mit dem Bekarrungssustand zu tun,
so werden, wie bereits betont wurde, sowohl die eingehende Primie, als
auch die auszurichtende Versicherungsleistung und das Deckungskapital
in gleichen Betrigen verharren (Grenzwerte fiir £ = oo). Definitionsgemaf3
ist die Pramie in einem Momente &¢ gleich Pd¥, im Jahre gleich 2.
Soviel betrigt sie fiir jede Einheit, sowohl der urspriinglichen geschlossenen,

als auch der neuen Gesamtheit. Hatten wir es mit f 2 (¢) d¢ Einheiten zu

tun, so wire auch die Pramie das Mehrfache, nimlich jahrlich Pf 2 (2) d¢,

und nach Analogie, jenen Einheiten entsprechend, der jahrliche, konti-

nuierlich zu entrichtende Deckungskapitalzins f ¢) dt und die jihr-

liche Versicherungsleistung f v (?) dte. Nun ist es naheliegend, sich zu

iiberlegen, daf3 die genannten Einheiten, indem wir iiber das ganze end-
liche Gebiet integrieren, auch simtliche moglichen Elemente des Behar-
rungszustandes umfassen. Gleiches gilt mit Bezug auf die hier auftretenden
zinstragenden Elemente des Deckungskapitals und mit Bezug auf die
Elemente der Versicherungsleistung. Wie in der vorn erwidhnten Arbeit
(Mitt. Heft 21), auf die wir hier verweisen mochten, des Nahern und in
aller Strenge dargetan wird, entsprechen sich in der Tat obige Einnahmen
und die Versicherungsleistung im Beharrungszustande und halten sich das
Gleichgewicht (vgl. dort S. 19, VI). Es ist also:

(4) P Jo ; (2) dt + bj; (2) dt ::J;/ (2) dt
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§ &. Die beiden FEznnalmekomponenten fir die Versicherungsleistung 1
gehen ohne weiteres aus Gleichung (4) hervor. Dividieren wir beide

Seiten mit f vy (¢) dt, so erhalten wir:
0

o0

fﬁ f X

= =1

f 7 f () ar

Die erste Komponente ist nichts anderes als der Pramienanteil iy, und
die zweite ist gleich dem Zinsenanteil w, womit Gleichung (1) erwahrt ist.
Wir haben also im Bekarrungssustande [fiir die Versicherungsleistung 1
Jolgende swei Einnalmekomponenten :

fp dat

—_~
v
N’

(6) (@, 2,7
J@a
und -
f 5 (2) at
(7) w0 (v,2,7) = d Cg——.
v (¢) dt

0

Gleichung (6) stellt die Einnahmekomponente fiir die Pramze und Gleichung
(7) fir den Deckungskapitalzins dar. Der Betrag P wird durch Gleichung
(2) und das Deckungskapital 2 (#) durch Gleichung (3) gegeben. Unsere
Aufgabe ist damit ganz allgemein fiir die verschiedenen einschldgigen
Versicherungsarten gelost und die Maf3zahlen o und « sind ermittelt.
Es bleibt uns noch iibrig, an Beispielen fiir einzelne Versicherungsarten
die Integrationen und andern Ausrechnungen vorzunehmen und die Resul-
tate nachstehend anzugeben.

C. Numerische Beispiele flir einzelne Versicherungsarten

§ 9. Um numerische Beispiele ausfiihren zu konnen, miissen wir fiir die
technischen Grundlagen, namlich fir die Grof3en v,p, y gewisse Werte
wihlen, Diese seien in aller Kiirze hier vermerkt.

1) Als Zzns wahlen wir einen solchen, fiir den 22° = } ist. Dann wird
der Zinsfuf3 etwas grofder als 3196 und der logarithmische Diskont
0 = 0,034657. .
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2) Da es sich nur darum handelt, die Anwendung auf die Praxis zu
demonstrieren, so fasse man fiir die Ordnung p der Versicherungsnehmer
nur einen zweistufigen Verlauf ins Auge. Die Integrale konnen ja auch
ermittelt werden, und zwar ganz genau und leichter, wenn der Integrand
eine Zeitlang konstant bleibt. Die zweistufige Gesamtheit, die hier gewdhlt
werden moge, sei definiert in einer ersten Petiode I von 20 Jahren mit
# () = 1 und in einer gleichlangen, zweiten Periode II mit p (£) = 3. Die
Pramienzahlungsdauer steigt damit durchschnittlich auf 331 Jahre.

3) Die Versicherungsleistungen y werden folgendermaflen festgesetzt:

a) In der Krankenversicherung betrage die Leistung, und zwar fiir
jeden Krankentag, je 1. Die durchschnittliche, auf ein Mitglied berechnete
Zahl der jahrlichen Krankentage, sei 8 in I und 16 in II, so daf3 fiir die
zweistufige Gesamtheit in II konsequenterweise mit 2. 16 oder mit 10 %
jahrlichen Krankentagen zu rechnen ist.

b) In der Lebensversicherung sei die Versicherungssumme I maf3gebend.
Diese wird nach Ablauf von I an } und nach Ablauf von II an % der
anfianglichen Gesamtheit ausgerichtet.

c) In der Witwenversicherung komme jahrlich jeder Witwe die Rente
1 zu, und zwar an § in den Perioden I und II und an ebensoviel in der
dritten, ebenfalls 20jdhrigen Periode III.

d) In der /nvaliden- und Altersversicherung werde die jahrliche Rente
1 an § Invalide in II und an § Alte in III verabfolgt.

e) In der Altersversicherung allein ist nur die Rente von jahrlich je
1 in III an die { Alten der ganzen urspriinglichen Gesamtheit auszu-
richten.

Pramien, Zinsen und Versicherungsleistungen werden kontznuzerlich
erstattet, wie es unsern Ableitungen entspricht.

§ 70. Die einzelnen Versicherungsarten ergeben nun die folgenden,
lehrreichen Resultate fiir die swei Komponenten yp und o in Beharrungs-
sustande.

Resultate fiir
Versicherungsart Y ’ “ ‘ Yo
Pramze zins Zusammen
Krankenversicherung 0,8929 0,1071 1,0000
Lebensversicherung 0,5776 0,4224 1,0000
Witwenversicherung 0,4688 0,5312 1,0000
Invaliden- u. Altersversicherung| 0,3750 0,6250 1,0000
Altersversicherung allein 0,3125 0,6875 1,0000
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Die Aufstellung 133t erkennen, wie verschzeden die einselnen Versiche-
rungsarten aut Grund der gewihlten Beispiele sich verhalten. In der
Krankenversicherung spielt dcr Zins des Deckungskapitals nur eine unter-
geordnete Rolle. Die verhiltnismif3ig geringe Erhohung der Primie um
120/o wiirde diese von 0,8929 auf 1,0000 bringen, wiirde also geniigen,
um, ohne Zins, die ganze Leistung 1 verabfolgen zu kénnen. Die Lebens-
versicherung dagegen mufl schon in ganz anderer und sorgfiltigerer
Weise darauf Bedacht nehmen, die Quelle ihrer Zinsen ergiebig zu ge-
stalten und reichliche Deckungskapitalien zuriickzulegen. Bei der Alters-
versicherung hat die Zinsquelle, wie unser Beispiel zeigt, sogar recht viel
grofder auszufallen, als die Quelle der Primien. Das ist auch leicht zu
begreifen. Denn man hat es da, bis die Versicherungsleistungen erfolgen,
mit besonders langen Zeiten der Ansammlung der notwendigen Deckungs-
kapitalien zu tun.

Im Nachstehenden rechnen wir unser Schema auf je eine Verszcherungs-
lezstung von 100 Franken um.

Fede Leistung wvon 1oo Franken

wird im Beharrungszustande
: aufgebracht

Versicherungsart durch > urch e

Primzen Zinsen sammen

mit Franken |mit Franken| mit Franken

Krankenversicherung 89 I1 100
Lebensversicherung 58 42 100
Witwenversicherung 47 53 100
Invaliden- u. Altersversicherung 38 62 100
Altersversicherung allein 31 69 100

Es darf noch darauf hingewiesen werden, daf3 »zac/ einem Beharrungs-
zustande und iiberhaupt, wenn die Erneucrung einer Gesamtheit aunfhioren
sollte, der Abbau bei sorgfiltiger zutreffender Wahl der Grundlagen
technisch sich reibungslos gestalten miif3te. Die ,absterbenden Porte-
feuilles“ einer Versicherungsgesellschaft werden zwar gewohnlich recht
gefiirchtet. Aber richtig aufgebaute Versicherungsgebilde vermoégen ihre
Verpflichtungen ohne Neuzugang zu erfiillen. Selbst das , Absterben
eines Portefeuilles wird sich technisch durchaus sanft vollziehen konnen.

Eine rationelle, auf solider Grundlage beruhende Versicherung ist ein
Kunstwerk. Freuen wir uns, daf3 zu seiner Beurteilung das erste und
gewichtigste Wort dem Mathematiker gebiihrt.

(Eingegangen den 27. Januar 1932)
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