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Sur la représentation conforme des aires
triplement connexes

par GASTON JULIA, Paris.

1. — Le présent mémoire fait suite au mémoire’) paru en décembre
1931 dans les «Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisas,
Série II, vol. I, pages 113—138) et traite le cas le plus simple apres
celui qui fut traité dans le chapitre II du mémoire précédent. La pré-
sente étude me servira pour I'étude du cas général qui sera faite dans
un mémoire ultérieur.

%\ étant une aire triplement connexe du plan z limitée par un contour
extérieur C, et 2 contours intérieurs C; et (, qu’on peut supposer ana-
lytiques sans restreindre la généralité, considérons, apres M. de la Vallée
Poussin, la fonction F'(5) = ¢U+#¥, holomorphe et uniforme dans 9 ayant
les propriétés suivantes:?)

U—=1log |F| prend sur (,, C,, C, des valeurs constantes A, =— O,
Ay A3 Vo admet sur C,, C,, C, les périodes (2.2x), (— 2a), (— 27),
lorsque C,, C;, C, sont décrits dans le sens positif par rapport a .

On sait que, A, étant nul, A, et A, sont négatifs. Mais rien n’empéche
a priori A, d’étre égal a A,. J’ai aussi démontré (J. 1 N> 6—13, Cha-
pitre 1) que, j étant le nombre des zéros simples de /' intérieurs a A,
et / le nombre de ces zéros situés sur la frontiére, ona 27+ f—=2p—2
s’il y a p contours intérieurs. Ici, p — 2, donc

y+r=2

ce qui exige: ou bien j—1, f=0

ou bien j=o, f= 2.

Le I° cas est un cas particulier du cas traité au chapitre II du mé-
moire (J. 1).

1) Nous désignerons ce mémoire par J. 1. Pour compléter la bibliographie du sujet donnée
dans l'introduction du mémoire J. 1, citons un intéressant petit mémoire de M. E. Picard
oll se trouve bien mise en lumitre la fagon d’envisager les 2 faces d’un disque 2 p trous
comme une surface de Riemann générale pour la classe de courbes algébriques de M. Schottky
(voir E. Picard, Annales de I’Ecole Normale Supérieure 1913: Sur la représentation
conforme des aires multiplement connexes).

2) Voir J. 1 ne 2.
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Le 2° cas fait I'objet du présent mémoire. Il y aura donc 2 séros
simples de F' ou un sévo double sur la frontiere de 4.

Mais on sait (J. 1 N°4) qu'aucun de ces points ne peut se trouver
sur C, ou sur la Cxg (K =1 ou 2) qui correspond au plus petit des
nombres A,, A,.

Il en résulte que, dans le cas présent, A, ne peut étre égal a A,. Nous
devons donc supposer O > A, > ),, en mettant l'indice 2 au contour
intérieur sur lequel 77 est minimum absolu. Notre hypothése est alors
que F' possede 2 séros simples own un sévo double sur C,. Nous pour-
suivons l’analyse, de laquelle en particulier résultera que ’hypothése

précédente n’est pas vide et qu’il y a effectivement des A répondant
a ces hypotheses.

§ 1. F' a deux zéros simples sur C,

2. — En un zéro simple de F', qui est donc zéro simple de
[Z . / - 7 . *\ ba

/' (8) = = (U427 V), toutes les dérivées partielles premiéres de U/ et

dU av ; K A

V' s’annulent. Donc T o et s — 0, »n étant la normale a (| inté-

rieure 2 A\ et s l'abscisse curviligne sur (, (C, est supposée orientée
dans le sens positif par rapport a l'aire A : ce sens positif est donc celui
des aiguilles d’une montre).

Nous appellerons @ et & les zéros de /'. Au voisinage d’un tel zéro,
a, par exemple, la courbe 7 =)}, comprend un arc de C, et un arc
orthogonal tous deux analytiques; la courbe V= I/ (2) comprend éga-
lement 2 arcs analytiques orthogonaux en & qui bissectent les premiers;
dans l'un des couples d’angles opposés par le sommet que ces deux
arcs déterminent on aura V> }J (@) et dans lautre "< V' (@) au voi-
sinage de @; au passage par a, lorsque s décrit C,, et suivant que C,
bissecte 'un ou lautre des angles précédents, I/ passe par un minimum
ou un maximum.

?ZZ s’annule en changeant de signe au passage par « et par 4. Or,
S —— —

on a,

ds ~ dn dn das

Par suite —g,[—] , sur C,, change de signe en s’annulant au passage par
7

a et b. Les points @ et 4 délimitent donc sur ; deux arcs; sur I'un
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aU av au av

— — —— >0, sur l'autre — — — —— < 0. Lorsqu’on parcourt ce
dn ds >0 an ds < d P

dernier arc, que nous appellerons b, dans le sens positif de (C;, nous
supposerons que & est son origine et & son extrémité, en sorte que

I'arc @ signifiera I'arc de (; sur lequel i‘/;U > 0. On a vu (dans J. 1.)

au av al av
que, sur C, ;;7;<O -{z;:>o partout, et sur (,, ZZ>O’ —[E<O

partout.

3. — Nous considérons la surface de Riemann ¢, élément canonique
du probléme, introduite en toute généralité dans le mémoire précédent
(J. 1, chapitre I). Elle est décrite par {— F(2) lorsque z décrit A. Elle
admet 1° pour fronmfiere extérieure le cercle y,, de centre O, de rayon
1, décrit 2 fors de suzte dans le sens trigonométrigue (V, croissant sur
Co, posséde en effet la période (2.2x) sur (). 2° pour frontieres inté-
rieures les 2 courbes y, et y, qui correspondent a C, et (.

Evidemment y, est un cercle de centre o de rayon e¢%: décrit dans
le sens des aiguilles d’une montre. Quant a y,, c’est ce que j’ai appelé
une courbe circulazre, se projetant sur le plan ¢ suivant un cercle, de
centre 0, de rayon ¢*1, composée d’un arc p;o? que nous appelons arc
direct, d’ouverture comprise entre 2; et 4z, décrit dans le sens des

aiguilles d’'une montre (arc correspondant a l’arc ba de C, sur lequel
au av o - ST T ; Lot
Tn >0 a < 0), suivi d’'un arc af décrit dans le sens trigonométrique

et que nous appelons arc de rebroussement; on verra ultérieurement que

cet arc o/qZ’, correspondant a l’arc ab de C, sur lequel%]< o, %’,S—V— > o,

est d’ouverture inférieure a 2a. La courbe y, présente deux points de
rebroussement (avec superposition des arcs afférents) aux points o = / (a),
g = F(b) (voir J. 1, N° 4).

Entre les deux courbes y, et y,, se projettent 2 feuillets de g, entre
y, et y, un seul feuillet; a lintérieur de y, et a Pextérieur de y, il n’y
a aucun feuillet de ¢; ceci exprime que I’équation #(5) =— { admet dans
9 2 racines distinctes si ¢*1 < || < 1, une seule si e < 1€ < M, et
aucune racine si |¢], ou |£| < *: (voir J. 1, Ne5). Ces feuillets sont
simples et sans points de ramification intérieurs a ¢. Lorsqu’on décrit
y, dans le sens positif (correspondant a celui de () a partir d’'un point
du 1° feuillet, on passe du 1° feuillet sur le 2° feuillet aprés une rotation
de 2a (c’est-a-dire lorsque }/ a augmenté de 2, puis, apres une
deuxiéme rotation de 2x (c’est-a-dire lorsque }J a augmenté au total de
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47) on revient au point initial sur le 1° feuillet. Ceci implique l’exis-
tence d’une ligne de croisement entre le 1° et le 2° feuillet dont nous
examinerons ultérieurement la position. Notons maintenant que le voi-
sinage entier de a excepté I’arc de rebroussement (;B de y, appartient
a 0: ce voisinage correspond au voisinage, intérieur a A, du point «
lui-méme. Méme conclusion pour le voisinage de @ excepté l'arc de
rebroussement p:; précédent.

Notons enfin qu’au voisinage de ses frontieres ¢ est: 1° par rapport
a y, du coté des U ou des |{| décroissants; 2° par rapport a larc di-

rect é—é de y,, correspondant a larc éc; de C; sur lequel Z%zq> o, du

c6té des U croissants, c’est-a-dire des |{| croissants; 3° par rapport a
~~ —~
Carc de rvebroussement of de y,, correspondant a l'arc ab de (, sur

lequel‘—;—f—z—]< 0, du coté des U/ ou des |{| décroissants; 4° par rapport

a y, du c6té des U ou des |§| croissants.

4. — La fonction 2= ¢ ({) inverse de {=— F (s) est une fonction
holomorphe et uniforme du potnt § qui décrit ¢, mais ce n’est pas une
fonction uniforme de la variable complexe ¢ représentant l'affixe de la
projection sur le plan ¢ du point ¢ porté par ¢. Lorsque ¢ se projette
entre y, et y,, la fonction @ ({) de la variable { a 2 déterminations dis-
tinctes qui sont les 2 racines de /' (s) = . Comme les seuls zéros de
F' sont a et 4, auxquels correspondent o — /' (@) et § — / (§) du plan
&, a et @ étant sur y,, on voit quen tout point de 'anneau * << | ¢| < 1,
chacune des déterminations précédentes est holomorphe; chacune de ces
déterminations figure la valeur de @ ({) sur chacun des 2 feuillets de ¢
projetés entre y, et y,. Lorsque { partant de { y revient apres avoir
décrit un tour autour de o dans l'anneau précédent, on passe par con-
tinuité de l'un a lautre feuillet, c’est-a-dire de 1'une a l'autre des 2
déterminations de ¢ (), et au bout de 2 tours tels que le précédent
on retrouve la détermination initiale. Cela résulte de ce que le chemin
en question peut se ramener a un segment de rayon allant de § au
cercle unité en ¢’, suivi du cercle unité décrit une fois de ¢’ a §’, suivi
enfin du segment de rayon §,’ ¢, et 'on a vu qu’un tour sur le cercle
unité faisait passer de l'une a l'autre des 2 déterminations de ¢ (§).

Les C; ayant été supposés analytiques, # (s) est holomorphe sur les
C:, donc ¢ (%), fonction du point § de ¢ est holomorphe sur les fron-
tieres y; de ¢ (7=o0, 1, 2). Lorsque les (; sont des courbes simples de
Jordan, F(s) est continue sur les C; et 53— ¢ ({) est continue sur les
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v:. Dans ce qui précede, nous avons vu que ¢ (§) est holomorphe en {
en tout point de l'anneau 1 < [{| < 1 et y posséde 2 déterminations
se permutant par une rotation autour de o. Un raisonnement analogue
montre que, dans Panneau ¢ < [¢! < ¢, @ (€) est holomorphe en chaque
point et n’a qu’une détermination, elle est donc uniforme.

5. — Qu’arrive-t-il lorsque { tend vers un des cercles

1@):()‘0, A oou e

D’abord, si { tend vers un point §, du cercle |{| = ¢~ — 1, chacune
des déterminations de ¢ (§) a une limite et tend vers un point déterminé
de C,; G est la projection de 2 points G, et (" de y, auxquels cor-
respondent, sur C,, 2 points z,’ et 5" (racines de /' (g) = {,) qui sont
les valeurs limites des 2 déterminations de ¢ (€) lorsque € tend vers G,.
@ (€) est d’ailleurs holomorphe en G, et ,", en sorte que chacune des
déterminations de ¢ ({) reste holomorphe en §, et y acquiert une valeur,

"

5y ou z,", située sur (, et racine de F'(3) =¢,.

Lorsque { tend vers un point §, de |{| = A2 aucune difficulté, o (§)

uniforme a une limite z,, racine de #(g) = G,, et @ (§) reste holomorphe
en {,, le point s, appartient d’ailleurs a C,.

Lorsque { tend vers un point {, de |{|=¢*t plusieurs cas sont
possibles: nous allons préciser et examiner de plus prés la structure de
y:, frontiere de ¢, se projetant sur || = e,

. e s - av d
6. — Faisons décrire a z l’arc bz de (C;, sur lequel o > 0, TZK <o,
—_ 7 s
C décrit Varc derect /3’-& de y, et IV décroit d’une certaine valeur 3 a
une valeur J, qui sont des arguments des points § et «. Il est clair
que la variation Vy— V3 est < —2a, puisque la variation totale de
I le long de ba puis de ab ‘C’est-a-dire le long de (, tout entiére est

précisément (—2zx). Il existe donc un point et un seul @' de l'arc ba
ou J/ acquiert la valeur Voc -+ 2a et a ce point a correspond sur ¥4 un

point ¢’ de Varc direct ﬂa superposé a a. Lorsque T de ¢ se projette
entre y, et y,, au voisinage de la projection de « et o', il lui correspond
'un ou l'autre de deux points distincts dont l'un est voisin de a et
Pautre de &' et lorsque ¢ tend, sur g, vers @ ou vers a', son corres-
pondant de A, = ::(p(‘(;) tend vers @ ou vers a'. Il en résulte, I'équation

F () = € n’ayant pour AP Y < I que deux solutions dans A, quil
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N
n’y aura pas sur larc dzrect fa d’autre point que o' superposé a e,
L il
c’est-a-dire que l'ouverture de l'arc fa de y,, sera comprise entre 2g

et 4s (bornes exclues) et par suite celle de larc 0’4\9 de rebroussement
sera entre O et 2% (bornes exclues).

7. — Supposons donc |{,|=¢*. 1°Si {,, sans étre en o ou G,
appartient a la projection de l'arc de rebroussement af il y a 3 points
Gy Gy Co'" de y, quz luz sont superposés: deux, ¢, et §," appartiennent

3\ 9 . - \ dU e b2 3
a Varc divect fa correspondant a o > o0, et lautre {,"" appartient a
(

, ~ . aU .
I'arc de rebroussement «f correspondant a i < 0. A ces 3 points
7

correspondent 3 points distincts s/, 5", 2" situés sur C, 5, et z,"

~ N
étant sur l'arc ba, 5,'"" sur l'arc @b. Lorsque { tend vers §, en restant

entre v, et yy, les 2 déterminations de @ (€) ont pour limites 5, et s,"
car, arc derect fj; bordant seul o du coté des U décrozssants, les deux
points de ¢ dont { est alors la projection ont pour limites les points
G et G," de larc E;’Zz; au contraire, V'arc de rebroussement 07[? bordant
o du c6té des U croissants, " sera la limite du point de ¢ projeté
en { lorsque { tendra vers {, en restant a l'intérieur du cercle |{| = M
5, sera la valeur de @ (§) au point "' de ¢. F(5) =T, a donc ici
3 racines s5,’, 5", 3, situées sur (,. Notons, en passant, que les 2
déterminations de ¢ (§), lorsque &1 < | C| < 1 sont holomorphes en ¢, et
y prennent les valeurs 5," et s,”; supposées prolongées a l'intérieur de
1§ = M, elles y prennent des wvaleurs distinctes de la détermination
unique de @ (§) définze pour A & ¢ < M par F(3) = €, laquelle, holo-
morphe en {,, a pour limite, lorsque { tend vers {,, la valeur sz,
distincte de 2, et 5,” comme on vient de le voir.

20 Lorsque {, est en @ ou § deux des 3 points g,’, §,", "' sont con-

’ n nr

fondus, et par conséquent deux des 3 points s, 2", 5, sont confondus
—~
en a ou b, le troisiéme étant situé situé¢ sur l'arc ba.

3° Si §, n’appartient pas a la projection de l’'arc de rebroussement
0/579, il est la projection d’un seul point {,' de y, auquel correspond ux

—_ T
seul point s,! de l'arc ba de C (%>o) il est aussi la projection d’un

point §," zntérieur a ¢. En effet, lorsque G, projeté entre y, et y,, tendra
vers (,3), les 2 déterminations de ¢ ({) auront des limites déterminées
dont l'une sera l’affixe du point z,’ précédent pour lequel on a bien

3) ¢ est, par rapport & {,, du cdté des U croissants.
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%;zq> 0; l'autre, ne pouvant étre un point de C, pour lequel%> >

sera nécessairement un point g," intérieur a A pour lequel F(5,") =&,.
Drailleurs, en §,, les 2 déterminations de ¢ (§), prenant respectivement
les valeurs §,’ et ," sont holomorphes et peuvent se prolonger analy-
tiquement autour de T,. Si l'on envisage la détermination unique de
@ (§), lorsque 2 < || < e*1, cette détermination a aussi une limite
lorsque {, restant inférieur en module % ¢, tend vers §, et cette limite
ne peut étrve différente de 2," puisqu’elle est atteinte pour des valeurs de
‘1, alors que s,/ ne peut étre atteinte que pour des

"

| €| inférieures a e
valeurs de | {| supérieures a 1 (o est, en effet, au voisinage de ¢’ de
y1, du c6té des U ou des |{| croissants par rapport a y,). La détermi-
nation de ¢ () qui tend vers z," (intérieur a %A) lorsque ¢ tend vers §,
par valeurs supérieures en module est le prolongement analytique de la
détermination unique de @ (§) correspondant aux valeurs de ¢ inférieures
en module a |G, |.

En résumé, léquation F(3) =, a ici 2 racines 2,/ et z,"” dont la

—_ o dU .
1'e est sur larc ba de C, ot —— > 0; la 2me, 5", est un point intérieur

an
de %A. Sur la surface de Riemann o, les points §’ = 7 (3,') et "= F (")
sont: l'un, §,’, sur la partie de l'arc direct fa de y, non superposée a
l’arc de rebroussement of, l'autre, {,”, est intérieur a o.

8. — Nous reviendrons la-dessus dans la suite et, pour poursuivre
I’étude de la structure de %A et ¢ nous démontrerons le théoreme fon-
damental suivant:

Théoréme. Tout point G, intévieur a o peut étre joint a y, par une
ligne intérieure & o sur laquelle U ne décroit jamazs. Cette ligne peut,
suzvant les cas, consister en un simple vayon V — C* ou en 2 segments
de rayon V= C,, V= C, unis par un arc de cercle U= C*.

En effet, 1° si le point {, est projeté entre y, et y,, le segment de
rayon §,G,’ allant de ce point a y, répond a la question. U =—log |[{]|
croit de §, a {,’ .

2° Si le point §, est projeté sur |{| = 1, comme c’est un point 7z
térzeur a ¢ par hypothése, c’est nécessairement un point du type 3° con-
sidéré au N° 7, dont la projection n' appartient pas a larc de rebrousse-
ment ;B’. La fonction ¢ (§), holomorphe en §, peut étre prolongée ana-
lytiquement tout le long du rayon §, §,’ vers les |{| croissants, jusqu’au
cercle |§| = 1: Ce segment de rayon GG unit G, & y, et répond & la
questzon.
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3° Il en est évidemment de méme qu’au 2° si {,, se projetant entre
y, et y,, le rayon Of, prolongé ne rencontre pas I'arc de rebroussement
o8, alors le segment de rayon allant de Gy & ¢ (|G | = 1) sur y, vépond
a la question. Tout le long de ce segment ¢ (C) se prolonge analytique-
ment, reste holomorphe, et 7 — log |{]| croit.

4° Supposons enfin que le rayon 0Of, rencontre I’arc de rebroussement
&[\9 en §,". @ (§) pourra évidemment étre prolongé analytiquement le long
du segment §,G,", [{]| = ¢V allant en croissant depuis §, jusqu'a §,".
L’on aborde la fronticre y, en §,” sur l'arc c;:(j’\ par rapport auquel, on
le sait, ¢ est du c6té des {/ décroissants. On suit alors l’arcgz?S’ depuis
C" jusqu’en un des points « ou @, par exemple jusqu'en 2, de maniére

que I aille en croissant; enfin, a partir de £, on suit un rayon g¢,/
jusqu’a la rencontre avec y,*).

On peut, si I'on veut rester a l'intérieur de ¢, éviter § en arrétant
le segment du rayon {,(,” un peu avant d’atteindre en {," l'arc o/zﬁ,
puis en suivant un arc de cercle de rayon un peu inférieur i ¢*t jusqu’a
un point G, tel que of,""" prolongé ne rencontre plus l'arc &/\9, enfin en
allant de G, a §,’ sur y, par un segment de rayon comme en 2°. On
a ainsi un chemin formé de 2 segments /' — C?%, U croissant, réunis
par un arc de cercle /= C?, I’ croissant, et sur lequel { va de {, a
Yo, U=1log || ne décroissant jamais. Transportant cet énoncé dans le
plan z, on voit que tout point 5, intérieur a A peut étre uni a C, par
une courbe, formée de 3 arcs analytiques au plus, sur laquelle U ne
décroit pas quand on va de s a C,. Cette courbe peut étre: ou bien
un arc de courbe ' (2) = I (s,) analytique, allant de s, a C,, lorsque sur
cet arc U/ va toujours en croissant (cas 1° et 2°); ou bien (cas 3°) formée
de 2 arcs de courbe IV (g) = C?* réunis par un arc de courbe U= (C*
lequel peut, a la rigueur, coincider avec une partie de l’arc a6 de C,,

[chemin signalé dans la note ) précédente composé d’un arc V() = V' (s)
jusqu’en z," de larc ab, puis l'arc 2,"é puis l’arc allant de 4 a C, de la

courbe [ () = V() et faisant l'angle % avec la tangente positive en

b aCl.

0. — Section de o par le cylindre |G| = 1. 1l découpe ¢ en deux
régions, la région ¢ < |{| < 1 et la région ot < |G| < etu.

10 Région e < |C| <L ro=1. Annmeau [\, A]. La région *+ |{|<1

4) Ce premier chemin n’est pas complétement intérieur & ¢ puisqu’il longe la frontiere y,,
depuis §” jusqua B, mais il peut étre commode pour la suite.
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est une surface de Riemann doublement connexe ouverte, a deux feuillets,
bornée d’une part par la courbe y,,” d’autre part par une courbe y,’ com-
posée du cercle || — 1 parcouru 2 fois de suite dans le sens des
aiguilles d’'une montre car, on suppose toujours que les sens de parcours
sont positifs par rapport a [’arre délimatée. Cela résulte des considéra-
tions développées au N° 4 sur l’allure holomorphe des 2 déterminations
de ¢ ({) dans l'anneau A+ < |{ | < 1 et leur permutation sur tout cercle
concentrique et appartenant a cet anneau. La fonction ¢ ({), de la varia-
ble §, cessant d’étre holomorphe en a et § pour y avoir un point cri-
tique algébrique simple, on pourra, si on veut, imaginer que lorsqu’on
décrit y," on évite a et @ par des demi-cercles infiniment petits de centre
a et § du coté des |{| > . Cette courbe y,' est la limite de la
courbe y. découpée dans ¢ par le cylindre / =X, + ¢ ou |{|= Hrate,
lorsque ¢ tend vers zéro par valeurs positives. Pour cette raison nous
lappelons courbe /=), -0 de ¢. Par rapport & ¥, l’anneau
e < || < 1 de ¢ que, pour abréger, nous appelons l'anneau [}, A]
de ¢, est situé du coté des |{| ou des U/ croissants; il en est déja
ainsi, comme on !'a vu au N° 3, de ¢ par rapport a Tarc derect [;‘;z de
y, il en résulte que l'arc direct ﬂ/o? de y,, correspondant a l'arc ba de

C,, sur lequeI% > o, appartient a y,'. y,' comprend, outre l'arc pré-
cédent Ec\z d’ouverture comprise entre 2s et 4a, un arc (;‘\5, toujours
décrit dans le sens des aiguilles d’une montre, et qui, complété par 'arc
de rebroussement de y,, fournirait une circonférence entiere. Ce second
arc &Z’ est composé des points intévieurs a ¢ du type signalé au N° 7 (3°),
points dont la projection est sur |{|= ¢*+ mais n’appartient pas a la pro-
jection de 'arc de rebroussement. Cet arc o?ﬁ, intérieur a g, nous 'appel-
lerons un arc de passage A, de o. C'est en effet cet arc que doit tra-
verser le point § lorsqu'en restant intévieur & o il fait acquérir a U la
la valeur A,.

En définitive, la courbe U — A+ 0 se compose: a) de I'arc divect 5/5’?2

" avu o
de la courbe y, frontiere de o sur lequel " >>0 (v norvmale intérieure
v
a o), ou par rapport auquel ¢ est du coté des U crozssants; b) de larc
de passage A de O, arc intérieur a ¢ unissant les 2 points de rebrous-
sement o et 3 et que nous pouvons dirve aussi arc assocé de [arc de

rebroussement.

2° Région & < | (| << M. Annmean [Ay, AJ. Clest un anneau i un seul
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feuillet®) limité d’une part par y,, d’autre part par une courbe y," com-
posée ainsi qu’il suit: a) Parc de passage A, de o par ou 'anneau actuel
confine a l'anneau [A,, A,] (nous disons alors que les deuxr anncaux
ey A et [Ai, Ao sont adjacents le long de I’arc de passage A,); b) larc
de rebroussement &79 de y, puisqu’on sait qu’il borde ¢ et que, dans son
voisinage, ¢ est du c6té des (/ décroissants®), c’est-a-dire U <T2,.
L’ensemble y,"” des 2 arcs associés précédents, constitue un cercle de
centre 0 de rayon 1. Cest la limite du cercle v_e découpé dans ¢ par
le cylindre U =X, —s¢, lorsque ¢ tend vers zéro par valeurs positives.
Pour cette raison la courbe y,” sera appelée courbe U= A,—o0. Par
rapport a I'anneau [X,, A,] le sens positif de ce cercle 7, est le sens
trigonométrique (" croissant); il coincide bien avec le sens positif que
l'orientation de y, imprimait a 'arc de rebroussement Zz?f.

Conclusion. L'arc de passage A de v divise ¢ en 2 régions distinctes:
1° La région U >N ou annean A, N, bordée d'une part par y,,
d’autre part par la courbe y," ou U= A 0, composée de I'arc de pas-

sage A et de Uarc dirvect Eo\z de vy, (%;_U_ > 0).
v

2° La rvégion U< A ou anneau [Ay, \] bovdée, d'une part par y,,
d'autre part par y," ou U= A—o0 [formée par [arc de passage X

o — aUu
assoczé a Uarc de rvebroussement off de vy, (7-{—— < 0) :
ll

10. — Section de A par larc de passage A de N. Nous appelons arc
de passage A, de N, I'image dans le plan 5 de 'arc de passage A, de o.
C’est un arc analytique intérieur a %, unissant les zéros a et & de F' (2)7),
sur lequel 7 = 2,. De méme que l'arc de passage A, de ¢ était dit
associé¢ de l'arc de rebroussement C/(Z’, nous dirons que Parc de passage

P

A de N est assoczé de arc ab de C, sur lequel %,;[:— < o.

L’arc de passage A, de A divise A en 2 domaines doublement con-
nexes.

1° Le domaine A, < U< Xy ==0 ou anncan [L,, A bordé d’une part
par (,, d’autre part par la courbe (), ou U=2, + o (limite de
U= -} & pour ¢ > 0 tendant vers zéro), composée de 'arc de passage

A et de Uarc ba de Cy sur lequel T > o.

5) ¢ (§) est en effet une fonction holomorphe et uniforme dans la région considérée.
6) v est < o sur l'arc de rebroussement af.

v
7) Orthogonal en a et b & C, lorsque C; est, comme on le suppose ici, analytique.
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2° Le domaine A, < U< A, ou anneau [Xy, A,| bordé intérieurement
par (, et extérieurement par la courbe C,"” ou U=, — o0 (limite de
U= —¢& pour ¢ > 0 tendant vers zéro) composée de l'arc de passage

A et de larc ab de C, sur lequel % < O (arcs associés).

Lorsque z décrit C, dans le sens positif par rapport a [, A,], V croit
toujours et sa varzation totale est (-} 4s); lorsque z décrit C,' dans le
sens positif par rapport a [A,, A|, V décroit toujours et sa wvarzation
g

- <0

(7; normale intérieure a I'anncau [A,, A,]), et en tout point de () la

totale est (—4st). En tout point de (, la dérivée normale

dérivée normale

est > o.
an; -~

Lorsque g décrit C," dans le sens positif par rapport a [X,;, A,] V croit
toujours et sa varzation totale est (-}-2ma); lorsque s décrit C, dans le
sens positif par rapport a [X;, A,], V' décroit toujours et sa wvariation

$ ’ .. / [ZU
totale est (—2s). En tout point de (", la dérivée normale g <o
i
(7 normale intérieure a lanneau [A,, A,]), et en tout point de (, la
£om et av
dérivée normale — est > o.
dﬂi

Notons encore que C," et C," présentent en @ et & des points angu-
leux a tangentes rectangulaires et surtout que les valeurs précédentes
des variations totales de J/ imposent cette conséquence: #nz sur [’arc de
passage A, nz sur ’arc associ¢ ab de (| la variation totale de V ' atteint
2, elle reste entre o et 2m, limztes exclues.

A tout point z de I’anneau [A,, A,] est associ¢ un point 2’ =%z et un
seul, intérieur aussi a cet anneau, et tel que /'(s) = F(5'); 5’ (3) et 5(s')
sont des fonctions holomorphes en tout point intérieur a 'anneau [}, A,];
on reconnait aussitdt qu’elles sont uniformes en remarquant que I’équa-
tion F (#) = F(2) a dans l'anneau précédent 2 solutions et 2 seulement
=z et u—=23" en sorte que, si z revient a sa valeur initiale en dé-
crivant une courbe de l’anneau non réductible a un point, 3’ toujours
=z devra aussi revenir a sa valeur initiale. Les courbes U=,
A < A< X =0, sont des courbes fermées analytiques, non réductibles
a un point, de ’anneau précédent. z et 2’ associés sont sur une telle
courbe et correspondent, sur cette courbe a des valeurs de J/ différant
de 2x. Il en résulte que lorsque s tend vers g, ' (3) ne tend pas vers
@ ainsi qu’on pourrait le croire, mais vers le ‘point ' signalé au N° 6,
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. —~ avu .
situé sur l'arc éa de C, ou — > 0 et tel qu'en suivant cet arc de o'

a @, V décroisse de 24, Au contraire, dans 'anneau [A;, A}, F'(s) est

univalente.

’

11. — Structure et reconstruction de o. Pour reconstruire a priori une
surface du type de la surface ¢ ici étudiée, nous prendrons 2 anneaux:

1° un anneau a 2 [feuillets du lype [A, X, composé de 2 feuillets
identiques en forme d’anneau circulaire réunis par une ligne de croise-
ment disposée par exemple suivant un rayon commun, les rayons des
cercles frontiére étant A1 et o — 1. Le feuillet supérieur sera le 1¢,
le feuillet inférieur le 2°. Sur le feuillet inférieur nous distinguerons un
arc (;ﬁ du cercle frontiere intérieur et la ligne de croisement étant ar-
bitraire nous supposerons qu’elle ne rencontre pas cet arc c/z?ﬁ’. L’arc
distingué sera 'arc de passage X\, de la ¢ a construire.

2° Un anneanu a un [feuillet du type (X, A], anneau circulaire de
rayons ¢*» et ¢, placé sur le méme plan que le 2° feuillet de I’anneau
précédent et sur lequel on distingue l’arc ;;5’ du cercle frontiere ex-
térieur qui coincide avec I’arc o?[;’ distingué sur la fronti¢re intérieure
de ’anneau précédent.

Nous collons ensemble les 2 anneaux précédents le long des arcs
coincidents af distingués sur leurs frontieres. La surface de Riemann ¢
obtenue posséde tous les caractéres reconnus a ¢ aux Numéros 8, 9, 10.
Elle est triplement connexe, bornée extérieurement par le cercle [C}:e%:l

parcouru 2 fois de suite dans le sens trigonométrique (courbe y,); in-

térieurement a) par le cercle |{|=¢"> parcouru dans le sens des

aiguilles d’une montre (courbe y,), enfin b) par une courbe fermée y,
N

circulaire, |{|=¢*1, composée 1° d'un arc direct B > 2 obtenu en

retranchant sur le 2° feuillet ’arc distingué &?‘;’ ou arc de passage A, du
cercle double que forme la frontiére intérieure de anneau [}, A,] 2° d’'un
arc 075’ < 2qt situé sur le 2° feuillet et obtenu en retranchant larc dis-
tingué (/x\ﬂ du cercle simple qui forme la frontiere extérieure de I'anneau
(Ae, A

Lorsqu'on décrit y, a partir de @ dans le sens positif par rapport a
la ¢ obtenue on rencontre d’abord P'arc direct Egz du 1° précédent décrit
dans le sens des aiguilles d’une montre, V' — arg { décroissant, ensuite
larc o?E du 2° précédent, décrit dans le sens de } croissants et qui est
donc bien par rapport a l'arc f}; précédent un arc de rebroussement.
La ligne de croisement 0,0, de 'anneau [A,, A,] aborde donc y, en un
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poznt O, de larc divect Ec\z (1°) superposé @ un point de I’arc de rebrous-
sement (2°). Ce point 6, peut a priori étre quelconque, wmazs on peut
normaliser la construction cn le prenant par exemple en a ou en 3. La
ligne de croisement s’arréte a ce point et ne se prolonge pas dans
'anneau adjacent [A,, A,].

Une telle surface ¢ possede les propriétés caractéristiques nécessaires.

1° elle est morcelée par toute courbe fermée tracée sur elle puisqu’il
en est ainsi de ses 2 anneaux constitutifs réunis par 'arc de passage;
elle est donc de genre séro (schlichtartig).

2° Elle est triplement connexe.

3° Ses 2 frontieres extrémes y, et y, sont sans rebroussement et sa
frontiere intermédiaire en présente 2: en « et g

Les théorémes généraux sur la représentation conforme des aires de
Riemann multiplement connexes (voir les références dans J. 1, N° 15)
montrent qu’on peut déterminer une fonction holomorphe, uniforme et
univalente du point § qui décrit ¢, 5 = @ (§), telle que, lorsque { décrit
o, 5 décrive une aire plane 9 triplement connexe limitée par 3 courbes
fermées analytiques C, (extérieure), C, et C, intérieures.

Alors § = F'(5) = ¢U+#¥, fonction inverse de g ({), fonction holomorphe
et uniforme dans @, sera la fonction de M. de la Vallée Poussin®) rela-
tive & laire A puisqu’elle en posséde les propriétés caractéristiques de
module et d’argument sur les frontieres C,, C,, C,, a savoir ¢V = | F(s)| =
ero, er ) e respectivement sur C,, C,, C,, V== arg F'(z) admettant
les périodes (4 4a), (— 2x), (— 2a) sur G, C,, C, décrits dans le sens
positif par rapport a A. On peut méme supposer que C,, C,, C, sont
des cercles. Les 2 points distincts @ et & de C, correspondant par
5 = @ (C) aux points de rebroussement o et g8 de y, seront évidemment
des zéros simples de F' (z). On a bien, en définitive, reconstitué une ¢
ayant toutes les propriétés requises et fourni en méme temps une S
présentant sur la frontiere C, deux zéros simples de la dérivée F' ().

12. — Image, dans P, de la décomposition de ¢ en feuzllets. Il n'y a
aucune difficulté pour 'anneau [A,, A,] de o qui, appartenant au 2° feuillet
de o, correspond a l'anneau [A,, A,] de 9, biunivoquement. Tous les
points de la courbe C,", frontiere extérieure de [A,, A,], correspondent
a des points du 2° feuillet de ¢, pour lesquels }/— arg { éprouve une
variation totale de 2a.

L’anneau [A,, A,] de ¢ est a 2 feuillets, raccordés ensemble le long
de la ligne de croisement 6, 0, qui suit le rayon V" =arg9,. L’image
de l'anneau précédent sera l'anneau [A,, A,] de A compris entre C, et

8) Voir J. 1 No 2,

118



C' [U =\ -} 0]. L’'image dans %A de la ligne de croisement se compose
de 2 arcs de courbe analytiques I =171, et V' — I, — 2a orthogonaux
a C, et a C,, le 1° respectivement awx points t, et t,, le second respec-
tzvement aux points t, et t,'.

Lorsqu’on suit C, dans les sens positif par rapport a %, on aura
Vi = Vu, + 27 et lorsqu’on suit C,' dans le sens positif par rapport
a [A, A on aura Vy, = V; -+ 2a. Enfin, le long de l'arc ¢, 4,, V reste
constant, de méme que le long de Varc #’ 7. La portion de courbe C,’
comprise entre ¢, et #' et contenant l’arc de passage A,, est 'image de
points de ¢ du 2°¢ feuillet puisque le long de l'arc de passage, C,' et
C," coincident. Au contraire l'autre arc de C,’ entre #, et ¢’ a savoir

E ot
Varc ¢’ Mt correspond a des points de y,, du 1° feuillet. Les points
t, et ¢,/ sont, a cause de la propriété reconnue a 0, sur y,, des points

de Parc !_7/-(_; de C,, ou %’Z—’[{> 0 auxquels correspond encore un point #"
de l'arc ;_Z_ ou %g < o tels que /() = F ()= F(4") =106, (points 1°

du N° 7). De 7' a ¢, le long de l’arc ﬁ/\z‘l de C,' ou de C, (sens po-
sitif), }/ diminue de 2x: de # a #' le long de C," (sens positif), } di-
minue de 2x: Varc de passage A est ainsi zsolé sur C,' par un arc z{:z?
corvespondant @ unc variation (— 2st) de V, arc image de la portion de
[rontiere de 'annean [N, A] de o située sur le 2¢ feuillet. l.a portion
de frontiere de cet anneau située sur le 1° feuillet a pour image l'arc
th (sens positif) de C\' ou ;. La partie de l'anneau [A;, A,] de ¢
située sur le 2° feuillet a donc pour image la partie de 'anneau [A;, Ao}
de A comprise entre les lignes ¢ ¢, et ¢ 7’ et confinant a larc de pas-
sage A,; la partie de [A,, A,] de ¢ située sur le 1° feuillet aura pour
image la partie de 'anneau [X,, A,] de & comprise entre les lignes ¢, 7,
et 7,/ 4,/ et ne confinant pas a l'arc de passage A,, mais a l’arc z‘l/’._/-l/ﬁ,
(sens positif) de C," ou de C,. Nous pouvons noter encore que, si 'on
suit par continuité C, dans le sens positif par rapport a A, ¥ décroit
de 2% de #' & #, décroit encore jusqu'a «, puis croit de a a 4,
enfin décroit de 4 a ¢/ en sorte que, au Eassage par #,", on aura
Vin = [/t1 =V, — 2.

13. — Prolongement a 2 feutllets de o dans [’intérieur de ses fron.
tieres v, et y,.

Imaginons d’abord que nous réunissions les points de I’arc de rebrous-
sement af de y, (situés sur le 2z° feuillet), aux points de l'arc direct
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Pa de y, situés sur le 2° feuillet et correspondant respectivement aux
A~~~

mémes valeurs de V': ces derniers points constituent 2 arcs Ba et B, g
de longueur <C 2 qui, retranchés de l'arc direct /57; de y,, le réduisent
a une circonférence du 1° feuillet dont 'image dans ¢ est Parc ¢’ M,
de C, sur lequel -é—g > 0. Adjoignons a g, le long de cette circonférence,
le disque circulaire bordé extérieurement par cette circonférence, ce
disque étant adjoint au 1°r feuillet. Enfin, au 2° feuillet de ¢, adjoignons
le disque circulaire bordé extérieurement par y,.

Apres ces opérations de prolongement ¢ est devenue une surface de
Riemann ¢, a 2 feuillets, simplement connexe, limitée par la seule
courbe y,. Au point de vue de I’Analysis situs: la 1% des opérations
précédentes conduit dans le plan s a identifier les arcs a# et az,”" de
C}, ainsi que les arcs &z’ et 64", en identifiant les points de ces arcs
respectifs®) qui, par continuité a partir de 2 ou de & donnent la méme
valeur & V7 (et par suite 3 F(s)); aprés quoi C, se réduit 2 une courbe

fermée #'M ¢, munie de 2 prolongements: # a (confondu avec ZQ) et
—~

¢, b (confondu avec #" b).

La 2° opération consiste topologiquement a adjoindre a A l'aire in-
térieure a la courbe fermée précédente. La 3° opération consiste topo-
logiquement a adjoindre a % laire intérieure a C,. La surface g, est
donc homéomorphe a lintérieur de C,.

On peut passer de o, a o.

1° en enlevant lintérieur du cercle y, du 2° feuillet.

2° en enlevant sur le 1° feuillet 'intérieur du cercle | { | = ¢*1 et fendant
le 2° feuillet le long de ce cercle depuis 0, jusqu’a « d’un coté, depuis 6,
jusqu’a g de l'autre.

A

14. — Representation conforme canonique de o, et 6. 0, est une sur-
face simplement connexe a 2 feuillets bornée extérieurement par y, et
possédant en 6, un point de ramification simple. C’est un cas particulier,
le plus simple possible, de la surface g, g}visagée au N° 19 de mon
précédent mémoire (J. I pages 129 et suivantes). Les prolongements de
0, a l'extérieur de y, pourront se faire, soit comme au N° 21, soit comme
au N° 22 de ce mémoire et tout ce qu’on a dit aux N° 23, 24, 25,
d’une part, aux numéros 28, 29, 30, s’applique ici.

9) On voit qu’alors les voisinages dans 9 de 2 tels points correspondants se prolongent

mutuellement, en sorte que F (2) ne cesse pas d’étre holomorphe au passage par chacun des
2 arcs doubles ouverts obtenus aprés identification des arcs atf, et af," d’une part, bt,’ et

bt," d’autre part.

———
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A. Avec le 1°f prolongement (J.I N° 21) il existe un polynome du
2° degré?)

Po () = (. — uy) (w0 — u,)

tel que l'équation § = A, () définisse u = n, (§), lolomorphe et univa-
lente sur o,, et fournisse de ¢, une représentation conforme sur une
aire D, du plan # limitée par une cassinienne analytique K, d’équation
| £y (#)| = 1, entourant les 2 zéros u, et u, de F,(x). Au point 6, cor-

u,—+ 1,

respondra, dans le plan #, un point unique #, — P ou lon aura

By (u,) = 0 et ce point sera intérieur a D,. Par un déplacement dans
le plan u on peut supposer wu,— 0, u, et u, réels, u, > O.

A la courbe y,' passant par 6,, correspondrait la cassinienne enticre
a point double") | 2 (#)| = ¢*1, la boucle droite venant du premier
feuillet, la boucle gauche du 2° feuillet. Mais y, est une courbe fermée
tracée sur g, et ne coincidant avec y,' que sur la partie fournie par
Uarc direct E}-o\c de y,. 1l faudra donc, pour obtenir la courbe K, corres-
pondant & y, par # = =, ({), tronquer la cassinienne | 7, («)| = ¢*1 aux
2 points A et B correspondant a « et # de y, ou de y,’, et, d’'une part

—~

n’en conserver que les 2 arcs 04 et OB correspondant aux arcs 6,
6179 de y, situés sur le 2° feuillet, d’autre part conserver la boucle droite
correspondant a I’arc de y, situé sur le 1° feuillet. Lorsque y, est décrite
par { dans le sens positif par rapport a o, le point # — a, () décrit la
cassinienne tronquée de la maniere suivante si § part de @, décrit l'arc
direct p’a puis l'arc de rebroussement aﬂ, « part de B décrit 'arc tron-
qué BO puis la boucle dr01te puis larc tronque OA de la cassinienne
tronquée (cet ensemble BO, boucle droite, OA, correspond a ’arc direct
— N N T

Ba), puis Parc AQO et enfin 'arc OB (cet ensemble AOB correspond a
I'arc de rebroussement ;Z’). Nous appellerons X, cette cassinienne tron-
quée correspondant a y,. Enfin, a y,, correspondra une cassinienne
courbe fermée analytique X, d’équation | 7, (x)|=¢*> intérieure a la

boucle gauche de la cassinienne | 7, (%) |—~e7‘1 et entourant le zéro u,
intérieur a cette boucle.

10) Tous les polynomes en u, du 2° degré, et de 1er coefficient égal & 1 en module,
ayant cette propriété sont compris dans la formule

P(u)="P, (ue’® +b).

1) ellzlpo (o)|=——u,u2:u§.
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De méme que ¢ se déduit de 0,:
1° en enlevant lintérieur du cercle y, du 2° feuillet.

2° en enlevant sur le 1°r feuillet l'intérieur du cercle |{| = e

1 et fen-
. . —— ———
dant le 2° feuillet le long de ce cercle suivant les arcs 6, a et 6, 7;

De méme D, décrit par # = s, () lorsque { décrit 5, se déduit de D, :

1° en enlevant lintérieur de la courbe KA, précédente.

2° en enlevant lintérieur de la boucle droite de la cassinienne tron-

quée K,[|P, ()| = 1] et fendant laire obtenue suivant les arcs 04

et OB de la partie tronquée de cette cassinienne.

On voit que, par P, (#) = F (), on obtient une fonction # — z,[F(5)],
holomorphe et univalente dans 9 et sur ses frontiéres sauf en ¢, 7, 2/,
et qui transforme %A dans Paire D limitée par les cassiniennes K,, K,
K;, la cassinienne moyenne K, étant tronquée en A et B correspondant

aux zéros @ et b de F'(z). L’image de l’arc de passage A, serait l’arc

AB enlevé A la boucle gauche de la cassinienne, en sorte que le domaine
doublement connexe compris entre K, et la boucle gauche de K, est
I'image du domaine A, < U < A, ou de l'anneau [;, A,] du domaine .
Aux points #,, ¢, #,", du N° 12, correspond le point # — 0 et la fonc-
tion u = q, [F(2)] a, en chacun de ces 3 points, un point critique algé-
brique simple. En normalisant au N° 11 le choix de 0, en a ou en B,
on voit que l'un des arcs tronqués 04 ou OB disparait ipso facto, et
le nombre des parametres essentiels dont dépend l'aire D est bien
réduit a 3p-—3 =3, car p — 2 (a savoir les nombres réels u,, A, et le
nombre réel fixant la position de A sur la boucle gauche de la cassi-

nienne K,) et ce nombre correspond exactement au nombre des modules
de l'aire %A.

B. Avec le 2° prolongement il existe) une fraction rationnelle du
20 degré a cercle fondamental

v —a, V——

RO(‘Z/): . = ,[ldl|<l,‘dgl<ll

1 —a, 7 1—a,v

telle que I’équation § = R, (v) définisse v = ¢, (Q) /olomorphe et univa-
lente sur o, et fournisse de o, une représentation conforme sur le cevcle
D, défini par |v| < 1.

vr—a ;
12) Toutes les autres sont de la forme R (v) =R, ( —~ e’“’), a constante complexe de

I—av
module < 1, ® constante réelle quelconque.
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Aux courbes y, et y, correspondront, par v = g,(§), 2 cassiniennes
généralisées K,' et K,' intérieures a D,’, d’équations respectives | R, (v)| =
A2, | Ry (0) | == M. K\ est une cassinienne tronquée tout & fait analogue
a K,; elle possede un point double que, par un déplacement non eu-
clidien convenable appliqué a v, on peut supposer a lorigine, les 2 zéros
a, et a, étant alors wéels et symétriques par rapport a O, (a, > 0).
K," comprend la boucle droite de la cassinienne (1° feuillet de o,) et

deux arcs OA4' et OB’ de la boucle gauche obtenus en enlevant de cette

boucle I'arc A'B" correspondant a P’arc de passage A, de o (2° feuillet).

L’équation de K’ est | R, (v)| = ¢t = | R, (0)| = a%. K, est une cassi-
nienne généralisée analytique fermée entourant «, et intérieure a la boucle
gauche de K.\'. Enfin a y, correspond le cercle fondamental \v| =1 que

nous appelons K,'. L’aire D', image de g par v — g, (), et par suite de
A par v = g, [F (2)], est bornée par X, K,', K, . Lorsqu’on normalise
le choix de 6, comme en A. précédent on réduit a 3 le nombre des
paramétres essentiels dont dépend D’.

§ 2. F' (#) a un zéro double sur C,

15. — Apres les explications détaillées qui précédent il nous suffira
d’indiquer rapidement les modifications que présente le cas actuel, cas
limite du précédent ou a et b de C, sont venus se confondre en a (par
suite « et @ de y,, confondus en «). L'arc de rebroussement de y, est
2cz nul. Les points «, £ et 6, sont confondus. Rien a changer a ce qui
précéde en ce qui concerne les anneaux [A,, A,] et [A;, A en dehors
des conséquences du fait précédent. y, se compose donc du cercle |{| =
du 1° feuillet décrit dans le sens des aiguilles d’'une montre. Le do-
maine A, < U <A, est limité d'une part par C,, d’autre part par larc
de passage A, qui est une courbe fermée analytique intérieure a R,
émanée du point @ et revenant au point @ [zéro double de £’ (5)] aprés
avoir entouré C,; en a, les branches de cette courbe font, avec les 2
demi-tangentes 4 C, des angles de 60°. Cet arc de passage A, est ce
que devient ici la courbe fermée C,", [/ = A,— 0], car larc de C, as-
socié a larc de passage est ici nul. La courbe C/, [U=2, }+ 0] se
compose de C, et de l'arc de passage A,, elle admet un point double
en a. Le prolongement de ¢ a lintérieur de y, se fait comme précé-
demment; A Pintérieur de y, il est plus simple que dans le § 1, il suffit
comme pour y,, d’ajoindre au 1° feuillet de ¢ le disque circulaire in-
térieur a y,. On obtient une o, du type de la g, envisagée au § 1,
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ayant un point de ramification simple en ¢« = F(a). La représentation
canonique par # — s, (), fonction inverse de { = A, («), F, () polynome
ayant les caracteres envisagés au N° 14 (A), fera correspondre a y, a
cassinzenne fermée K, [| P, (#)| = 1] entourant les 2 zéros u, et u, de F,
[#, > 0, uy, = —u,]; elle fera correspondre a y, la boucle de droite K,
de la cassinienne | Po(u)| = =42, ayant O pour point double, la
boucle de gauche étant 'image de larc de passage A, de o; elle fera
correspondre 1 y, Povale de gauche K, de la cassinienne | P, (u)| = e
cet ovale est intérieur & la boucle gauche de la cassinienne | 7, (x)| = e
et il entoure le zéro #,. Le domaine canonique D sur lequel est repré-
senté conformément A par # = a1, [#(2)], ou F(z) = P,(u), est borné
par K,, K,, K,. La fonction de représentation # — s, [# (2)], holomorphe
dans 9\ et sur ses contours, sauf en @, présente en @ un point critique
algébrique simple, au voisinage duquel on a « = (s —a)} H(2), la
fonction /A (z) étant holomorphe et %0 pour z —a [on avait, en a,
{—a=F(5)—a=(s—a) F,(3), avec F,(a)520 et d’autre part, en «,
% () = ({ — @)} Hol (§), avec Hol (@) £ 0].

En adoptant le 2° prolongement de g,, on aurait, en modifiant les
conclusions du N° 14 (B) comme on vient de modifier celles du N° 14
(A), une aire canonique D’ limitée d’une part par le cercle fondamental

o, |v|=1; dautre part, par la boucle droite K,' de la cassinienne
généralisée & point double O déquation | R, (v)| = R,(0) = a? =1, en-
tourant le zéro @, de la fraction a cercle fondamental R,; enfin par
Povale de gauche K,' de la cassinienne généralisée d’équation | R, (v)| = &2,
intérieure a la boucle gauche de la cassinienne dont K,’ est la boucle
droite, et entourant le zéro «, de R,. La fonction v = g, [#'(2)], qui
représente A sur D', est holomorphe et univalente dans A et sur ses
contours, sauf en @, ou elle a un point critique algébrique simple au
voisinage duquel on a v = (s—a)t A (s) la fonction H(z) étant holo-
morphe et =20 pour z = a.

(Regu le 29 janvier 1932)
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