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Geometrîsche Anwendungen der binâren
(n, ri)- Verwandtschaft

Von Arnold Emch, Urbana, Illinois (U. S. A.)

§ 1. Einleitung

In einem in dieser Zeitschrift erschienenen Aufsatz uber eine besondere
Klasse von algebraischen Flachen1) habe ich auch die sogenannten In-
volutionsfîachen behandelt, welche sich auf die vollstandig symmetrische
{n, n) - Verwandtschaft, oder eine Involution ;zter Ordnung auf einem
binaren Felde (X, (jl), das nicht homogen ist, grunden. Eine solche
Verwandtschaft kann in der Form

«+ 1 2»-f2 2»4-2 « + 1

(i) znx-x.) n b—v-n (i-i.) n b-i.)=oz=l t — n + 2 i n + 2 z — 1

dargestellt werden. Dièse Gleichung ist fur X {x identisch erfullt,
zudem verschwindet der Koefflzient des hochsten Gliedes (X[x)*+1, und
Iaf3t sich folglich auf eine vollstandig symmetrische (n, n) Verwandtschaft

zwischen X uud [x reduzieren. Letztere ist durch zwei (n -f- i)-
wertige Gruppen vollstandig bestimmt und es ergibt sich leicht, daC
die Existenz einer einzigen solchen involutorischen Wertegruppe, °°1
solche bedingt.

Den veranderlichen Parametern X und [x seien nun çm-eindeutig irgend
welche gleichartige geometrîsche Gebilde zugeordnet. Das fuhrt dann
zu einer Unmenge interessanter geometrischer Erzeugnisse, von welchen
ich in einer bald erscheinenden Arbeit berichten werde.

Identifiziert man z. B. X und [x mit Parametern der Tangenten desselben

Kegelschmttes K, so erhalt man Kurven ntcr Ordnung mit einfach un-
endlich vielen vollstandig einbeschriebenen (n -f- i)-Seiten. Fur # 4
ergibt sich die .bekannte Luroth'sche Kurve 4. Ordnung mit 001

vollstandig einbeschriebenen Funfseiten, die aile demselben Kegelschnitt
umschrieben sind

Individualisieren X und [x je eine einhullende Ebene einer abwickel-
baren Flache 3. Klasse, so erzeugen die Schnittlinien entsprechender
Ebenen Regelflachen der Ordnung 2n mit einer dreifachen Kurve

Comm. Math. Helv., Vol. 2 (1930), pp. 99—115.
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^ n (n — i)ter Ordnung. Dièse Kurve hat die Eigenschaft daf3 ihr oo1

(n -f- i)-Flache vollstandig einbeschrieben sind, deren \n(n-\-i) Schnitt-
linien ^-fache Sekanten der Kurve sind. Jede Ebene eines solchen {n-{-1)-
Flaches schneidet die Regelflache in n Erzeugenden und in einer Rest-
kurve ntGX Ordnung, welcher oo1 (n -f- i)-Seite einbeschrieben sind. Fur
n 4 bekommt man die spezielle Kurve 6. Ordnung vom Geschlecht
3 mit oo1 einbeschriebenen Pentaedern, die sich zugleich als sogenannte
,,Kegelspitzenkurve" herausstellt, wie schon von F. Schur erkannt wurde.2)
Jede Ebene eines solchen Pentaeders schneidet die zugehorige Regelflache

8. Ordnung in vier Seiten und eine Restkurve 4. Ordnung vom
Luroth-Typus. Die funften Seiten der letzteren einbeschriebenen Funfseite
sind gerade die Tangenten der Ruckkehrkurve der abwickelbaren Flache
3. Klasse.

In der vorliegenden Arbeit sollen Untersuchungen dieser Art wciter-
gefuhrt werden. Anstatt einer einzigen Tragerkurve oder Tragerflache
der Parameter X und [x sollen jetzt zwei, bezuglich drei solche Trager
zu Grunde gelegt werden. Im Falle von drei Tragerflachen hat man es

dann noch mit einem dritten Parameter v zu tun.

§ 2. Die allgemeine (n9 >/)-Verwandtschaft auf zwei Kegelschnitten

Es seien

(2) a X2 + b X + c o

(3) dtf^e
zwei Klassenkegelschnitte, wobei a, b> c, d, e, f lineare Formen in (xt,
x2, x$) [x) sind. Nach den x geordnet sind sie

(4) A xx -{-A2x2 + As xs — o,

(5) #i *i -\-B2x2-\- B3 x5 o,

wo jetzt die A und B beziehungsweise quadratische Polynôme in X und

{i sind. Fur jedes Wertepaar (X, (Jt) wird der Schnittpunkt der beiden

Tangenten im allgemeinen eindeutig bestimmt:

2) Math. Ann., Band 18 (1881), pp. 1—30.
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()Ji A2B3 — Az B2,
(6) çxi AtB1 — A1B8,

qx3 A1B2 — A2 Bt.

Jeder der Ausdrucke auf der rechten Seite ist vom 4. Grade in X und [x

und vom zweiten in X und vom zweiten in |x. In einer Cartesischen
(X, [x)-Ebene entspricht somit jedem allgemeinen Punkte (X, |x) eindeutig
ein Punkt der projektiven (.r)-Ebene, und A2 Bs — AZB2=: o, etc. stellen
Kurven 4. Ordnung dar mit den unendlich fernen Punkten der X- und

|x-Axe als Doppelpunkten. Einer Geraden cx x\ -)- c2 x2 -f- c% xz o
entspricht eine ebensolche Kurve 4. Ordnung

(7) cx (A2 Bô — At B2) -f c2 (A3 Bx — A, B3) + cz (A, B2 — A2 Bt) o,

und da der dritte Klammerausdruck durch Elimination aus den zwei
ubrigen folgt, so haben aile Kurven (7) aul3er den zwei Doppelpunkten
noch vier andere feste Punkte gemein, welche auch Fundamentalpunkte
der Transformation (6) sind und den vier gemeinschaftlichen Tangenten
der beiden Kegelschnitte (A) und (B) entsprechen. Zwei Kurven (7)
schneiden sich also in nur vier veranderlichen Punkten, so da!3 also die
Transformation (6) zwischen (x) und (X, |x) (i,4)-deutig ist. Bezeichnet r
die Multiplizitàt eines Fundamentalpunktes, so gilt bei einer (1, ;/z)-deu-

tigen Transformation nter Ordnung vom Geschlecht p die Beziehung

2: r r + 1) =: — n {n -f 3) —- (;;/ -f- 1) -f p,
2

welche in unserem Falle (zwei Doppelpunkte, vier einfache Punkte, n 4,

m 4, p 1) erfullt ist.
Dièse Transformation wende ich nun auf die Verwandtschaft 2 ntcr

Ordnung in (X, |x) an:

(8) x«0o + A*-101+ +0H o,

worin die 0 Polynôme ntQn Grades in (x sind und welche eine Kurve 2 ntcr

Ordnung mit ^-fachen Punkten in den unendlich fernen Punkten der X-

und ji-Axe darstellt. P'ur jedes (8) befriedigende Wertepaar (X, (x) ergibt
sich in (x) eindeutig ein Punkt. Es handelt sich nun darum, den Ort
dieser Punkte zu bestimmen. Der Geraden {ex) entspricht eine Kurve
4. Ordnung (7), welche (8) aufierhalb der vielfachen Punkte in 4 2 #
— 2 .2.^ 4^ Punkten schneidet. Der fragliche Ort ist somit von
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der Ordnung 4 n und infolge des eindeutigen Entsprechens (X, fx) —> (^)
vom gleichen Geschlecht wie (8). Somit hat man den

,&££ / : Uebertragt man X und [i einer (n, n)- Verwandtschaft auf
zwei irreduzible Klassenkegelschnitte (A) und (B) als Trager, so ist der
Ort der Schnittpunkte entsprechender Tangenten eine Kurve der Ordnung
4 n vom gleichen Geschlecht der Verwandtschaft, Ist die Verwandtschaft
eine Involution (1), so beftnden sick auf der C±n w1 schachbrettartige
Gruppen von n2 Punkten.

Ist umgekehrt eine Kurve nter Ordnung Cn gegeben, so ergibt sich
durch Substitution von (6) sofort eine Kurve F4n der Ordnung 4^ mit
den unendlich fernen Punkten der X- und ji-Axe als 2 ^-fachen Punkten.
Nur ist die Sache jetzt so, dafi jedem Punkt von Cn vier Punkte von
F4n entsprechen. Zusammenfassend ergibt sich

Satz 2: Der aus Cn in (x) hervorgegangenen F±n in (X, \i) entspricht
umgekehrt in (x) die vierfach ùberdeckte Kurve Cn. In diesem Sinne
kann also jede algebraische Kurve aus einer (\ ^-Verwandtschaft mit
Hilfe zweier Klassenkegelschnitte erzeugt werden.

Sind in (2) und (3) a o, d o, so hat man zwei Geradenbuschel
und (6) wird zu einer quadratischen Transformation. Schreibt man (X, fi)
in homogenen Koordinaten (X, [a, v), so ergibt die Umkehrung von (6)

unter diesen Umstànden

(9) pX ce, pp bf, çv — be.

Den Geraden b o und e o in (x) entsprechen bez. die Punkte L (1, o, o)
und #(01 o). Der Verbindungslinie g o der Scheitelpunkte der
Buschel b X -f- c v o und e (a +/v o entspricht ein bestimmter Punkt
N{Xi (Xi Vi). Die Fundamentalpunkte in {x) sind die Schnittpunkte der
Geradenpaare {b o, e o) ; (b o, c o) ; (e o, f= o). Eine einer
(n, ^-Verwandtschaft entsprechenden Kurve F(X, fjt, v), welche in L und
M ^-fache Punkte hat, entspricht in (x) eine Kurve C2« von derselben

Ordnung und mit demselben Geschlecht. Nimmt man umgekehrt in (x)
eine beliebige Kurve Cn vom Geschlecht p an, so entspricht ihr in der
quadratischen Transformation in (X, (i, v) eine Kurve F2n mit ^-fachen
Punkten in L, M, N und ùberdies \{n — i) {n — 2) —p Doppelpunkten,
die naturlich dasselbe Geschlecht p hat. Erinnert man sich noch der
Eigenschaften der vollstandig symmetrischen {n, /z)-Verwandtschaft oder
einer Involution ntcr Ordnung, so kann man das gewonnene Résultat
zusammenfassen als
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Satz j: Jede algebraische Kurve kann a/s Ort der Schnittpunkte der
Geraden zweier Biischel erhalten werden, welche sich nach einer bestimtnten
(n, n)-Verwandtschaft entsprechen.

Ist letztere eine Involution, so erhàlt man eine Kurve C^n m*t n-fachen
Punkten in L und M, welcher oo1 Gitter mit je n1 Punkten einbeschrieben
sind. In der Cartesischen Ebene (x, y) sind dièse Gitter rechtwinklig,
d. h., sie werden von je n zu der x- und y-Axe parallelen Geraden aus-
geschnitten. Eine solche Kurve hat die Form

n 2« n + l 2n

/7>- *i) II (y -yh + k H (y —yt) /Z>- Xi) o.

§3. Eine Cremona Transformation 6. Ordnung

Zwei Tangenten À, [x der Kegelschnitte {A) und (£) bestimmen im
Allgemeinen einen Punkt P(x) eindeutig. Derselbe Punkt bestimmt, wenn
(X, |x) gegeben ist, ein zweites Paar (X', |x') eindeutig, folglich sind Xf

und ji' eindeutig durch X und jx bestimmt. Umgekehrt bestimmen X'

und |j/ dasselbe Paar (X, jji) eindeutig. In der Verwandtschaft zwischen
(X, [a) und (X;, jjl') handelt es sich also um eine involutorische Cremona
Transformation zwischen den homogenen Feldern (X, [jl, v) und (À' fi/ v'),
deren Ordnung und Charakter zu bestimmen ist.

Zunâchst ist klar, daB die vier gemeinsamen Tangenten der
Kegelschnitte auf vier Ausnahmepunkte F3, Fif Fb, FQ der Transformation
fùhren mùssen. Fur v o sind X und (x beliebig, was durch a o,

d=o befriedigt wird. Dièse Tangenten schneiden sich in einem Punkte
Prj, von welchem ein zweites Tangentenpaar a! o, b o an die
Kegelschnitte geht, dafi in (X, |x, v) den Punkt Fn (X/, fx/, v7'), der allen Punkten
(X, (x, o) der Geraden v o entspricht. Zwei weitere Fundamentalpunkte
sind 7^(1,0,0) und F2 (o, 1,0), von welchen wir zeigen werden, dafi sie

dritter Ordnung sind, wàhrend sich Fs, F±, Fb, F6 von der zweiten und
Frj von der ersten Ordnung erweisen.

Zu diesem Zwecke kann man von der Tatsache ausgehen, dafi in

nicht homogener Form X'-(-X X'X ^—, |x' + [x
a a &

jx' jx —, und man die Bedingung aufstellt, daC der Schnittpunkt der

Tangenten X' und X mit demjenigen von fx' und jx zusammenfâllt, und
dann die zwei sich daraus ergebenden Gleichungen nach X' und |x' auf-
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lost. Der Einfachheit halber nehme ich die Klassenkegelschnitte (A)
und (B) in der Form

(A) X2(— x+ i) + X-2j + .i~3 o,

(B) tf (jt+i) —^.2^' —a—3=0,

an. Fur (X 1, jx — 1); (X — 1, |i=i); (X f3, J* l^3~).

(X — l/~3~, |x — j/~3~) ergeben sich in derselben Reihenfolge die gemein-
schaftlichen Tangenten y — 1, j/ 1, A* — V 3 • jj' o, x -\- ]/ 3 -j' o.

Aus (^) folgt X' + X :j~- X' X A'7|3 welche nach x und y
gelost

3 _ X' + X
x r x + f ' y x' x + 1

ergeben. In ahnlicher Weise erhalt man aus (B)

— ^ t* + 3 _ _ J^_+J*

Setzt die ^ und jk beziehungsweise einander gleich, so kommt

(^' X + 3) (tif |i + 1) + (X' X + 1) ((x' (x + 3) o,
(X' + X) Ot' |i + 1) - (X' + X) ({x' [x |- 3) o

Lost man dièse Gleichungen nach X' und jx' und druckt das Résultat
in homogener Form aus, so erhalt man nach langerer, aber leichter
Rechnung

p X' (X (x — 2 [x2 + 3 v2) (X2 (jt — X v2 — 2 pi v2) v,
(10) p[x' (X{ji — 2X2 + 3v2) (X(x2 — (iv2 —2Xv2)v,

p v' (X [x2 — (x v2 — 2 X v2) (X2 (x — X v2 — 2 (x v2).

Nach den vorausgegangenen Entwickelungen und diesen Formeln steilt
sich das System der Fundamentalpunkte und zugehorigen Fundamental-
kurven in folgender Tabelle dar
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i?i (I, O, O) /i X |X° — |X V2 — 2 X V2 O

F2 (O, I, O) /; j= X2
|JL ~ À V2 2 |X V — O

/?8(i, — i, i), /;== X (x — 2 X + 2 {x — 3 — o,
F4{—I, I, I), /;== X (1 + 2 X —2|X —3 ==O,

^(fo ^3, l),_ /ô 3X[i + 2|/^ X + 2^ (X + 3=O,
^(—^3, — ^3> i), /; 3 X 1* — 2 I/3 X — 2j/3 (x [ 3 0,

Dabei hat man sich die F m (X', (x', v'), die f in (X, |x, v) zu denken
Die Felder konnen naturhch infolge des involutorischen Charakters ver-
tauscht werden

Werden die Ausdrucke in (10) in

K V h k, [x' (- h v' o

eingesetzt, so ergibt sich ein homoloidales Kuivennetz 6 Ordnung mit
2 dreifachen, 4 zweifachen und einem emfachen Grundpunkte, resp
Punkten Man hat so den

Satz, ./ Wahlt vian zwei trreduzîble Klassenkegelschnttte A (X) und

B(\i) tn ezner Ebene (x) und legt von etnem belzebzgen Punkte tn (x) etn

Tangentenpaar (\ \i) an dte bezden Kegelschnztte, so zst das vont selben

Punktt aitsgehende zzuezte Tangentenpaar (V', \irJ mit dent ersten durch
ezne znvolutorzscJu Cremonatransformation 6 Ordnung verbunden Dze-
selbc hat szeben FundavK ntalptmkte und ebensozzele Fundamentalkurven,
zvovon zt^ez kubzsc/i, vzer quadratzsdi und ezner (ezne) Iznear sznd*

Wird dièse Transformation auf die Kurven F±n des vongen Abschnittes
angewendet, so ergibt sich zunachst eine I\±n Da aber r±n Ft und F»

als 2^-fache Punkte und F39 F^, /%, F6 als ^-fache Punkte enthalt, so

lost sich davon em Kurvensystem von insgesamt der Ordnung 2 2n 3

T4 n 2 20 n ab, so dafi die eigentliche Transformierte wieder eine

[\n ist und nach der Bildungsweise selbstverstandhch mit T±n zusammen-
fallt Somit

Satz j). Aile aus Cn durch (6) hervorgegangenen Kurven T±n werden

von der obe?i erhaltenen znvolutorzschen Cremonatransformation 6

Ordnung invariant gelassen

Man kann die 111 S 2 beschnebene Méthode der Kurvenerzeugung auf
den Fall ausdehnen, in welchem A (X) und B (jjl) rationale Klassenkurven
hoherer Ordnung smd und auf sie eine (n, ;z)-Verwandtschaft (X, (x) legt
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Ist dièse projektive, d. h., kx X jx + k2 X -f- kz p, + k± o, so folgt der
bekannte Satz, da$ aile ratzonalen Kurven tn (x) auf dièse Weise er-
zeugt werden konnen, als spezielles Ergebnis. Stellen A (X) und Z?(ji)
abwickelbare Flachen in einem Raume S* (x) dar, so hat man es bei dem

Erzeugnis mit Regelflachen zu tun. In ahnlicher Weise lassen sich
Problème dieser Art in grofier Zahl in hohern Raumen aufstellen, na-
mentlich wenn man die Zahl der Parameter, bezuglich der Trager ver-
mehrt. In der Folge werde ich mich auf den projektiven Sz (x) be-
schranken.

§ 4. Rationale abwickelbare Flachen als Trager in 83

In einem projektiven Raume S3, (x) (xy, x2, x3, x^) lege man zwei

unabhàngige abwickelbare Flachen von der Art

(11) ao\>" + ^ X-"1 + tf2 Xw-2 + +am o,

(12) h [a" + bx y™-1 + b2 [xw-2 + +bm o,

fest, worin die a und b lineare P'ormen in den x sind. Nun sollen X

und (a wieder durch eine {n, #)-Verwandtschaft verbunden sein und zwar
so, dafi ihr Geschlecht / (n — i)2 — d ist. Dieselbe werde mit
V(\, (x) o bezeichnet. Dann entsprechen jedem Wertepaar von V
zwei Ebenen (11) und (12), welche sich in der Erzeugenden g einer be-
stimmten Regelflache R schneiden. Bringt man (11) und (12) mit einer

beliebigen Ebene 2 Ci x{ o zum Schnitt, so ergeben sich darauf die x
als Funktionen

(13) pxt P£(l, [jt); z=I, 2, 3, 4,

vom Grade m in X, sowohl als in |x und vom Grade 2 m in beiden.
Wenden wir dièse Transformation auf V(X, jjl) o an, so ergibt sich in
der Ebene (a)=:O eine Kurve von der Ordnung 2m - 2n — 2 • m- n
¦=L2mn. Folglich hat auch R dieselbe Ordnung und ist eine Regelflache

Rïn von demselben Geschlecht p wie V.

Satz 6 : Legt man eine (n, n)- Verwandtschaft vom Geschlecht p auf
die einhullenden Ebenen zweier rationalen abwickelbaren Flachen der
mten Klasse9 so ist das Erzeugnis einer Regelflache der Ordnung 2 mn
und vom Geschlecht p.

72



SchlieClich behandle ich noch kurz einige Problème in welchen drei
nicht homogène Parameter X, [x, v vorkommen.

Es bedeute

(14) F(X, (x, v) o

eine irreduzible Flache der #ten Ordnung in einem Raume Sz (X, |x, v)

und

(15) £o|A' + £i^-1+ + *, =0,
CoV* + CX V*"1 + + Ct =O,

rationale abwickelbare Flachen der Klasse r, s, t. Die a, b, c sind
lineare Formen in 53 (xt, x2, xs, ;r4). Fur jedes Wertepaar (X, ji, v)

stellen (15) drei Ebenen (X), ([i), (v) dar, die sich in einem Punkte P{x)
schneiden. Lost man die (15) nach (x) auf, so ergeben sich

(16) px, Rt (X, (x, v); i=i, 2, 3, 4,

worin die Pt Polynôme vom Grade r, s, t bezuglich in X, jx, v, und vom
Grade r A- s -\- t m \ ^ ^ zusammen sind. Durchlauft nun (X, [jl, v)

die Flache F, so beschreibt der Punkt P (x) eine Flache 0 (x), welche
die Transformierte von F durch (16) ist, und deren Ordnung sich als

n{rs-\~st-\-tr) ergibt.
Vom Punkte P{x) gehen aufier (X, jx, v) noch r—1, 5—1, t—1

weitere einhullende Ebenen bezuglich an die Flachen A (X), B (|i), C (v),
die durch das erste Tripel (X, jx, v) vollstandig bestimmt sind. Fur die
unendlich ferne Ebene von Ss (X, (x, v) hat man einen einzigen Schnitt-
punkt, namlich den von a0 0, bQ o, c0 O. Dieser ist also ein

Fundamentalpunkt der Transformation (16) und die unendlich ferne
Ebene in S3 (X, [x, v) die zugehorige Fundamentalebene.

Sind r s t 2, also A (X), i?([x), C (v) Kegel, so entspricht jedem
Tripel (X, (x, v) durch P(x) eindeutig ein zweites Tripel (k'f |x', v').
Dièse Beziehung ist involutorisch, so dafi (V, (x', v') mtt (X, |x, v) dtirch
eine mvolutonsche Cremonatransformation verbunden tst. Das Studium
dieser interessanten Transformation soll jedoch in einer spatern Arbeit
unternommen werden.

(Eingegangen den 16. Januar 1932)
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