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Geometrische Anwendungen der bindren
(n, »)-Verwandtschaft

Von ARNOLD EMCH, Urbana, Illinois (U. S. A.)

§ 1. Einleitung

In einem in dieser Zeitschrift erschienenen Aufsatz iiber eine besondere
Klasse von algebraischen Flachen') habe ich auch die sogenannten In-
volutionsflichen behandelt, welche sich auf die vollstindig symmetrische
(2, n) - Verwandtschaft, oder ecine Involution z'r Ordnung auf einem
biniren Felde (A, p), das nicht homogen ist, griinden. Eine solche Ver-
wandtschaft kann in der Form

nt1 2242 272+2

I 0o—x) I @—2)— 1T 0—2) g (b — )

=1 I=n+2 i=n+2

dargestellt werden. Diese Gleichung ist fiir A — p identisch erfiillt,
zudem verschwindet der Koeffizient des hochsten Gliedes (A p)*+!, und
a3t sich folglich auf eine vollstindig symmetrische (7, #) Verwandt-
schaft zwischen A uud p reduzieren. Letztere ist durch zwei (2 4 1)-
wertige Gruppen vollstindig bestimmt und es ergibt sich leicht, daf3
die Existenz einer einzigen solchen involutorischen Wertegruppe, oo
solche bedingt.

Den verdnderlichen Parametern A und p seien nun ein-eindeutig irgend
welche gleichartige geometrische Gebilde zugeordnet. Das fithrt dann
zu einer Unmenge interessanter geometrischer Erzeugnisse, von welchen
ich in einer bald erscheinenden Arbeit berichten werde.

Identifiziert man z.B. A und p mit Parametern der Tangenten desselben
Kegelschnittes X, so erhilt man Kurven zt** Ordnung mit einfach un-
endlich vielen vollstindig einbeschriebenen (7 - 1)-Seiten. Fiir » —= 4
ergibt sich die .bekannte Liiroth’sche Kurve 4. Ordnung mit co' voll-
stindig einbeschriebenen Fiinfseiten, die alle demselben Kegelschnitt
umschrieben sind.

Individualisieren A und p je eine einhiillende Ebene einer abwickel-
baren Fliche 3. Klasse, so erzeugen die Schnittlinien entsprechender
Ebenen Regelflichen der Ordnung 2# mit einer dreifachen Kurve

1) Comm. Math, Helv., Vol. 2 (1930), pp. 99—115.
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1 #n(n— 1)°r Ordnung. Diese Kurve hat die Eigenschaft daf3 ihr oo
(z -+ 1)- Flache vollstindig einbeschrieben sind, deren 1 # ( -} 1) Schnitt-
linien z-fache Sekanten der Kurve sind. Jede Ebene eines solchen (z + 1)-
Flaches schneidet die Regelfliche in 7 Erzeugenden und in einer Rest-
kurve #t* Ordnung, welcher oo'(z 4 1)- Seite einbeschrieben sind. Fiir
n — 4 bekommt man die spezielle Kurve 6. Ordnung vom Geschlecht
3 mit oo! einbeschriebenen Pentaedern, die sich zugleich als sogenannte
»Kegelspitzenkurve“ herausstellt, wie schon von . Sc/ur erkannt wurde.?)
Jede Ebene eines solchen Pentaeders schneidet die zugehorige Regel-
fliche 8. Ordnung in vier Seiten und eine Restkurve 4. Ordnung vom
Liiroth-Typus. Die fiinften Seiten der letzteren einbeschriebenen Fiinfseite
sind gerade die Tangenten der Riickkehrkurve der abwickelbaren Flache
3. Klasse.

In der vorliegenden Arbeit sollen Untersuchungen dieser Art weciter-
gefiihrt werden. Anstatt einer einzigen Tragerkurve oder Tragerfliche
der Parameter A und p sollen jetzt zwei, beziiglich drei solche Triger
zu Grunde gelegt werden. Im Falle von drei Trigerflichen hat man es
dann noch mit einem dritten Parameter » zu tun.

§ 2. Die allgemeine (7, n)-Verwandtschaft auf zwei Kegelschnitten

Es seien
(2) alN—++br+c=o0
(3) dp’ +ep+f=0

zwei Klassenkegelschnitte, wobei «, 4, ¢, &, ¢, f lineare Formen in (1,
%y, %) = (¥) sind. Nach den x geordnet sind sie

(4) A1 X + Az 2 + A3 Xy — O’
(5) le1+Bzx2+Bax3:O,

wo jetzt die 4 und B beziehungsweise quadratische Polynome in A und
p sind. Fiir jedes Wertepaar (A, p) wird der Schnittpunkt der beiden
Tangenten im allgemeinen eindeutig bestimmt:

2) Math. Ann., Band 18 (1881), pp. 1—30.
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()Il-——"AzBs“*A3Bz,
(6) 0352:14331“141-83,
oxs— A, B,— A, B,

Jeder der Ausdriicke auf der rechten Seite ist vom 4. Grade in A und
und vom zweiten in A und vom zweiten in p. In einer Cartesischen
(A, p)-Ebene entspricht somit jedem allgemeinen Punkte (A, p) eindeutig
ein Punkt der projektiven (x)-Ebene, und 4, B, — A, B, — 0, etc. stellen
Kurven 4. Ordnung dar mit den unendlich fernen Punkten der A- und
p-Axe als Doppelpunkten. Einer Geraden ¢, x, + ¢, ¥, + ¢; 4, = O ent-
spricht eine ebensolche Kurve 4. Ordnung

(7) ey (A By — A3 ) + ¢, (As By — A, B) + ¢ (4, By — 4, By) — 0,

und da der dritte Klammerausdruck durch Elimination aus den zwei
iibrigen folgt, so haben alle Kurven (7) auf3er den zwei Doppelpunkten
noch vier andere feste Punkte gemein, welche auch Fundamentalpunkte
der Transformation (6) sind und den vier gemeinschaftlichen Tangenten
der beiden Kegelschnitte (A4) und (B) entsprechen. Zwei Kurven (7)
schneiden sich also in nur vier veranderlichen Punkten, so daf3 also die
Transformation (6) zwischen (x) und (A, p) (1,4)-deutig ist. Bezeichnet #
die Multiplizitat eines Fundamentalpunktes, so gilt bei einer (I, 7z)-deu-
tigen Transformation zte* Ordnung vom Geschlecht p die Beziehung

LY )=t ) — 1) 4

welche in unserem Falle (zwei Doppelpunkte, vier einfache Punkte, » = 4,
m = 4, p = 1) erfillt ist.

Diese Transformation wende ich nun auf die Verwandtschaft 2z zter Ord-
nung in (A, p) an:

(8) XDy =D+ . @, =0,

worin die @ Polynome 7t Grades in p sind und welche eine Kurve 2 nter
Ordnung mit z-fachen Punkten in den unendlich fernen Punkten der A-
und p-Axe darstellt. Fiir jedes (8) befriedigende Wertepaar (A, p) ergibt
sich in (x) eindeutig ein Punkt. Es handelt sich nun darum, den Ort
dieser Punkte zu bestimmen. Der Geraden (¢ #) entspricht eine Kurve
4. Ordnung (7), welche (8) auf3erhalb der vielfachen Punkte in 4.2#
— 2.2 .7 = 4 n Punkten schneidet. Der fragliche Ort ist somit von
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der Ordnung 47 und infolge des eindeutigen Entsprechens (A, p) — (2)
vom gleichen Geschlecht wie (8). Somit hat man den

Sats 1: Uebertrigt man \ und | einer (n, n)-Verwandischaft auf
swei trredusible Klassenkegelschnitte (A) und (B) als Triger, so ist der
Ort der Schnittpunkte entsprechender Tangenten eine Kurve der Ordnung
4 n vom gleichen Geschlecht der Verwandtschaft. Ist die Verwandischaft
eine Involution (1), so befinden sich auf der Cy,o0' schachbretiartige
Gruppen von n* Punkien.

Ist umgekehrt eine Kurve #zter Ordnung C# gegeben, so ergibt sich
durch Substitution von (6) sofort eine Kurve [y, der Ordnung 4 » mit
den unendlich fernen Punkten der A- und p-Axe als 2#z-fachen Punkten.
Nur ist die. Sache jetzt so, daf3 jedem Punkt von C, vier Punkte von
I'y, entsprechen. Zusammenfassend ergibt sich

Satz 2: Der aus Cy in (x) hevvorgegangenen I'y, in (X, p) entspricht
umgekehrt in (x) dee veerfach iibevdeckie Kurve C,. In diesem Sinne
kann also jede algebraische Kurve aus einer (A, p)-Verwandtschaft mit
Hilfe sweier Klassenkegelschnitte erzeugt werden.

Sind in (2) und (3) @ =0, 4 =0, so hat man zwei Geradenbiischel
und (6) wird zu einer quadratischen Transformation. Schreibt man (A, p)
in homogenen Koordinaten (A, p, v), so ergibt die Umkehrung von (6)
unter diesen Umstanden

(9) pA=ce, pp=20f, pv=—rbe.

Den Geraden 4 = 0 und ¢=— 0 in (z) entsprechen bez. die Punkte L (1,0,0)
und M (01 0). Der Verbindungslinie ¢ — o der Scheitelpunkte der
Biischel 4 A 4-¢cv =10 und ¢p -} fv = 0 entspricht ein bestimmter Punkt
N (A pyvy). Die Fundamentalpunkte in (x) sind die Schnittpunkte der
Geradenpaare (6 —= 0, ¢ = 0); (6 =0, ¢ = 0); (¢ = 0, /= 0). Eine einer
(n, n)-Verwandtschaft entsprechenden Kurve # (X, p, v), welche in Z und
M n-fache Punkte hat, entspricht in (x) eine Kurve (,, von derselben
Ordnung und mit demselben Geschlecht. Nimmt man umgekehrt in ()
eine beliebige Kurve C, vom Geschlecht p an, so entspricht ihr in der
quadratischen Transformation in (A, p, v) eine Kurve [, mit z-fachen
Punkten in L, M, N und iiberdies 1 (z — 1) ( — 2) — p Doppelpunkten,
die natiirlich dasselbe Geschlecht p hat. Erinnert man sich noch der
Eigenschaften der vollstindig symmetrischen (», #z)-Verwandtschaft oder
einer Involution #t** Ordnung, so kann man das gewonnene Resultat
zusammenfassen als
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Satz 3: Fede algebraische Kurve kann als Ort der Schnittpunkte der
Geraden swezer Biischel erhalten werden, welche sich nack einer bestimmien
(n, n)-Verwandischaft entsprechen.

Ist letztere eine Involution, so erkhilt man eine Kurve Co, mit n-fachen
Punkten in L und M, welcher oo' Gitter mit je n® Punkten einbeschricben
sind. In der Cartesischen Ebene (x, y) sind diese Gitter rechiwinklig,
d. h., sie werden von je n zu der x- und y-Axe parallelen Geraden aus-
geschnitten. Eine solche Kurve hat die Form

” 27 nt1 20
I e—=) Iy —5) +k- L (y—7) I (r—z)=o.

§3. Eine Cremona Transformation 6. Ordnung

Zwei Tangenten A, p der Kegelschnitte (4) und (B) bestimmen im
Allgemeinen einen Punkt P(x) eindeutig. Derselbe Punkt bestimmt, wenn
(A, p) gegeben ist, ein zweites Paar (', p') eindeutig, folglich sind A’
und p’ eindeutig durch A und p bestimmt. Umgekehrt bestimmen A’
und p' dasselbe Paar (), p) eindeutig. In der Verwandtschaft zwischen
(A, p) und (A’, p’) handelt es sich also um eine involutorische Cremona
Transformation zwischen den homogenen Feldern (A, p,v) und (A’ p’ V'),
deren Ordnung und Charakter zu bestimmen ist.

Zunichst ist klar, daf3 die vier gemeinsamen Tangenten der Kegel-
schnitte auf vier Ausnahmepunkte F;, F,, F,, F; der Transformation
fiihren miissen. Fiir v —=o0 sind A und p beliebig, was durch a=o,
& — 0 befriedigt wird. Diese Tangenten schneiden sich in einem Punkte
P, von welchem ein zweites Tangentenpaar ¢’ — 0, 4 — 0 an die Kegel-
schnitte geht, daf3 in (A, p, v) den Punkt /7 (X, ., v;'), der allen Punkten
(A, p, 0) der Geraden v — O entspricht. Zwei weitere Fundamentalpunkte
sind #, (1,0,0) und £, (o, 1,0), von welchen wir zeigen werden, daf3 sie
dritter Ordnung sind, wihrend sich 7#;, F,, F;, Fs von der zweiten und
F; von der ersten Ordnung erweisen.

Zu diesem Zwecke kann man von der Tatsache ausgehen, daf3 in

nicht homogener Form 1’ - A :—%, A }\::—:?, pp= ——-2* ’
p —_——Z—, und man die Bedingung aufstellt, daf3 der Schnittpunkt der

Tangenten A’ und A mit demjenigen von p’ und p zusammenfillt, und
dann die zwei sich daraus ergebenden Gleichungen nach A’ und p’ auf-
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l6st. Der Einfachheit halber nehme ich die Klassenkegelschnitte (A)
und (B) in der Form

A)=N(—xr+1)4+r-2y4+2r—3=0,
(B)=p* (x+41) —p-2y—a—3=0,

an. Fir \=1, p=—1); A=—1, p=1); A=V3, p=V3),
a=—V3, p=— V/ 3) ergeben sich in derselben Reihenfolge die gemein-
schaftlichen Tangenten y = —1, y =1, r—V3-y=o0,x-+ V3. y=o.
Aus (4) folgt X' A = 12_{ —, A A= t;— 3-;, welche nach &+ und p
gelost

NAH-3 Y S

D U S U R

ergeben. In dhnlicher Weise erhilt man aus (B)

Setzt die » und y bezichungsweise einander gleich, so kommt

WNA4+3)@pe+1) + QA+1)p p+3) =o0,
A2 et — N2 @pl-3)=o0.

Lost man diese Gleichungen nach A’ und p' und driickt das Resultat
in homogener Form aus, so erhidlt man nach lingerer, aber leichter
Rechnung

e =Ap—2p+3V) Wp—AvV—2pv)y
(10) e =Ap—2X4-3V) Ap'—pv —22Av)v
eV =AW —p v —2AV) (M p— Ay —2p V).

Nach den vorausgegangenen Entwickelungen und diesen Formeln stellt
sich das System der Fundamentalpunkte und zugehérigen Fundamental-
kurven in folgender Tabelle dar
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Fy (1, 0, 0); H=Ap —pVv—2AV —=o0,

F, (0, 1, 0); fr=Ap—AV—2py =o0,

£y (1, —1, 1); fi=Ap—2A+2p—3=0,
Fo(—1, 1, 1); Ji=Ap-+2A—2p—3=0,

73, V3, 1); fi=3 p+2V3-2+42V3-p+3=0,
Fo(—V3, —V3, 1) fi=3ip—2V3-a—2V3-p+3=0,
F; (o, o, 1); J:— v —O0.

Dabei hat man sich die / in (A", p', v'), die /in (A, p, v) zu denken.
Die Felder konnen natiirlich infolge des involutorischen Charakters ver-
tauscht werden.

Werden die Ausdriicke in (10) in

BN - kp kv —o0

eingesetzt, so ergibt sich ein homoloidales Kurvennetz 6. Ordnung mit
2 dreifachen, 4 zweifachen und einem einfachen Grundpunkte, resp.
Punkten. Man hat so den

Sats 4: Wahit man swei irrvedusible Klassenkegelschnitte A(X) und
B(w) in ciner Ebene (x) und legt von einem belicbigen Punkte in (x) ein
Tangentenpaar (A, p) an die beiden Kegelschnitte, so ist das vom selben
Punkte ausgehende sweite Tangentenpaar (N, p') mit dem ersten durch
cine involutorische Cremonatvansformation 6. Ordnung vevbunden. Die-
seloe hat sieben Fundamientalpunkte und ebensoviele Fundamentalkurven,
wovon swei kubiscl, vier quadratischt und einer (eine) linear sind.

Wird diese Transformation auf die Kurven Iy, des vorigen Abschnittes
angewendet, so ergibt sich zunidchst eine I”y,. Da aber I'y, F, und £,
als 2z-fache Punkte und 7, /., F,, F, als n-fache Punkte enthilt, so
l6st sich davon ein Kurvensystem von insgesamt der Ordnung 2-27-3
~+4-n-2=20n ab, so dafd die eigentliche Transformierte wieder eine
["4, ist und nach der Bildungsweise selbstverstandlich mit Iy, zusammen-
fallt. Somit

Satz 5: Alle aus C, durch (6) hervorgegangenen Kurven Iy, werden
von der oben erhaltenen involutorischen Cremonatransformation 6. Ord-
nung invariant gelassen.

Man kann die in § 2 beschriebene Methode der Kurvenerzeugung auf
den Fall ausdehnen, in welchem A4 () und B(p) rationale Klassenkurven
hoherer Ordnung sind und auf sie eine (7, z)-Verwandtschaft (A, p) legt.
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Ist diese projektive, d.h.,, A Ap -+ & X+ &p+ £ —o0, so folgt der
bekannte Satz, daff alle rationalen Kurven in (x) auf diese Weise er-
zeugt werden konnen, als spezielles Ergebnis. Stellen 4 (1) und B (p)
abwickelbare Fliachen in einem Raume S, (x) dar, so hat man es bei dem
Erzeugnis mit Regelflichen zu tun. In ahnlicher Weise lassen sich
Probleme dieser Art in grofder Zahl in hohern Riumen aufstellen, na-
mentlich wenn man die Zahl der Parameter, beziiglich der Triager ver-
mehrt. In der Folge werde ich mich auf den projektiven S;(x) be-
schrianken.

§ 4. Rationale abwickelbare Flachen als Trager in Ss

In einem projektiven Raume S, () = (x,, 4., #s;, x,) lege man zwei
unabhingige abwickelbare Flichen von der Art

(11) BN - a M - L e, =0,

(12) bop 4 byt by pm = L b, =0,

fest, worin die 2 und & lineare Formen in den x sind. Nun sollen A
und p wieder durch eine (7, #)-Verwandtschaft verbunden sein und zwar
so, daf3 ihr Geschlecht p — (» — 1)) — & ist.  Dieselbe werde mit
V (A, p) =0 bezeichnet. Dann entsprechen jedem Wertepaar von }
zwei Ebenen (11) und (12), welche sich in der Erzeugenden g einer be-
stimmten Regelfliche R schneiden. Bringt man (11) und (12) mit einer
beliebigen Ebene X ¢;x;=— 0 zum Schnitt, so ergeben sich darauf die x
als Funktionen

(13) sz’:Pz'(l) P)) =1, 2, 3, 4,

vom Grade m in A, sowohl als in p und vom Grade 2 in beiden.
Wenden wir diese Transformation auf J/(A, p) = 0 an, so ergibt sich in
der Ebene (¢ x) =0 eine Kurve von der Ordnung 2m -2n—2-m-n
— 2m n. Folglich hat auch R dieselbe Ordnung und ist eine Regel-
fliche R,, von demselben Geschlecht p wie V-

Satz 6: Legt man eine (n, n)-Verwandtschaft vom Geschlecht p auf
die einhiillenden Ebenen sweier rationalen abwickelbaren Flicken der
mr Klasse, so ist das Erszeugnis einer Regelfliche der Ordnung 2mmn
und vom Geschleckt p.
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Schlief3lich behandle ich noch kurz einige Probleme in welchen drei
nicht homogene Parameter A, p, v vorkommen.

Es bedeute

(14) FQpv)=o0

eine irreduzible Fliche der #t® Ordnung in einem Raume S; (A, p, v)
und

ay N +a, '+ ... Fa,=o0,
(15) bo}f—!_bxp«s—l + ... + b, =0,
oV + ¢ vt 4 .. ¢ =0,

rationale abwickelbare Flichen der Klasse 7, s, # Die @, 4, ¢ sind
lineare Formen in S, (x,, #;, %, #,). Fiir jedes Wertepaar (A, p, v)
stellen (15) drei Ebenen (A), (p), (v) dar, die sich in einem Punkte 2 (x)
schneiden. Lo6st man die (15) nach (x) auf, so ergeben sich

(16) pr: — Ri (A; s V)§ Z—= I, 2, 3, 4,

worin die F; Polynome vom Grade 7, s, # beziiglich in 2, p, v, und vom
Grade » s 7 in A, g, v zusammen sind. Durchlauft nun (&, p, v)
die Flache #, so beschreibt der Punkt P (x) eine Flache @ (x), welche
die Transformierte von / durch (16) ist, und deren Ordnung sich als
n(rs—+ st zr) ergibt.

Vom Punkte P(x) gehen auf3er (A, p, v) noch »—1, s—1, f—1
weitere einhiillende Ebenen beziiglich an die Flichen A (A), Z(u), C(v),
die durch das erste Tripel (A, p, v) vollstindig bestimmt sind. Fiir die
unendlich ferne Ebene von S (A, p, v) hat man einen einzigen Schnitt-
punkt, namlich den von @, =0, 6,=0, ¢,=—0. Dieser ist also ein
Fundamentalpunkt der Transformation (16) und die unendlich ferne
Ebene in S; (A, p, v) die zugehorige Fundamentalebene.

Sind » = s =1¢=2, also 4(}), B(p), C(v) Kegel, so entspricht jedem
Tripel (A, p, v) durch P(x) eindeutig ein zweites Tripel (o', p', ¥').
Diese Bezichung ist involutorisch, so da8 (X', p', V') mit (A, p, v) durch
eine tnvolutorische Cremonatrvansformation verbunden ist. Das Studium
dieser interessanten Transformation soll jedoch in einer spitern Arbeit
unternommen werden.

(Eingegangen den 16. Januar 1932)
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