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Sur les systéemes cycliques de triples de
Steiner différents pour N premier (ou puis-
sance de nombre premier)

de la forme 6n -1 (suite et fin)*

Par S. BAvs, Fribourg

Chapitre VI

Application aux premiéres valeurs de N = 6n - 1

52. Dans A4., p. 71 a 96, j’ai obtenu les systémes cycliques de triples
de Steiner dzfférents pour les valeurs de N—=6»z -} 1:7, 13, 19, 25 et
31, en cherchant les systémes de caractéristiques un a un, par une
méthode purement empirique, et j’ai différencié les systémes de triples
qui s’en déduisent par le moyen laborieux des #razns de H.-S. White,
adapté et simplifi¢ pour ce cas particulier des systemes cyclzques de
triples. Dans J., p. 77 a 98, j’ai introduit le groupe Hi:,a_ﬂ L les co-
lonnes cycliques de caractéristiques et la 7»éductzon déja par rapport au
diviseur » de 3z (note 43); j’ai pu ainsi obtenir encore, sans y mettre
trop de temps, les systemes de caractéristiques pour les valeurs suivantes
de NV ==6r 4 1: 37 et 43. Pour différencier les systemes de triples qui
s’en déduisent, j’ai admis sans autre le théoréme 6 (§ 22) qui rend cette
discrimination immédiate, en attendant sa démonstration.

Dans I'exposé actuel, dans lequel ce qui n’est pas nouveau est donné
sous une forme nouvelle plus simple ou plus complete (chapitre I, une
partie du chapitre II et chapitre III), I’essentiel, indépendamment de la
preuve du théoreme 6 faite par P. Lambossy (chapitre II), est la réduc-
tion introduite maintenant pav rappori au diviseur d quelconque de 3n
(chapitre IV) et ensuite, pour la discrimination des systémes de triples
déterminés par les systémes de caractéristiques, I’établissement des équa-
tions (50) et (53) et des conséquences qui en découlent (chapitre V).

Pour obtenir les systémes de caractéristiques appartenant au diviseur
32 lui-méme, le temps nécessaire et le procédé sont encore actuellement
les mémes que dans J.; par contre, pour obtenir les systémes de ca-

* Voir Vol. 2, Fasc. IV et Vol. 3, Fasc, I et IL
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ractéristiques appartenant aux diviseurs propres de 37z, en particulier aux
petits diviseurs de 37, la question est maintenant grandement simplifie.
Pour le diviseur & — 3, la question est résolue; ayant une racine primi-
tive de /V, on a immédiatement les systémes de caractéristiques appar-
tenant a 4 — 3.

D’autre part le nombre des systémes de triples différents que détermine

37

un systeme de caractéristiques appartenant aux diviseurs 37 ou S est

fixé¢; pour un systeme de caractéristiques appartenant au diviseur », le
genre des systemes de triples différents qu’il peut déterminer est limité
a deux (§ 47). Presque strement ce nombre des systémes de triples dif-
férents pourra étre fixé encore pour le systeme des caractéristiques prin-
cipales (¢ = 1) et pour les systtmes de caractéristiques appartenant a
d — 3, probablement aussi pour certains des systémes appartenant a
d = n. Cette question fera l'objet d’une autre étude.

Dans ce dernier chapitre je crois utile, aprés ce qui vient d’étre dit,
de montrer I’application, aux premiéres valeurs de NV — 6z | 1, de ces
résultats du chapitre IV et du chapitre V. Nous retrouverons ainsi les
systemes de triples obtenus dans A. et dans J., et leurs diviseurs méta-
cycliques, mais d’'une fagon en fait toute nouvelle, plus simple et plus
¢légante, qui pour les petits diviseurs de 37 est un jeu comparée aux
laborieuses recherches de mes deux premiers mémoires. Nous nous limi-
terons d’ailleurs aux cas qui suffisent comme exemples de nos procédés.
Nous terminerons conformément a l'intention donnée au § 1, troisiéme
alinéa, par un fablean des résultats obtenus jusqu’ici, dans cette recherche
des systemes cycliques de triples de Steiner différents, pour les premiers
nombres des deux formes 6z | 1 et 6» -} 3, par les méthodes exposées
dans cette étude.

53. Avant de considérer les différentes valeurs de /V, nous ferons les
observations suivantes.

1° Il n’est pas inutile d’abord de rappeler les faits suivants, bien qu’ils
ressortent a I’évidence de notre exposé jusqu’ici.

Le groupe {|z, ar|| et ses diviseurs ;Ix, a"’x]é sont indépendants de
la racine primitive « choisie (§ 23, 4°); étant donnée la maniére dont
ils se déduisent du groupe et des diviseurs précédents, le groupe ||z, ar ||
et ses diviseurs “ Z, gif[} sont évidemment indépendants aussi de la

méme racine primitive a.
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Donc le systeme des caractéristiques principales, les colonnes de 3z
caractéristiques, les rectangles de caractéristiques, les ensembles de ca-
ractéristiques principales (37) et (38) sont indépendants de la racine a.

D’une fagon plus précise, g étant une racine primitive de /N différente
de a, I'ensemble des triples g0 g= g%», gt pr+1 gnt1 . s e fea—l gon—t

est encore le systeme des caractéristiques principales (28), rangées seule-
ment dans un autre ordre a part la premiere, la colonne de caractéristiques
(29), le rectangle (31), les ensembles (37) et (38), écrits avec la racine @
et des exposants a', 0', ¢', sont des ensembles de caractéristiques iden-
tiques aux premiers, avec les caractéristiques disposées seulement dans

un autre ordre, deés qu’ils ont avec ces premiers ensembleb une caracté-
ristique commune.

2¢° Les caractéristiques contenant I'élément 1 sont (30):
1,2,3; 1,3, 45 1,4, 55 et 3 I, 3n—1, 3. (55)

L’une d’elles est une caractéristique principale; les 3 (z—1) qui restent
sont groupées trois a trois dans la méme colonne de 3z caractéristiques,
indépendante de la racine o« avec laquelle on opére. Ayant choisi une
racine primitive a de /V, le systéme des caractéristiques principales s’écrit
immédiatement; a® a* a®* est la caractéristique principale contenue dans

(55). Pour toutes les racines primitives o de N, o* et a?* sont donc tou-

jours les mémes deux entiers consécutiys = 3n.

Nous prenons ensuite 'une des caractéristiques (55) différente de
a® a” a?#, soit of a’ a¢. Les deux autres caractéristiques contenant I'élément

1 dans la colonne déterminée par of a? o sont a¥—¢ of act3—6 et

a%

n—cqbtdn—g® Nous prenons dans (55) une nouvelle caractéristique

différente de ces trois derniéres; nous éliminons de nouveau les deux
caractéristiques de sa colonne contenant I’élément 1, et ainsi de suite.

Nous obtenons ainsi avec la plus grande facilité les caractéristiques
de téte des »— 1 colonnes de 3» caractéristiques et ces »—1 carac-
téristiques suffisent entiérement pour notre recherche.

3° Pour remonter des caractéristiques aux colonnes cycliques de zrzples
qu’elles déterminent, 'opération est également treés simple.
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Les trois éléments d’une caractéristique a a’ «"47), rangés par ordre de
grandeur, a < o' < a", s’écrivent respectivement, en posant § = a -’
(§ 16):

dans le cas ou a + a' = a”, o, f—a, B; alors g = 3#,
dans le casou a4+ o' +a" =N, a g—a, N—p; alors £ > 3x.

Les deux colonnes cycliques de triples conjuguées, déterminées par
cette caractéristique sont donc (§ 13):

dans le 1°f cas o o a", o N-a" N-a,
N-a" N-a' o, o N-a o
N-a o o, o o) o,
(56)
dans le 2¢me cas o o N-a", o) a" N-a,
" N-a' o a N-a' o,
N-aa © o, N-oa" o o .

Pour la colonne de triples, il est utile d’écrire les trois triples contenant
I’élément o, bien que chacun d’eux détermine immédiatement les deux
autres. En effet, pour déterminer la transformée par la substitution
# = |x, §x| d'une colonne cyclique de triples donnée, il suffit d’appli-
quer cette substitution a un triple de la colonne, par exemple 4 'un des
triples contenant 1’élément o; le triple transformé contiendra encore
I’'élément o (§ 26). Ayant écrit pour chaque colonne les trois triples con-
tenant 1’élément O, on reconnait alors immédiatement la colonne trans-
formée,

54. Cas N—= 2, n—=1, 3n = 3.
Il n’existe que la caractéristique 123; elle est le systeme des carac-
téristiques preincipales (n — 1):

o o* o — af a! o = 123.

On a (§48): n—=12°.1, donc a=—o, n,/! = 1;

! ’ ’
gy =Up=1; 9, =2 = 20+l ) = 2.

47) Nous reprenons pour cet alinéa la notation du § 16; «, «’, " sont ici trois nombres
différents pris dans 1, 2, ..., 31, @ n’étant pas nécessairement ce qu’l a été jusqu’ici et
ce qu’il est plus loin, une racine primitive de N.
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L’équation (53) se réduit a 2!-0-1 =1x,, ou x, = 1.

Cet wunique systéme cyclique de triples posseéde le diviseur méta-
cyclique ||, 17|, |#, & x|, soit le demz-groupe métacyclique d’ordre

7 .%: 21 (§ 23, 1°). On sait d’ailleurs que le groupe qui appartient a

ce systétme est plus étendu et sort du groupe métacyclique (note 44);
il est d’ordre 168 48),

55. Cas N=13, n =2, n—1=1, 32==6, a =2,

Systemes de caractéristiques.

Les caractéristiques contenant 1 sont:

123, 134, 145, 156.

Les restes absolus (§ 29): 2% 2', 2%, 2°, 2% 2

sont respectivement: 1, 2, 4, 5, 3, 6.

Le systeme des caractéristiques principales est (7= 2):
22024 212 2= 134, 256
La colonne (7 — 1

— 1) de 3z — 6 caractéristiques, avec la caractéris-
tique de téte 123 — 2° 2' 24,

a pour colonne cyclique de ses exposants:

N e

(57)

vt AW N = O
O Ut h W
W N = O vl h

Les diviseurs & de 37, = 3, sont 3 et 6.

d=3 014 réduit (mod 3) donne OII;

il n’y a donc pas de systéme appartenant a & = 3.
8) A, p. 71.
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d=6| Un systéme qui appartient a 4 > 1, contient une caractéristique

qui n’est pas principale. Si le systéme X contient une caractéristique
correspondant a l'un des triples (57), un systeme équivalent a X' contient
la caractéristique 123 correspondant au triple 014; or 014 a un élément
commun avec chacun des autres triples (57). Il n’y a donc pas de systeme

appartenant a 4 = 6.

Systemes de treples.

d=1 On a (§ 48): =21, donc a=1, n = 1;

— — . — — r
Uy — Upr = 1 wx—-z,ul——24+1ﬂ1—4-

L’équation (53) se réduit a 221! =, ou r, = I.

Cet unique systéme posséde le diviseur métacyclique {|», 1 4 x|, |x,at x||.

56. Cas N=19, n—=3, n—1 =2, 3 =09, a = 2.

Systémes de caractéristiques.

Les caractéristiques contenant 1 sont:

123, 134, 145, 156, 167, 178, 180.

Les restes absolus: 2° 2, 2% 2° 2% 2°
sont respectivement: 1, 2, 4, 8, 3, 6,

Le systéme des caractéristiques principales est (z = 3):
2° 2% 2%, 2' 2% 27 2% 2% 2% — 187, 235, 460.

—_— — — — h— —

Les deux colonnes (#z — 1 —=2) de 3z =9 caractéristiques ont pour
caractéristiques de téte 123 — 2°2' 2* et 134 — 2°2* 2%

Les diviseurs & de 37», = 3, sont 3 et 9.

& =13| 014 et 042, réduits (mod 3), donnent O11 et OI2.

e,

Il y a donc #n systéme appartenant a & — 3.
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& —=9| Les colonnes cycliques des exposants (mod 3#) sont (43):

N =~ O
ur W
o O

O Qv bW N~ O
O 0ON QYU N LW N~
W N = O 0N OVut h
RV ANt AW N -~ O
W N = O O\ O\V A
- O XN OVt b WD

Pour obtenir les systemes de caractéristiques &zfférents appartenant a
d = 9, il nous suffit évidemment (§ précédent, avant-dernier alinéa), d’ob-
tenir dans ce tableau les systémes de 3 triples sans élément répété conte-
nant 014 et pris dans les 3 colonnes, puis les systémes de 3 triples sans
¢lément répété contenant 042 et pris dans les 2 derni¢res colonnes.

Avec 014 conviennent, de la 1% colonne, 236, 782; de la 2¢m° colonne,
375; de la 3®me colonne, 258. Mais dans ces 4 triples, il n’y en a pas
deux sans élément répété.

Avec 042 conviennent, de la 28me colonne, 153, 375, 618, 831; de la
3®™e colonne, aucun. On retrouve immédiatement le systéme 042, 375,
618, qui appartient a &4 = 3 et point d’autre.

Systemes de triples.

d=—1et 3| »=3; donc I'équation (50)-(53), commune aux cas & = 1

et 4 = 3, est dans ce cas I’équation (51) pour le cas d = »:

x + 3 4, = 27"! ou donc x, 4 3 x, = 4. (58)

Les deux solutions possibles sont »;, =1, x, =1 et x, =4, x, —o.
Pour décider de cette alternative, par exemple dans le cas & — 1, tres
peu de temps suffit:

Les caractéristiques principales 178, 235, 469 déterminent les couples
suivants de colonnes cycliques conjuguées (56); nous désignerons ces
couples respectivement par (4, A'), (B, B), (C, C') et les éléments 10,
11, ...... , 18 par o', 1’, ...... , 8
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o 1 8 o 2 3§ o 4 0o
1" 2 o 4 6 o 9 3 o ou A4, B C,
8 o 7 7' 0 3 5" o 6
59
o 1" 8 o 4" 7 o 9 g
1 2’ o 2 6 o 4 3 o ou A,B,C.
8 o 7 5 0 3 o o 6

On a (§ 48): » = 2°.3; donc a =o0, n; — 3.

r____ R I 1 r
Ui=1, @ =2 g, = 2% y; =2,

r___ _— S g
U= 3, Wy =2 U, = 2e+1 U2 — 6.

La premicre puissance de |, e x| qui change en lui-méme un systéme
de triples formé au moyen des colonnes (59) est la puissance 2 ou la
puissance 6, Formons la substitution:

|z, 222 | =(146"797'1'65) (283'4'8'5"32'0)

En partant de la colonne A, cette substitution donne le cycle (AC' B)
ou (a@bc), en désignant par ces nouvelles lettres a, 4, ¢, les colonnes 4, (', B,
dans l'ordre ou elles se présentent dans le cycle trouvé. Soit o', &', ¢/,
les colonnes conjuguées a a, b, c; on aura aussi le cycle (&’ &' ¢')*).

D’une part donc le systéme de triples a, b, ¢, est changé en lui-méme
par la substitution |z, 2* x|; d’autre part le systeme de triples &', b, ¢,
par exemple, ne lest pas, puisqu’il devient ¢',c,a. a',b,¢ n’est changé
en lui-méme que par la substitution |z, 2°x|. L’équation (58) n’a pas Ia
solution x, — 4, x, — 0; elle a la solution », = 1, x, = 1.

Le systéeme des caractéristiques principales détermine donc denx
systtmes de triples différents qui ont les diviseurs métacycliques
Nz, 142, |r,etx|l et ||z 12|, |xa® x|l

De méme le systéme de caractéristiques qui appartient a & — 3, déter-
mine aussi dexr systémes de triples différents qui ont les diviseurs

Hz, 1zl netx)l et ||o 1 42|, |zt x|l ={|z14+2]]

49) La substitution | x, B x |change deux colonnes conjuguées en deux colonnes conjuguées
(§ 45, second_alinéa),
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57. Cas N=31, n —5, n—1 =4, 32 =15, & = 3.

Systemes de caractévistzques.

Les caractéristiques contenant 1 sont:
123, 134, 145, 156, 167, 178, 189, 190', 10'1', 11'2', 12'3', 13'4’, 14'%".

Les restes absolus: 3° 3', 3% 3° 3 3% 3% 3%, 3 3% 3", 3", 3", 3", 3",

sont respectivement: 1, 3, 9, 4, 2', 5, 5', 4/, 2, 6, 3/, 8, 7, 0.
Le systeme des caractéristiques principales est (z — 5):

333" 3'3°3", 333", 3'3°3" 3'3°3"

— 156, 353", 94'8 , 41’7, 2'20

Les 4 colonnes (z — 1 =— 4) de 3z — 15 caractéristiques ont pour carac-
téristiques de téte:

123=33'3, 134=333, 45=3"3"3, 11'2"=3"3"3"

Les diviseurs & de 37, = 3, sont 3, 5 et 15.

d=3 091, 013, 035, 084, donnent, réduits (mod 3):
001,010,002, 02 1.

Il y a donc un systéme appartenant & & — 3.

e — nl Les colonnes cycliques des exposants réduites (mod 35) sont:

0O 4 1 o1 3 o 3 O o 3 4
1 0 2 1 2 4 1 4 1 1 4 O
2 1 3 2 3 0 2 0 2 2 0 1
3 2 4 3 4 1 3 1 3 3 01 2
4 3 O 4 o0 2 4 2 4 4 2 3

La troisieme est celle qui a deux fois I’élément O dans son triple de téte
(§ 40); la premiere et la quatrieme sont la paire de colonnes qui ont
la méme colonne réduite (mod #) (§ 40). Le tableau (40)-(41) se réduit
donc ici a:

0 4 I o 1 3
1 0 2 1 2 4
2 1 3 2 3 0 o, 1, 2, 3, 4
3 2 4 3 4 1
4 3 0 4 0 2

la premiére colonne devant servir deux fois.
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On a immédiatement et uniquement les frozs systémes (§ 40, dernier
alinéa):

014, 2,3, deux systemes,

, (60)
013, 2,4, un systeme.

d =15 =3n.| Ce cas est le premzer qui ne demande plus un temps

insignifiant. Je n’ai pas encore d’autre moyen de le traiter que celui que
nous venons d’appliquer au cas & =—9 = 3z du § précédent. C’est le
procédé que j’ai employé dans J., pour obtenir fous les systémes de

caractéristiques pour N =37 et N =43 (§ 52, premier et troisiéme
alinéas).

On a donc les 5 colonnes cycliques des exposants (mod 15) (tableau

(43)):

-

-~

---------------------------------

Hw N = O
O O™ O\wv
How N o= O

---------------------------------

Il faut obtenir dans ce tableau les systéemes de 5 triples sans élément
répété formés:

1° avec le triple 091 et des triples pris dans les 5 colonnes,

N
2° ” ” OI3 45 » ” » ” w 4 dernieres colonnes,
3° » » " 035 » & » » ” n 3 ” ” ’
4% » ” ” 084 n o ” ” ” n 2 ” ”

On trouve en plus des quatre systémes appartenant a d — 3 et & —
déja obtenus, #rozs systémes appartenant 3 & — 15 (§ 43, premier alinéa),

Systémes de triples.

d—1et3] On a (§48): n=2%, donc a=o0, # =

r P '
Ur=1, up = tz=5.
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L’équation (50)-(53) commune aux deux cas est:
27~ l— g 152, ou x -+ 5x—=—2*" (61)

Les solutions possibles sont +, —1, x, =3; x, =6, xr, —2; r, — 11,

Xy, = 1; x, =16, x, — 0. Nous montrerons encore une fois d’apres la

partie correspondante du § précédent, pour le systéme appartenant i

« = 3, comment on est fixé en quelques instants sur cette solution.
Le systeme est (§ 38):

3", 3°3°3", 333,
S =22 62
‘6, 297, 853. (62)

bd

333,

3'3"3,
= 112", 434

4,

wlw

¥
5’0

b

D’apres (56), les paires de colonnes cycliques conjuguées correspondantes
sont :*°)

o 1 2 o 4 7' o 6 6 o 2 9 o 3 8
9! O" o 41 8’ o 5! I" 0 2" 4" o) 3" 6" o)
ON’ O II 7" O 31 5" O OI 9" O 7 8" O 5
O 9I OIN o) 4I 7" 0o 5) 5" o 2" 971 1o 3" 8"
1 o" o 4 8 o 6 1" o 2 4" o 3 6"o0
2" o 1’ 7" o 3 6 o o 9 0 7 8 o 3

’
On a pour & =3, w, =2 u,d = 2% y;d =6,
Wy = 2 yy d = 2+ y, d = 30.

Désignons les cinq colonnes de la premie¢re rangée par 4,5, C, D, E;
leurs conjuguées respectives par A', B, ', D', E'. La premiére puis-
sance de |, ax| qui change en lui-méme un systéme de triples formé
au moyen de ces colonnes est la puissance 6 ou la puissance 30. Formons
la substitution:

x’ 361’]:(16'842) (37’4"2’6) (90"0’58’)(7 9110!!'5’3"( 5"8"4’7)<6"3’2"1'I”)

En partant de la colonne A, elle donne le cycle (ACE BD') ou (abcde),
en désignant de nouveau par a, b, ¢, d, ¢ ces colonnes dans l'ordre ou
elles se présentent dans le cycle trouvé. a', &', ¢’, ', ¢’ étant les colonnes
conjuguées, on a aussi le cycle (@' &' ¢’ &' ¢').

5%0) Nous continuons & désigner par 9’,0", 1",..... , 0" les éléments 19, 20, 21,...., 30.
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L’ensemble A4, C, E, B, D' ou a, b,¢,d, ¢ est un systéme de triples; il
est changé en lui-méme par la substitution |z, 3° +|. Les autres systémes
de triples déterminés par (62) ne sont changés en eux-mémes que par
la substitution | x, 3* x| = | x, x|. En effet ces systémes sont les ensembles
a'bcde, abcde,...... ,a'bcde, a'bc'de, ...... , a'bd'c'dey oo ...
on voit immédiatement qu’aucun d’eux n’est changé en lui-méme par la
substitution |, 3°x|. Seul l'est, le systetme &' &' ¢' &' ¢', le conjugué du
systéme a bcde.

Puisque x, — 1, I’équation (61) a donc la solution »;, = 1, x, = 3.
Les systéeme de caractéristiques appartenant a & — 3 détermine donc
quatrve systemes de triples différents; l'un a le diviseur métacyclique

{7,147, |, a*x]|], les trois autres n’ont que le groupe cyclique
1421

Il en est de méme du systeme des caractéristiques principales, les
tx71 4 P - 2 .. 5
diviseurs étant ||z, 1+, |v, & x | et Hx, 14 2],

x, oc“’xl}.

d—5—=mn| L’quation (51) est ici x, + 3z, = 2*. (63)

Le nombre x, -+ x, est au moins 6 pour la solution r, = 1, x, = §
et au plus 16 pour la solution x, —= 16, x, =0 (§ 47, 3°\. Les trois
systemes de caractéristiques (60) ont la méme constitution: un carré de
caractéristiques (§ 40) et deux caractéristiques principales. A priori, il
est probable déja, qu’ils déterminent chacun le méme nombre de systémes
de triples différents avec les mémes diviseurs, plus simplement, que la
solution de I’équation (63) est la méme pour chacun.

Nous déterminerons encore cette solution pour I'un d’eux; choisissons
le troisiéme. Le systéme est:

3 3 3_

3'3% 3
13 5717, 63

3
4,5

s 3o (64)

O 1 4 o 5 6 o 6 3 o 8 7 o 2 2
7” 8" O 5’ O" O 8’ 4” O 4I 2 " O 9 I " O
ONIO 3 6" 0O II 5" 0O 7 3" fe) 9 9" e} OI

7" OH’ 0 5' 6" 10 8’ 5" O 4, 3" Ie) 9I 9"
1 8" O 5 o" O 6 4" O 8 2" O 2 I" O
4 O 3 6' o 1’ 3 o 7 7" 0 9 2" o o



On a (§47, 3°): w,= 272 =10, o, = 6n= 30.

La premicre puissance de |x, ax | qui change en lui-méme un systéme
de triples formé au moyen de ces colonnes est la puissance 10 ou la

puissance 30. Reprenons les mémes notations que ci-dessus et formons
la substitution:

7, 302 = (15"5) (33'5") (084') (7"4"1") (9'0"2) (6"0"6) (6'8"8)
(7I2"3") (0"4 7) (9"27111)'

En partant de la colonne A4, clle donne la permutation (ACH') (D) (£)
(notes 7 et 27) ou (abc) (@) (¢), en désignant encore par a, b, ¢, d, e ces
colonnes dans l'ordre ou elles se présentent dans les cycles trouvés.
On a aussi la permutation (a’8'c’) (') (¢').

L’ensemble a, 4, ¢, &, ¢ est un systeme de triples; il est changé en
lui-méme par la substitution |z, 3 #|. Les ensembles abcd’e, abcde’,
abcd' e sont aussi des systémes de triples invariants par cette substitution.
Par contre, les autres systemes de triples déterminés par (64): a’bcde,

a'bcde, ..., abcde, abcde, ..... , ne sont invariants que par la
substitution |z, 3* x| = |z, x|.
On a & = 5; donc seules les puissances 5, 10, 15, ... de |z, 3 x| peu-

vent changer un systeme de triples déterminé par (64) en un systéme
de triples déterminé par (64) (théoréme 8, § 45). La puissance |z, 3°x|
change chacun des quatre systémes abcde, abcd'e, abcde', abecd'e
dans le systeme conjugué (§ 46). Ces quatre systemes sont donc différents.

La solution cherchée est donc x, = 4, x, — 4. Il suffirait maintenant
d’écrire les deux autres systémes (60), les colonnes cycliques conjuguées
qu’ils déterminent, et d’appliquer, pour chacun, la substitution |z, 3'° x|
a Pune des trois premieres colonnes et a chacune des deux derniéres,
directes ou conjuguées, pour constater immédiatement que tout se passe
de la méme maniére pour ces deux autres systémes. Il serait d’ailleurs
facile d’en établir la raison.

Chacun des trois systémes de caractéristiques appartenant a &—5
détermine ainsi /Zuzt systémes de triples différents: quatre qui possedent
le diviseur métacyclique {|x, 1+ x|, |x, «®x|| et quatre autres qui
n’ont que le groupe cyclique Ht, 14|}

d = 15| Chacun des trois systemes de caractéristiques appartenant a

d = 15 détermine 2* systémes de triples différents, qui possédent uni-
quement le groupe cyclique ||z, T+ x|} (§ 47, 1°).
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8. Cas N=37, n=6, n—1—35, 3 =18, a = 2.

Nous prendrons encore ce cas; mais nous ne ferons que la recherche
des systémes de caractéristiques et jusqu’au diviseur 4 — 9. Ce dernier
diviseur servira d’exemple pour l'un des deux cas qui ne se sont pas
encore présentés, sur les quatre cas considérés au chapitre IV. 4 =9,
n—=6 est le cas ou & et » ont un p. g.c.d. Jd > 1, autre que & ou #
(S 44). Pour un exemple du cas restant, celui du diviseur & de », <<#
et £ 3, (§42), il faut aller jusqu’a NV — 61, pour 4= 5. On obtient
immédiatement 5 systémes de caractéristiques différents.

Systemes de caractéristiques.

Nous n’écrirons plus que les exposants de la racine 2:

’

Exposants: 01,2 3456, 7,89 0,1,2,3,4,5,6,7".
Restes absolus: 1, 2, 4, 8, 6',5, 0',7',3, 6, 2/, 3", 1', 5

’

Le systéme des caractéristiques principales est:

’

Exposants: 06 2, 173, 284,395, 406, 51 7.
Caractéristiques: 1 o' 1', 2 7' 5, 437, 864", 6'2'9, 53 8.

Les caractéristiques de téte des 5 colonnes de 18 caractéristiques sont:

Caractéristiques: 1 23, 134, 145, 156 178
Exposants: o188 082 025 059 04 3. (65)

Les diviseurs & de 3»#, > 1, sont 3, 6, 9, 18.

=13 Les triples (65), réduits (mod 3), donnent:

o012 022 022 020 O02O0.

Il y a un systéme appartenant a & — 3.

d—6—mn| Le tableau (40)}-(41) des n—3 colonnes réduites (mod 6)

qu’il suffit d’écrire, est (§ précédent, méme cas):

oI 2 025 01 4
123 I 30 125
234 2 41 230
345 352 341 O & 3 3 4 O
450 403 45 2
501 514 503
la dernieére colonne devant servir deux fois.
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Avec le triple 012 conviennent le triple 345 ou les éléments
3, 4, 5, d’ou deur systémes; le premier est le systéme précédent qui
appartient a 4 — 3.

Avec le triple 02 5 conviennent le triple 3 4 1 ou les éléments 1, 3, 4,
d’oul trozs systemes.

Avec le triple 01 4 conviennent les éléments 2, 3,5, d’ou dexx systémes.

d=—9| Le p.g.c.d.d = 3. Le triple 0 59 réduit (mod 9) donne 0 50;

les autres triples (65) réduits (mod g) donnent les colonnes:

o 1 3 o 8 2 0O 2 § o 5 3
I 2 O I 0 3 1 3 6 1 6 4
2 3 1 2 1 4 2 4 7 2 75
3 4 2 3 2 5 3 5 8 3 86
4 5 3 4 3 6 4 6 o 4 0 7 (66)
5 6 4 5 4 7 5 7 1 5 1 8
6 7 5§ 6 5 8 6 8 2 6 2 o
7 8 6 7 6 0 7 O 3 7 3 1
8§ o 7 8 7 1 8 1 4 8 4 2

D’aprés le § 44, 1 et avant-dernier alinéa, il nous faut d’abord trouver
dans ce tableau les systémes de 3 triples contenant les 9 éléments
O, 1,...... , 8, formés:

1° avec le triple 018 et des triples pris dans les 4 colonnes,

*® . . s 082 5, 4 ” w » » 3 derniéres colonnes,
30 " ’” ” o2 5 ” ” ” ” ” ” 2 » ”
40 ” ” » o S 3 ” » ” ” » Ia’ dernlere COlonne'

On trouve les systémes: 018, 342, 675,
018, 436, 275,
082,436, 571,
082,547, 136.

Le premier est le systéme qui appartient a 4 = 3 déja obtenu deux fois;
les deux derniers sont équivalents.

D’apres le § 44, II et avant-dernier alinéa, il nous faut ensuite trouver
dans le tableau des colonnes (66) auquel nous ajoutons les éléments
réduits (mod 3) (47):

0,1, 2, (67)



les systtmes de m triples (66) et de / éléments (67) remplissant les
conditions :

1° m -+ 0= 3;
2° P’ensemble ne contient pas deux fois le méme élément;
3° aucun élément des triples n’est congru (mod 3) a un des / éléments (67).

/ = 0 est traité (§ 44, dernier alinéa); /—= 3 est le systeme des caractéris-
tiques principales. Il nous suffit de prendre pour /=1, I’élément 0 et
pour /=2, le couple 0,1.

1° Soit /=1 et ’élément 0; d’apres la troisieme condition, nous enlevons

des colonnes (66) les triples contenant les éléments 0, 3 ou 6. Il reste
des trois derniéres colonnes :

(63)

oo wt N
N R S
e N
o Ut N
i BN
B~ N
oo v N
TN
N oW

Les systéemes de deux triples (m — 2) sans élément commun, possibles
avec ces triples (68), sont les trois suivants, équivalents par la substitution

(036) (147) (258):

247, 518,
571, 842,
814, 275.

2° Soit /=12 et le couple 0,1; d’apres la troisiétme condition, nous
enlevons des colonnes (66) les triples contenant les éléments o, 3, 6 et
I, 4, 7. Il ne reste rien.

Il y a donc pour N = 37, #ross systémes de caractéristiques apparte-
nant 3 4—9; nous en avons trouvé uz appartenant a 4 — 3 et sir
appartenant a 4 — 6. Il en resterait a trouver vzzg#-un qui appartiennent

a d— 18.

59. Dans ce dernier paragraphe, nous donnons, dans les quatre tableaux
suivants, les résultats obtenus jusqu’ici, dans cette recherche des systémes
cycliques de triples de Steiner différents pour les premiers nombres des
deux formes 6z -+ 1 et 67 - 3, par les méthodes que nous avons ex-
posées.
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Les trois premiers tableaux se rapportent aux nombres premzers de
la forme 6z -} 1, jusqua N — 43. Le premier donne le nombre des
systemes de caractéristiques différents et le nombre des systémes cycliques
de triples différents; le second, l’appartenance des systemes de carac-
téristiques aux diviseurs de 37z; le troisitme, les diviseurs du groupe
métacyclique que possédent les systémes cycliques de triples. Le quatriéme
tableau est pris dans le mémoire du P. B. Kaufmann (§ 5, notes 21 et
22). Il y donne les résultats obtenus par lui pour les premiers nombres
de la forme 62 -} 3, jusqua V — 33, en regard de ceux que j'avais
obtenus pour les premiers nombres de la forme 67 -} 1, 25 compris,
jusqu'a N = 31.

I. 2 = nombre des systemes de caractéristiques différents.
S = nombre des systemes cycliques de triples différents.

N =7, n=—=1, 2=1, S—=1
N =13, n—2, 2=, S=1
N =19, n =3, 2 ==2, S-—=4
N = 31, n =13, 2 =38, S =380
N =37, 52 = B, J =32, S =820
N == 43, n=—y7, 2 =137, S = 9330.

II. Jusqu'a NV == 43, les divisecurs & de 372, = 3, sont uniquement des
'1” .
formes 3, 7, 9; (2 pair), 3.

N= 7, 13, 19, 31, 37, 43,
n— I, 2, 3 5y 67 75
d—3; —, -—, I, 1, 1, 1 systéeme de caractéristiques
d—=n, Ty T 1), 3, 6, 15 systemes, ”
3n :
d = & (” Pall‘); Ty Ty Ty T 3, - » ” »

7 — n;, — —5 — 3 21, 1I40 ”

III. @ est un entier pair (§ 23, 1°);

ﬂoﬂ). est un entier impair (§ 23, 2°).
w

- sont donc deux diviseurs

Pour N premier, ¢ (V) =N —1. v et -

51) Le nombre est souligné parce que le systéme est déja compté a la ligne précédente.
De méme aux deux dernieres lignes du tableau III, p. suivante, les nombres 1 et 2 sont
soulignés parce que ce sont les systémes déja comptés chaque fois sous w = 2n.
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7 v . ;V——I
complémentaires de N — 1, dont l'un, w, est pair et l'autre, , est
w

impair. Les quatre couples suivants:

(1, 64), (2, 3n), (3, 27), (6, n) (69)

sont des couples de diviseurs complémentaires pour chaque N — 1 —=67.
Le premier et le troisiéme conviennent toujours, avec w — 67 et w = 27;
le second et le quatriéme ne conviennent que pour n zmpazr, avec
w—2¢ct w—=— 6.

Jusqu’a N — 43, un seul couple de diviseurs complémentaires de
N —1 convient, qui n’est pas dans les couples (69): le couple (4, 9)
pour N = 37. U= systeme cyclique de triples posseéde le diviseur méta-
cyclique Hx, 1+4x|, |#,a' 2 || pour NV =37.

N = 7 13, 19, 31, 37, 43,
n— 1, 2, 3, 5, 67 75

w=—06n; — —, 1, 63, 777, 9249 systemes de triples
W == 2n, I, I, 2, 15, 42, 129 ” » "
o =2 (zimpair); L") — 1, I, —, I » " oom
w—=—2=~6 (72 impair); — 5 —, 3,51) I, —, 1 » ” ”

IV. Dans ce tableau, Y est le nombre de Zous les systémes de carac-
téristiques; la notion de systémes de caractéristiques dzfférents, en dehors
de N =6z} 1 premier, n'est pas encore établie, S est comme plus
haut le nombre des systémes cycliques de triples différents. .S’ est le
nombre de ces systémes qui n’ont que le groupe cyclique Hx, 1+l
nous sommes certains®) que ce groupe est aussi celui qui appartient a
ces systemes (note 44). S" est le nombre des systemes de triples a qui
appartient un groupe qui sort du groupe métacyclique; l'ordre de ce

52) Du fait du moyen élémentaire des frains de H.-S. White que nous avons employé
pour différencier ces systémes de triples. C’est ce moyen intéressant, qui dévoile en quelque
sorte d’'une maniere immédiate et graphique le degré de symétrie du systeme de triples
(voir A., troisiéme partie, p. 81), mais qui est & peine applicable déja aux cas N =37 et
43, & cause du temps qu’il exigerait, qui nous a donné pour les systtmes de triples du
tableau IV chaque fois le groupe qui appartient 4 ce systtme, Par contre pour 1* systémes
de triples pour N = 37 et 43 (tableau III), je ne puis pas dire si les diviseurs me..cycliques
trouvés sont effectivement les groupes qui appartiennent & ces systémes, autrement dit si
éventuellement, comme pour N =7 et N = 31 (tableau IV), I'un ou l'autre de ces systémes
de triples n’est pas invariant par d’autres substitutions que celles du groupe métacyclique.
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groupe est donné dans la parentheése. Pour V — 31, le systéme de triples
sous S" est celui qui a le diviseur métacyclique e 142, |7 x| Is

il est déterminé par le systéme de caractéristiques qui appartient a & — 3.

N=6n-11 et 6n-+3

n—1 ]\7:7
N=9
n—2 N=13
N = 15%
n—3 N=19
N =21
n—4 N =25
N =27
n—13 N:3I
N =33

2

1
0]

S

1
o

S’

(Regu le 4 septembre 1931)
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