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Ueber analytische Funktionen mit nichtbe-
schrânkten Randwerten des Realteiles

Von A. Weinstein, Breslau

Die folgenden Zeilen enthalten eine Bemerkung uber das Verhalten
einer analytischen Funktion, deren Realteil vorgeschriebene nichtbe-
schrankte Werte am Rande eines Gebietes annimmt. Wir werden zeigen,
daf3 es môglich ist in gewissen einfachen Fallen das Verhalten der
Funktion bei einer behebzgen Annaherung an den Rand mit elementaren
Mitteln festzustelien.

Das Gebiet sei die obère Halbebene y > o der Ebene z x -f- ty>

Fur das Verhalten einer analytischen Funktion in der Nahe der Stelle
z o ist die Verteilung der Randwerte auf der reellen Achse in der
Umgebung der Stelle x o ausschlaggebend. Wir wollen zunachst
eine Verteilung betrachten, wo die Randwerte in einem beliebigen In-
tervall rechts von x — o, z. B. im Intervall (o, i), die GroGenordnung

von —- haben (o <^ a <^ i), wahrend sie sonst beschrankt sind. Genauer

gesagt wollen wir zunachst den folgenden Fall ins Auge fassen.

Die vorgeschriebenen Randwerte cp (x) des Realteiles der gesuchten
Funktion f(z) seien

!o
fur o ^> x und x > i

y (x) c _A-~l fur o < x r5 i,x

wobei %{x) eine fur o:^.r:f= i zweimal stetig differentiierbare Funktion
ist, die fur x o nicht verschwinden soll. Fur den Exponenten a
soll die Ungleichung o <^ a <^ i gelten. Wir werden auch den Fall
— I < a < o zu betrachten haben. Die Randwerte sind dann im Punkte

^ o stetig, die rechtsseitige Ableitung, namlich tf (x) x& -f- @x{x) ^~1

verhalt sich aber im Falle % (o) ^z£ o wie (Dabei wurde fur einen
x "

Augenblick — « /?, o <Cfî <i i gesetzt.)

Wir wollen nun zeigen, dafi es eine analytische Funktion f (z) mit
den vorgeschriebenen Randwerten (i) des Realteiles gibt, fur welche

lim £a f{z) existiert und von o verschieden ist, wobei z bei dem Grenz-
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ubergang eine behebige Folge von Werten mit positivem Imaginarteil
durchlaufen darf Dièse Funktion ist, wie wir gleich zeigen werden,
durch das Cauchy-Schwarzsche Intégral

(2)
dx

x—

gegeben Der einzige Punkt der Behauptung, der einer besonderen

Untersuchung bedarf, ist das Verhalten von f{z) an der Stelle #=:o.
Wir beschaftigen uns zunachst mit der entsprechenden Frage fur die
Funktion

dx

die aus f entsteht, indem man %(x) durch I ersetzt

Wir betrachten z als Parameter mit einem positiven Imaginarteil und
bilden das Intégral

in der komplexen £ g -f-27/ Ebene auf dem in
der Figur angegebenen Weg, bestehend aus zwei
konzentnschen Kreisen k und K mit dem gemein-
samen Mittelpunkt £ o und zwei 7ur reellen
Achse parallelen unendhch benachbarten Strecken
Im Inneren des Integrationsweges ist derjenige

Zweig der Funktion -r=, welcher auf der oberen

geraden Strecke reell ist, eindeutig

unser Intégral nach dem Residuumsatz gleich

Somit ist
2

Andrerseits be-

kommt man durch Grenzubergang, indem man den Radius von K nach

Unendhch, denjenigen von k nach o konvergieren Iaf3t, fur unser Intégral

den Wert

woraus zu ersehen ist, dai3
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_ I r dx _ 2e2ni* I I Ç dx

0 1

ist. Daraus aber folgt die Grenzbeziehung

Wir betrachten weiter das Verhalten der Funktion

in der oberen Halbebene in der Umgebung der Stelle 2 0. (Der
Realteil von f2 (5) ist gleich x$ im Intervalle o ^ x ^ 1 und gleich o
fîir die iibrigen x.) Setzt man x& x^"1 (x — ^-^zxb-1, so wird

M _ 2_ Ç^f_ \1_Ç dx L_ — _1 f dx

00 0

Da o < 1 — /? <[ 1 ist, so ist das letzte Intégral von dem eben be-

f (z)
trachteten Typus. Daraus folgt, da6 der lim -^—^ existiert und von o

z—>o **
verschieden ist.

Wir betrachten schlieGlich die Funktion (2)

f(g)-± h(x) dx

Da %(x) zweimal stetig differentiierbar ist, setzen wir % {*) % (o) -\-

o)x +/ {fix) ï-, (o < # < 1). Es wird

dx

Das Verhalten des ersten und zweiten Intégrais auf der rechten Seite

ist soeben festgestellt worden. Das dritte Intégral stellt eine in der
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oberen Halbebene analytische Funktion dar, deren Realteil auf der

reellen Achse im Intervalle (o, i) die Werte ——-—- annimmt und

auGerhalb dièses Intervalles, insbesondere fur négative x verschwindet.
Dieser Realteil ist eine an der Stelle x o differentiierbare Funktion.

Schreibt man namlich fur^-a^W den Ausdruck ^^—X(°)~ x X (°)^
x

so sieht man sofort, daG dieser Ausdruck nach o konvergiert, wenn x
durch positive Werte nach o strebt. Der rechtsseitige Differenzenquotient

ist also an der Stelle x o gleich ^-^ A \^ A v ;. Daraus er-

gibt sich, z. B. nach der l'Hôpitalschen Regel, fur die rechtseitige Ab-
leitung an der Stelle x o der Wert

hm X W ~ / (o)

in Uebereinstimmung mit dem Wert der linksseitigen Ableitung an der-
selben Stelle, w. z. b. w. Nach bekannten Satzen bleibt also die durch
das Intégral

*'«/¦ X

dargestellte Funktion bei der Annaherung an z o beschrankt.

Zusammenfassend ersehen wir also aus der Formel (3), daC, wie be-
hauptet wurde, der lim sa f (z) existiert und von o verschieden ist.

z—>o
Dièses Résultat laOt sich leicht verallgemeinern. Lassen sich z. B.

y (x)die vorgegebenen Randwerte fur kleine positive x in der Form ^l V fur
x

y (x)
kleine négative x aber in der Gestalt j^À schreiben, wobei o < ax < 1,

\x\
0 <C «2 <C ist und ^j {x) und ^ {x) denselben Voraussetzungen wie %(x)
genugen, so kann man durch eine naheliegende additive Zerlegung der
Randwerte eine zugehorige analytische Funktion F (z) bilden, fur welche
lim z* F (z) o existiert, wobei unter a die grôCere der beiden Zahlen

at und «2 zu verstehen ist.

(Eingegangen den 27. August 1931)
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