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Ueber analytische Funktionen mit nichtbe-
schrankten Randwerten des Realteiles

Von A. WEINSTEIN, Breslau

Die folgenden Zeilen enthalten eine Bemerkung iiber das Verhalten
einer analytischen Funktion, deren Realteil vorgeschriebene nzc/tébe-
schrankte Werte am Rande eines Gebietes annimmt. Wir werden zeigen,
daf3 es moglich ist in gewissen einfachen Fillen das Verhalten der
Funktion bei einer belzebzgern Anndherung an den Rand mit elementaren
Mitteln festzustellen.

Das Gebiet sei die obere Halbebene y > 0 der Ebene z = x 4 zy.
Fiir das Verhalten einer analytischen Funktion in der Nahe der Stelle
z=o0 ist die Verteilung der Randwerte auf der reellen Achse in der
Umgebung der Stelle » — o ausschlaggebend. Wir wollen zunichst
eine Verteilung betrachten, wo die Randwerte in einem beliebigen In-
tervall rechts von » = o, z. B. im Intervall (o, 1), die Groéf3enordnung

1 . : .. .
von — haben (0 < a < 1), wihrend sie sonst beschrdnkt sind. Genauer
x

gesagt wollen wir zunidchst den folgenden Fall ins Auge fassen.

Die vorgeschriebenen Randwerte ¢ (x) des Realteiles der gesuchten
Funktion 7 (s) seien

o firo>x und ¥ > 1
(1) ¢ ) = { x )

xoc

firo<lr=1,

wobei y(x) eine fir 0 = =1 zweimal stetig differentiierbare Funktion
ist, die fiir »r = o0 nicht verschwinden soll. Fiir den Exponenten «
soll die Ungleichung o < o < 1 gelten. Wir werden auch den Fall
— 1 < a << 0 zu betrachten haben. Die Randwerte sind dann im Punkte
x = O stetig, die rechtsseitige Ableitung, namlich y' (x) 28 -+ @ y (x) 251

verhilt sich aber im Falle y(0)s£0 wie

I . s
—y (Dabei wurde fiir einen
o

Augenblick —a =g, 0o < g < 1 gesetzt.)
Wir wollen nun zeigen, daf3 es eine analytische Funktion f (s) mit

den vorgeschriebenen Randwerten (1) des Realteiles gibt, fiir welche

lim s* f(2) existiert und von o verschieden ist, wobei s bei dem Grenz-
z—>o
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iibergang eine beliebige Folge von Werten mit positivem Imaginirteil
durchlaufen darf. Diese Funktion ist, wie wir gleich zeigen werden,
durch das Cauchy-Schwarzsche Integral

1 () ax
(2) f(z)-—’z—ﬂﬁf‘;;“_ O<a<1

’
xr—2s

gegeben. Der einzige Punkt der Behauptung, der einer besonderen
Untersuchung bedarf, ist das Verhalten von f(2) an der Stelle s —o.
Wir beschaftigen uns zunidchst mit der entsprechenden Frage fiir die
Funktion

1

I dx
ro=7 | we—s

0

die aus / entsteht, indem man y(r) durch 1 ersetzt.

Wir betrachten z als Parameter mit einem positiven Imagindrteil und

bilden das Integral
g (g ‘”)

in der komplexen {= ¢ 7 Ebene auf dem in K
der Figur angegebenen Weg, bestehend aus zwei
konzentrischen Kreisen # und A mit dem gemein-
samen Mittelpunkt {—=0 und zwei zur reellen
Achse parallelen unendlich benachbarten Strecken.
Im Inneren des Integrationsweges ist derjenige

Zweig der Funktion 1 welcher auf der oberen

&’
geraden Strecke reell ist, eindeutig. Somit ist

: ., 2mz :
unser Integral nach dem Residuumsatz gleich ;;Z. Andrerseits be-

kommt man durch Grenziibergang, indem man den Radius von XK nach
Unendlich, denjenigen von % nach o konvergieren ldf{3t, fiir unser Inte-
gral den Wert

o0

(1 _g—znia)f z¢

ey ,
§*(§—2)
0
woraus zu ersehen ist, daf3

263



1

1 dx 2e2mix g I dx
I R L =
w,) x*(xr—s) e —1 3 iw,) x*(xr—3)

0 1

ist. Daraus aber folgt die Grenzbeziehung

2 e‘.."ﬂ:z'a

lim Za'f(z) = m—;ﬁo.

2—>0 I

Wir betrachten weiter das Verhalten der Funktion

1

8 4.
LO=5) T o<
0

x—z inf

in der oberen Halbebene in der Umgebung der Stelle 2z —=o0. (Der
Realteil von £, () ist gleich #8 im Intervalle o =+ =1 und gleich o
fiir die iibrigen x.) Setzt man 8 — 8- (v —35) 4 228!, so wird

; 4 dx I s [ dx
ﬁ(z)—_fx1“3+ xl—B(x—z)—z'yzﬁ:EJm.

Da o<<1—g< 1 ist, so ist das letzte Integral von dem eben be-

/2 (2)

trachteten Typus. Daraus folgt, daf3 der lim 3 existiert und von o
z—>0

verschieden ist.

Wir betrachten schlief3lich die Funktion (2)

1
I (x) dx
=i %

Da y(x) zweimal stetig differentiierbar ist, setzen wir y(r) = y(0) +
2
7O r+ " @ -’g- 0<d<1). Es wird

(3) 7e= ’Yz .(o) (dx +Z (0) f r'%dx + oyt z" (9x)dx

T x% xr— 22.9! xXr—2=a
0

Das Verhalten des ersten und zweiten Integrals auf der rechten Seite
ist soeben festgestellt worden. Das dritte Integral stellt eine in der
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oberen Halbebene analytische Funktion dar, deren Realteil auf der

2% M
reellen Achse im Intervalle (0, 1) die Werte ’E (V) annimmt und

auflerhalb dieses Intervalles, insbesondere fiir negative » verschwindet.
Dieser Realteil ist eine an der Stelle » = o differentiierbare Funktion.

Schreibt man namlich fiir 2>~ y(x) den Ausdruck xH—x (C;L——x;( ©)
so sieht man sofort, daf3 dieser Ausdruck nach o konvergiert, wenn x
durch positive Werte nach o strebt. Der rechtsseitige Differenzenquotient

’

ist also an der Stelle x = o0 gleich 4 (x)w;(x(i)l;——xx (O). Daraus er-

gibt sich, z. B. nach der ’'Hépitalschen Regel, fiir die rechtseitige Ab-
leitung an der Stelle x = 0 der Wert

lim £ ®) — 2 (9) X&) —y 0 *

A Y — 1im =0
x=oll +a) =% X=0 & 1+«

in Uebereinstimmung mit dem Wert der linksseitigen Ableitung an der-
selben Stelle, w. z. b. w. Nach bekannten Satzen bleibt also die durch
das Integral

I j‘ 22=* 4" (x) dx

277 xX—23
0

dargestellte Funktion bei der Anndherung an sz — o beschrinkt.

Zusammenfassend ersehen wir also aus der Formel (3), daf3, wie be-

hauptet wurde, der lim s* /(2) existiert und von o verschieden ist.
Z—>»0

Dieses Resultat 143t sich leicht verallgemeinern. Lassen sich z. B.

die vorgegebenen Randwerte fiir kleine positive » in der Form Z; g), fur

kleine negative 1+ aber in der Gestalt ;T%’(T?’ schreiben, wobei 0 << @, < 1,
0<a <1 ist und y (x) und p, (#) denselben Voraussetzungen wie y(z)
geniigen, so kann man durch eine naheliegende additive Zerlegung der
Randwerte eine zugehorige analytische Funktion # (2) bilden, fiir welche
lim se 7 (5) = o existiert, wobei unter ¢ die grofdere der beiden Zahlen
a, und @, zu verstehen ist.

(Eingegangen den 27. August 1931)
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