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Sur les périodes des intégrales de première
espèce attachées à une variété algébrique

par Georges de Rham, Lausanne

Dans son Mémoire sur les fonctions abéliennes, Riemann a établi,
relativement aux périodes des intégrales de première espèce, des formules

importantes que M. W. V. D. Hodge1) a étendues récemment au cas des

intégrales nu*les attachées à une variété algébrique à n dimensions. Je
vais montrer ici que ces formules peuvent se déduire rapidement d'un
théorème de ma thèse2).

i. Rappelons d'abord quelques propriétés d'Analysis situs relatives à

une variété close et orientable F, à un nombre pair 2 n de dimensions.
Soient

un système fondamental de cycles (ou champs d'intégration fermés) à n
dimensions et

F (x> y) 2J ah k *i yu

le nombre d'intersections (indice de Kronecker) des deux cycles

C 2J xi Ci et 2 fi ci'
i i

F (x, y) est une forme bilinéaire, à coefficients entiers, symétrique pour
n pair, alternée pour n impair et son discriminant vaut ±_ i.

Soit maintenant w l'élément d'une intégrale multiple d'ordre n, régulière

en tout point de V et satisfaisant aux conditions d'intégrabilité. On

peut trouver des nombres £,- (i i, 2, r) tels que

i F(xy §) quels que soient les x.

Ces nombres glf £2, gr sont d'ailleurs les périodes de w relativement
à des cycles diy d2, dr qui forment un autre système fondamental

i) Journal of the London Math. Soc, October 1930, p. 283.

2) Journal de math, pures et appl. I931 (sous presse).
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Soit w un autre élément d'intégrale analogue à ta, ijt- sa période relative

à di(i=i, 2, r). Le produit extérieur ww donne une
intégrale d'ordre 2n, et l'on a Végalité fondamentale

(I)

Cette égalité est un cas particulier d'un théorème, qu'on trouvera dans

ma thèse (§ 27), qui permet de calculer les périodes d'une intégrale
égale au produit de deux autres lorsqu'on connaît les périodes de ces
dernières et les tableaux d'intersections de la variété.

2. Considérons maintenant une variété algébrique, à n dimensions
complexes et à singularités ordinaires. Il lui correspond une variété close et
orientable F, à 2« dimensions réelles, à laquelle ont peut appliquer ce

qui précède.
Quel que soit le point M de V, on peut trouver un système de

coordonnées curvilignes complexes, zj—Xj-\-iyj fj= 1, 2, ...,n), valable
dans un domaine contenant M. Une intégrale «uPle est analytique et
régulière en My si, au voisinage de M, son élément est de la forme

/ f#i, #2> zn) dz± dz2 dzn,

f étant holomorphe en M. Les conditions d'intégrabilité sont
automatiquement vérifiées, et le produit de deux tels éléments est toujours nul
(cela découle tout de suite des propriétés des formes différentielles
extérieures).

Cela posé, supposons que, dans l'égalité (1), w etw soient des éléments

d'intégrales analytiques et régulières en tout point de F, c'est-à-dire des

intégrales de première espèce; l'égalité donne

Supposons en second lieu que w soit l'intégrale imaginaire conjuguée
(non analytique de l'intégrale de première espèce a?, et soit, au voisinage

de M,

<* /Y*i, ...> *n) dzi d8n, w ~f (zi9 *„; dzt dzn\

un calcul simple nous donne

w ta in* 2n\ff dxx dyt dxn dyn.
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Si l'élément de volume dxx dyx dxn dyn est positif, ce que nous pouvons
supposer, il sera encore positif, comme on sait, pour tout autre système
de coordonnées complexes et quel que soit le point M. On voit alors

que Pintégrale au premier membre de (i), débarrassée du facteur *'**, est
essentiellement positive et (i) nous donne en définitive

(3) i*Ffë,~ï)>0.
3. La relation (2) et l'inégalité (3), obtenues pour la première fois par

Riemann pour n 1 et par M. Hodge pour n quelconque (il n'a toutefois

donné (3) que pour n impair), donnent lieu à diverses conséquences,.
classiques pour n 1. Sans y insister, terminons par une remarque sur
leurs démonstrations. La partie importante consiste au fond à établir
l'égalité (1), bien que ni Riemann, ni M. Hodge, ne l'aient énoncée
explicitement. L'idée essentielle de M. Hodge (voir le paragraphe 4 de son
Mémoire) peut même fournir une démonstration différente de la mienne
et peut-être plus simple du théorème général dont (1) n'est qu'un cas
très particulier.

(Reçu le 8 mai 1931)
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