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Zur ldealtheorie Dedekindscher Algebren

Von H. BRANDT, in Aachen

Bekanntlich ist es bei einem algebraischen Zahlkorper H nur in
Sonderfillen moglich, allgemeine Aussagen iiber die Zerlegung einer
Primzahl in Primideale zu machen. Man sollte nun meinen, daf3 eine
nicht-kommutative Erweiterung von H die Schwierigkeiten dieses Problems
noch wesentlich erhohen wiirde. Doch ist das, wie wir zeigen werden,
keineswegs der Fall.

Wir beschrianken uns auf Systeme, welche keine eigentlich nilpotenten
Elemente enthalten und nicht mehr als direkte Summe einfacherer
Systeme darstellbar sind1). Es liege also eine in H definierte einfache
Dedekindsche Algebra A vor2). Unter dem Grad ciner Algebra ver-
stehen wir den Grad ihrer allgemeinen Gleichung, unter dem Rang die
Anzahl ihrer linear unabhidngigen Zahlen3). Dabei muf3 noch angegeben
werden, auf welchen Korper diese Anzahlen bezogen sind. Wenn man
sie bei der Algebra A auf das Zentrum & bezieht, so ist der Rang 2,
wenn der Grad den Wert s hat. Es ist dann bekanntlich moéglich,
durch geeignete algebraische Erweiterung von & in 2[ Isomorphie mit
dem System aller Matrizen vom Grade s herzustellen, wobei die
Koeffizienten in dem erweiterten Zentrum zu nehmen sind.

Die Schwierigkeiten, welche das Problem der Zerlegung in gleich-
seitige Primideale ¥) bietet, liegen dann fast allein im Zentrum, wahrend
der Schritt von & nach A oder genauer von der Hauptordnung in §
zu einer Hauptordnung in A verhiltnismif3ig leicht zu erledigen ist?®).
Es ist bekannt, daf3 ein Primideal D des Zentrums i. a. auch in jeder
Hauptordnung o von A Primideal bleibt. Nur in endlich vielen Aus.
nahmefillen ist iiberhaupt eine weitere Zerlegung moglich®). Wir werden

zeigen, daf3 die Zerlegung nur die Form D = p¢ haben kann, woraus
sich dann noch Folgerungen fiir die Differente ergeben.

Um das zu beweisen, nehmen wir an, es liege in einer maximalen

Ordnung oder Hauptordnung o von 2 eine Zerlegung P = p,1 ... p,~

1) Vgl. hierzu wie zum folgenden: Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, Ziirich 1927.

2) Dedekindsche Algebren sind solche ohne Radikal.

8) Sonst wird der Grad als Rang und der Rang als Ordnung bezeichnet. Da aber das
Wort ,Ordnung“ noch in mehreren ganz andern Bedeutungen gebraucht wird, scheint es
empfehlenswert, es hier zu vermeiden.

4) Zum Unterschiede von ungleichseitigen Primidealen, welche links und rechts zu ver-
schiedenen Ordnungen gehéren.

5) Ein Ideal, welches im Zentrum liegt, wird hier nicht von dem Ideal unterschieden, das
daraus nach Multiplikation mil allen Zahlen einer Hauptordnung der ganzen Algebra entsteht.
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vor, wo p,, ... p, gleichseitige Primideale von ¢ bezeichnen. Wir werden
dann aus der Annahme, daf3 die Anzahl » dieser Primideale gréf3er als
I ist, allein durch Abzdhlen der Rang- und Gradzahlen im Restesystem
von o nach P, einen Widerspruch herleiten, womit dann die aus-
gesprochene Behauptung bewiesen ist.

Das Restesystem der Hauptordnung des Zentrums nach P ist ein
Galoisfeld @,, dessen Grad durch g, bezeichnet werden moge. Das
Restesystem von o nach P ist dann eine Algebra in &,, deren Rang
in bezug auf @G, den Wert #2 hat, wahrend der Grad hochstens den
Wert » hatS$).

In dieser Algebra entspricht der Zerlegung von P in Primideal-
potenzen eine Darstellung als direkte Summe. Dabei ergeben die Summen
der Rang- und Gradzahlen in den Teilsystemen wieder den Rang und
den Grad in dem ganzen System. Ist p eins der Primideale p,, ... p, und
¢ der zugehorige Exponent, so wird das entsprechende Teilsystem durch

das Restesystem von o nach p® gegeben.

Das Restesystem von o nach p ist eine Matrixalgebra in einem Ga-
loisfeld &7). Der Grad der Matrizen sei 4, der des Galoisfeldes g.
Weil @ eine Erweiterung von &, ist, so gilt ¢ — ¢, /;, wo f eine ganze
rationale Zahl ist, die wir den Relativgrad von & nennen kénnen.

Das Restesystem von o nach p® wird nach Herrn Speiser?) durch
Matrizen desselben Grades 2 gegeben, deren Elemente einen Ring &*
durchlaufen, namlich von der Gestalt

ayt+ay -+ ... F aga

sind, wo die ¢; in & liegen, wihrend & eine durch p, aber nicht durch
p? teilbare Zahl ist. Der Kiirze wegen moge ®B* als Galoisring be-
zeichnet werden, ¢ heif3e seine Lange.

In diesem Restesystem haben wir nun den Rang und den Grad ab-
zuzihlen. Der Rang ist offenbar ¢ /42, weil der Rang von &* gleich
ef ist. Der Grad kann zunichst nicht genau bestimmt, aber abgeschatzt
werden. Einerseits gibt es in &* Elemente, deren Grad in bezug auf
®, den Wert / hat (denn solche Elemente sind schon in & vorhanden),
andererseits hat s in bezug auf @B, den Grad ¢. Der Grad im Galois-
ring, bezogen auf @&,, ist also mindestens so grof3 wie die grof3ere der

$) E. Artin, Zur Arithmetik hyperkomplexer Zahlen, Abhandlungen des
mathematischen Seminars Hamburg 1927, S. 278,

7) A. Speiser, Allgemeine Zahlentheorie, Vierteljahrsschrift der Naturforschenden
Gesellschaft Ziirich 1926 = Dickson letztes Kapitel.
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beiden Zahlen ¢ und /, also auch mindestens so grof3 wie Vef. Geht
man aber in einer Algebra mit Haupteinheit zu Matrizen eines bestimmten
Grades iiber, so multipliziert sich der Grad der Algebra mit dem Grad

der Matrizen. Der Grad im Restesystem von o nach p® ist also grofder
oder gleich Ver- k.
Sind nun mehrere Primideale p,, ... p, vorhanden und unterscheidet

man die Anzahlen ¢, f, £ entsprechend durch Indizes, so gibt die
doppelte Abzdhlung der Rang- und Gradzahlen die beiden Beziehungen

w2 = elflki -+ .. —~+ e,f,ki
m = Ve fi- kb + ..o Ve, f, - £,

welche, wie man durch Quadrieren der zweiten erkennt, nur zusammen
bestehen konnen, wenn » — 1, auf den rechten Seiten also nur ein Glied
auftritt.

Man hat daher
m2—=cfk:, m=ck, m=fFk,

woraus noch ¢ = f folgt, so dafd m = ck.

Aus der Isomorphie der von den gleichseitigen Idealen in den ver-
schiedenen Hauptordnungen gebildeten Gruppen schlie3t man noch,
daf3 ¢ von der ausgewidhlten Ordnung o unabhingig ist.

Daher ist ein Primideal D des Zentrumns entweder in allen Hawupt-
ordnungen unzerlegbar oder in jeder als e-te Potens darstellbar.

Durch unsere Betrachtungen wird die Struktur des Restesystems von
o nach P vollkommen aufgeklirt. Das Restesystem wird durch Matrizen

vom Grade £ = 77” gegeben, deren Elemente einen Galoisring &* durch-

laufen, welcher aus einem Galoisfeld & vom Relativgrad ¢ gebildet ist
und selbst die Linge und iibrigens auch denselben Relativgrad ¢ hat.
In dem gewdchnlichen Fall =1 ist £:= m und &* = & = &,.

Wir zeigen noch, daf3 in der Ordnung o die in bezug auf &
genommenen Spuren der Zahlen nach dem Modul P jeden beliebigen
Wert haben konnen. Bildet man die Spuren im Restesystem nach D,
so hat man zunichst die Diagonalglieder in den Matrizen vom Grade
£ zu addieren und hat damit, wenn %# = #z, also ¢ = 1, bereits die Spuren,
welche, wie man sieht, beliebige Reste aus &, sein konnen. Ist ¢ > 1,
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so erhilt man zunichst Reste aus & ¥, fiir welche die Spur in bezug
auf @, zu bilden ist. Da B* eine hyperkomplexe Erweiterung von &
ist, aber in bezug auf @, denselben Grad ¢ besitzt, und schon, wie man
leicht erkennt, die Spuren der Zahlen aus & in &, jeden beliebigen
Wert haben konnen, so gilt das umsomehr von &*. Damit ist die
Behauptung iiber die Spuren bewiesen.

Wir bilden noch das Komplement o’ von o, d. h. die Gesamtheit der
Zahlen p, fiir welche, wenn w jede Zahl aus o bedeutet, die auf das
Zentrum bezogenen Spuren s (v w) = s (w») ganz sind, d. h. in der
Hauptordnung des Zentrums liegen. Das reziproke Ideal o'~ =, die
Differente von o, ist ganz, nimlich eine Teilmenge von o. Es besitze die

Primidealzerlegung d — p,”* ... p,”* . Man kann d auffassen als kleinstes
gemeinsames Vielfaches oder als Durchschnitt der Primidealpotenzen
p."¢, und ebenso o’ = d~' als groften gemeinsamen Teiler oder als

Vereinigungsmenge der reziproken Primidealpotenzen p,~":. Man hat
also nur zu fragen: Welche reziproken Primidealpotenzen haben die
Eigenschaft, daf3 die Spuren ihrer Zahlen in der Hauptordnung des
Zentrums liegen?

Wenn ein Ideal nur Zahlen mit ganzzahligen Spuren besitzt, so werden
die Spuren der Zahlen des Ideals, das durch Multiplikation mit einem
ganzen Zentrumsideal entsteht, simtlich durch das betreffende Zentrums-
ideal teilbar.

Daher ist es nicht moglich, dafd fir ein Zentrumsprimideal P die
Spuren aus D', noch weniger die einer hoheren negativen Potenz,
ganz werden. Denn durch Multiplikation mit D entsteht o, und die Spuren
der Zahlen aus o sind modulo P beliebig, also nicht durch P teilbar.

Umgekehrt schlief3t man: Sind die Spuren der Zahlen eines Ideals
simtlich durch P teilbar, so sind die Spuren des Ideals, das durch

Multiplikation mit D™ oder Division mit P entsteht, simtlich ganz.

Gilt nun fiir das Zentrumsprimideal P die Zerlegung P = p¢ und ist
e grofder als 1, so sieht man leicht, daf3 die Spuren der Zahlen aus p
simtlich durch P teilbar sein miissen. Im Restesystem nach P wird
namlich das Ideal p durch diejenigen Matrizen vom Grade £ gegeben,
deren Elemente beliebig aus dem Radikal von &* gewihlt sind. Bei
einer solchen Matrix liegt daher auch die Summe der Elemente der
Hauptdiagonale im Radikal, und ihre e¢-te Potenz und somit auch die
Spur ist Null modulo P.
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Dividiert man durch P, so ergibt sich das Ideal p—“—1) ., Aus dem
vorhin Bewiesenen folgt dann, daf3 die Spuren aller Zahlen dieses Ideals

. . —_ —1 .
ganz sind. Da nun schon die Spuren aus p~ ¢ ="' nicht mehr alle
ganz sein konnen, so sind damit die umfassendsten reziproken Primideal-

potenzen, deren Zahlen ganzzahlige Spuren besitzen, gefunden®), und
es gilt der Satz:

Die in besug auf das Zentrum gebildete Differente d von o enthilt

. .. . . —1
alle gletchsettigen Primideale p von o genau in der Potens p€ ™', wenn

¢ der kleinste Exponent ist, fiiv den p© Zentrumsideal wivd.

8) Aechnliche Betrachtungen geben auch die einfachste Herleitung der bisher bekannten
Differentensitze bei Zahlkorpern. Vgl. noch die Diskussionsbemerkungen von Frl. E. Noether
beim Vortrag von Herrn' Grell in Prag (erscheint demnéichst in den Jahresberichten der D.M.V.).

(Eingegangen den 16. Dezember 1929)
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