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Zur Aequivalenz bilinearer alter-
nierender Formen

Von Hélène Stahelin, Fetan.

I.

Die Translormationstheone der Scharen von ganzzahhgen, alternie-
renden Formen

4

A xt -f- Bx2 — 2J
k

atk — akî, btk — bkl

ist îm Zusammenhange mit der Transformationstheone der vierfach
penodischen Funktionen insbesondere von Humbert *) und Hecke2) ent&gt;

wickelt worden
Zwei altermerende Formen A und B bestimmen eindeutig eine qua-

dratische binare Form, die Invariante der Formenschar A x x -f- Bxl
gegenuber unimodularen Transformationen •

deren Quadiat gleich der Déterminante | atk xx -\- bzkx2 \ ist Dabei sind

a an aM -f an a^ + au a%z, aï \ atk \,
b b12 bM -f bis bà2 -f bu £23, b2 | btk \

die Invananten der Formen A und B. J ist eine Simultaninvanante von
A und B, namhch

— an bM -f aM b12 + an b42 -\- a42 bu -f- au b2S -f ^23 bu.

In der Formenschar Axt-\- Bx2 mit ganzzahhgen Koeffizienten atki
btk und rationalen xlf x2 lassen sich stets auf mannigfache Weise zwei
Formen C, D bestimmen, so da(3 sich jede in der obigen Schar ent-
haltene ganzzahhge Form durch Cp -\- Dq darstellen Iaf3t, wo p und q

ganze Zahlen sind. Solche Formenpaare C, D sollen Fundamentalformen

l) Humbert, Sur les fonctions abeliennes singulières. Journ. de Liouville,
Ser V, T. 5, 6, 7, 9, 10 (1899—1904)

2) E Hecke, Ueber die Penoden vierfach penodischer Funktionen Got-
tinger Nachr. 1915



genannt werden.3) Zwei Paaren von Fundamentalformen derselben
Schar entsprechen quadratische Formen, die durch ganzzahlige Jineare
Transformationen mit der Déterminante + I ineinander ubergefuhrt
werden konnen. Jeder ganzzahligen Formenschar Ax1Jr Bx2 ist da-

her eine wohlbestimmte Klasse binarer quadratischer Formen zugeordnet
und umgekehrt.

Herr Hecke hat nun gezeigt, da/J zwez hnearen Formenschareny die

aquivalent sznd zn déni Smne, dafi sze durch kogredzente ganzzahlzge
unztnodulare Transformattonen tnemander ubergefuhrt werden konnen,
dieselbe Klasse qîiadratzscher Formen entsprtcht. 4) Es gilt aber auch die

Umkehrung dièses Satzes: Sznd A, B und C, D zwez Paare ganzzah-
liger alternzerender Formen, und stzmmen dze Invarzanten a, b, J von
A und B mzt den entsprechenden von C und D uberezn, und sznd ferner
bezde Formenpaare Fundamentalformen der Schar Axx-\- Bx2, resj&gt;.

Cxx -\- D x2, so gzbt es eine kongredzente ganzzahlzge unzmodulare Trans-
formatzon, dze A und B szmultan tn C und D transformtert. 4) 5)

Auf Grund dieser Resultate werde ich nun folgenden Satz beweisen:
Zwez Paare alternzerender Formen

4

A 2J aik UtVkt B= 2J bik Ui vk

4 4

C— ]£ctkutvk, D= ^,dlk7itvk

mzt ganzzahlzgen Koeffizzenten sznd dann und nur dann aquzvaient,

wenn die Moduln der Unterdetermznanten n-ten Grades der Formenschar

Axx-\- Bx2 mzt den Modubi der Unterdeterminanten n-ten Grades von

Cxx~\- Dx2 fur jedes n ubereznstzmmen (n — i, 2, j, 4).

II.

Bezeichne ich die Unterdeterminanten ^-ten Grades der zu Axx -j- Bx2

gehorenden Matrix mit J*} J^l) J^} und diejenigen der Matrix

von Cx1~\-Dx2 mit 0{*\ é^\ 0™ so lautet die notwendige

3) E. Hecke, 1. c. S. 13.
4) E. Hecke, 1. c. S. 14.
•) Der Beweis dièses Satzes findet sich fur den Fall, dafi die eme Form die Invariante

a — 1 hat, bei Humbert, 1. c. T. 5, p. 238—246. Er laftt sich leicht auf den allgemeinen
Fall ubertragen.



und hinreichende Bedingung fur die Aequivalenz der Formenpaare A, B
und C, D

An) j(« \ __ hp(*) 0(») 0(n) \ __
U-«; / \ U-»/ /

Unter einem Modul im Korpcr £(i) der rationalen Zahlen versteht man
bekanntlich ein System von ganzen Zahlen in k (i), das eine von o
verschiedene Zahl und mit a und /? auch «-(-/? und « — /? enthàlt.

Aus der Gleichheit der Moduln lj[H\ j[n\ j£&gt; \ /^»&gt;, ^(2w),... &lt;&gt; \
\ V4-«) / \ (4-») /

folgt daher, dai3 jede Unterdeterminante J(w) sich linear ganzzahlig durch

die Unterdeterminanten 0^ darstellen làfit und umgekehrt.
Wenn die Formenpaare A, B und C, D simultan ganzzahlig unimo-

dular ineinander transformiert werden konnen, so stimmen ihre Invarian-
ten ùberein. Also sind auch die Determinanten gleich :

aîk xx -{- bih x2 | | cik x1 -f- diik

Nach der Voraussetzung gibt es ferner eine ganzzahlige, unimodulare
Transformation P= \\pik ||, so daG

F (Axt-]-Bx2) P=Cxt-\-Dx2 (1)

wird. Hierbei bedeutet Pr die zu P transponierte Matrix. Daraus folgt

(Ax, + Bx2) P= F-* (Cxx + Dx2), (2)

wo Pf ~l die zu Pf inverse Matrix ist Da die Déterminante \pik\-=z 1

ist, so sind die Elemente IItk von Pf ~1 wieder ganzzahlig, und
\Pik I

es ist auch \Hik\ 1. Nach Gleichung (2) ist

4 4

jj£{aikxx + bihx%)pkt ^{ckix^dMX^ Ilik, /, *&apos;=i, 2, 3, 4.

Die Elemente aik xx -j- ^7, ^2 lassen sich daher linear und ganzzahlig
durch die ct-&amp; x1 -f- dik xt darstellen, und umgekehrt sind die aik xx -\-
linear und ganzzahlig in den cik xt -f- dik x2 Es ist also

10



Nach dem Satz von Franke6) ist auch die Déterminante, die aus den

#-reihigen Unterdeterminanten (^ 2,3) von P9 bezw. P&apos;-1 besteht,

gleich 1. Somit lassen sich nach Gleichung (2) auch die Unterdeterminanten

J(w), ^ 2, 3, linear ganzzahlig durch die Unterdeterminanten
0^n\ n 2, 3, darstellen und umgekehrt. Es ist also auch

H 2t 3.

Die Bedingung der Uebereinstimmung der Moduln der Unterdeterminanten

#-ten Grades der Formenscharen Axt-\- Bx2 und Cxt-\- Dx2
ist somit notwendtg fur die Aequivalenz der Formenpaare A, B und C, D.

Aus der Gleichheit der Moduln / â[n), J2(w), J £&gt; \,
4f foigt, da!3 die Determinanten

der Formenschar Axx-\- Bx% und C^ + Z)^2 und somit auch ihre
Invarianten gleich sind. Sind A, B und C, D zwei Paare von Funda-
mentalformen, so sind sie also nach dem Satz von Humbert und Heckc
gleichzeitig kogredient unimodular und ganzzahlig ineinander trans-
formierbar.

Sind A, B und C, D keine Fundamentalformen, so gibt es in der
Schar A xt -|~ Bx2 zwei Fundamentalformen

4

A\ H, &lt;*&apos;ik UiVk
i k l

wo p, ç, r, s rationale Zahlen sind.

Da nach Voraussetzung die Moduln der Unterdeterminanten 1. Grades

der Scharen Axx-\- Bx% und Cx1-\~ Dx2 einander gleich sind, ist

4

Cik x\ + dih xî 2J («xX x\ + ^xX ^2) ^&quot;xX y

x,X=i

worin die g^x ganze rationale Zahlen sind. Also wird fin* xl=p,

6) £&quot;. Franke, Ueber Determinanten aus Unterdeterminanten, Journ. f. Ma-
thematik, Bd.61. (1863), S. 35O-355-
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Da die a\\ und die gy.\ ganze rationale Zahlen sind, so sind auch die

c&apos;.k ganze rationale Zahlen. Ebenso folgt, daf3 auch die

dîk cik r -f- dik s

ganze rationale Zahlen sind.

A xt -j- Bx2 geht durch die Transformation

\\ — p x&apos;i -\-rx&apos;2, x2 ~ q x[ ~\- s x&apos;2 (3)

in A\x\ -j- B\ x*2 ùber, wo Al9 B1 Fundamentalformen sind. Da die c/&amp;

und die d&apos;ik ganzzahlig sind, so folgt aus der Symmetrie der Voraus-
setzung, daf3 auch Cxi -f- Dx2 durch die Substitution (3) in eine
Formenschar Cx x\ -f- Dx x&apos;% ùbergefùhrt wird, in der Cx und Dx
Fundamentalformen sind. Weil ihre Invarianten ùbereinstimmen, sind At x1 -f- B1 x2
und Ct xx -(- Z&gt;! x2 àquivalent. Daraus folgt auch die Aequivalenz fur
die Formen Axx-\- Bx2 uud Cxx-\~ Dx2.

Wàhrend sich der Beweis dafùr, da(3 die Uebereinstimmung der
Moduln der Unterdeterminanten w-ten Grades eine notwendige Bedingung
ist fur die Aequivalenz zweier Formenpaare, ohne weiteres auf Formen-

2n

paare J£ aik u{ vk ùbertragen làCt, liegt dem Beweis dafùr, dafi dièse

Bedingung auch hinreichend ist, der Satz von Humbert und Hecke zu

Grunde, der nur fur Formen ]j£ aik ut- vk bewiesen ist.

(Eingegangen den 9. November 1929)
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