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Gruppen und Verkettungen

Von ANNA FISCHER, Bernl)

In einer fritheren Arbeit habe ich zwei spezielle Arten von Verkettungen
untersucht, die sich durch einen besonders einfachen Bau ihrer Funda-
1 ientalgruppe auszeichnen. Die notwendigen charakteristischen Invari-
anten lief3en sich aus der Gruppe ablesen und die Verkettungen konnten
klassifiziert werden. Ferner ist gezeigt worden, daf3 bei diesen, zentralen
und bizentralen Verkettungen die Kommutativitit der Erzeugenden der
gruppentheoretische Ausdruck ist fiir die richtig definierte Drehbarkeit
der entsprechenden Kreise umeinander.

In dieser Arbeit werden weitere einfache Verkettungen untersucht,
die zu sehr iibersichtlichen Gruppen fiihren (§ 2). Die vollstandige Cha-
rakterisierung gelingt aber hier nicht mehr mit der Gruppe allein, son-
dern erst nach Einfilhrung cines Vorseickensymbols, das als eine gewi3e
Verallgemeinerung der Gaufd’schen Verschlingungsinvariante #2 betrachtet
werden kann. Bei den offenen und geschlossenen Ketten (§ 3) tritt die
geometrische Bedeutung der Kommutativitit wieder deutlich zu Tage.
Schlief3lich werden noch Verkettungen behandelt, fiir die |2m|=|4]
oder Null ist (§ 4).

§ 1. Grundlagen

Es sollen zunichst einige z. T. bekannte Ergebnisse zusammengestellt
werden, auf die wir uns im Weiteren stiitzen werden.

1. Die Fundamentalgruppe eines Knotens und emer Verkettung wird
bekanntlich wie folgt aus einer reguliren normierten und orientierten
Projektion abgelesen:2) Jedem Ast von einer Unterkreuzung bis zur
niachsten ordnet man eine Erzeugende C; zu. Werden in einem Kreu-

zungspunkt die Aeste C, und C, , vom Aste C, liberkreuzt, so lautet
;_,il C: C, Cu—e — 1, wobei
e =+ 1 ist, je nachdem die Richtung von Clll nach einer positiven
Drehung um einen Winkel ¢ < &« mit der Richtung von (), zusammen-
fillt oder nicht. (Als positive Drehung betrachten wir stets diejenige
im Uhrzeigersinn.) Wir werden im Folgenden jedem Kreuzungspunkt

die zugehorige definierende Relation: C

1) Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit zusammen mit der friiher veroffentlichten (C. M. H.
I, 313, 1929) ist als Habilitationsschrift in der Philosophischen Fakultit II der Universitit
Bern vorgelegen.

2) K. Reidemeister, Hamb. Abhdl. V, 24, 1926; A. Fischer, C. M. H. 1, 313, 1929.
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mit ¢ = -} 1 ein | Vorzeichen, jedem mit ¢ = — 1 ein — Vorzeichen
zuordnen.

Das Vorzeichen der Ueberkreuzungen ist schon von Tait in seinen
Knotenuntersuchungen eingefiihrt worden. Little 3) hat auf dieser Grund-
lage den Satz abgeleitet, daf3 fiir einen amphicheiralen Knoten die Summe
der Vorzeichen in einer reduszerten Projektion Null sei. (Eine Projektion
ist reduziert, wenn keine durch Deformation entfernbare Ueberkreuzungen
mehr vorhanden sind.) Man hat aber damit fiir die Untersuchung der
amphicheiralen Knoten nicht viel gewonnen, denn es ist unmoéglich
die reduzierte Anzahl Ueberkreuzungen aus einem irgendwie gegebenen
Knoten abzulesen. Betrachten wir jedoch von diesem Gesichtspunkt
aus den einfachsten nicht-amphicheiralen Knoten, die Kleeblattschlinge.
Die Fundamentalgruppe der Rechtskleeblattschlinge laf3t sich auf die
Form bringen %4%— 1, diejenige der Linkskleeblattschlinge auf a—342—=1.
Die Summe der Vorzeichen in der reduzierten Projektion ist im ersten
Fall + 3, im zweiten — 3. Hier erscheint also das Vorzeichensymbol
des Knotens als charakteristische Invariante in der Knotengruppe.

2. Fiir Verkettungen von zwei Kurven 143t sich mit Hilfe des Gauf3’schen
Verschlingungsintegrals eine Invariante s berechnen. Nach Brunn¥) ist
|2m|=|d — A|, wenn man mit § die Anzahl der positiven, mit A die-
jenige der negativen Ueberkreuzungen der beiden Kurven bezeichnet.
Die Selbstiiberkreuzungen der einzelnen Kurven spielen fiir den Ver-
kettungszustand keine Rolle und werden deshalb nicht mitgerechnet.
Sind zwei Kurven unverkettet, so ist » — 0. Die Umkehrung dieses
Satzes gilt aber nicht, Es wire wohl von Interesse, die Verkettungen
von zwei Kurven mit s — O zu untersuchen. Eine Art werden wir in
dieser Arbeit kennen lernen. Nach den bisherigen Resultaten scheint
es, daf3 hier die Kommutatoren der Erzeugenden in der Fundamental-
gruppe eine wichtige Rolle spielen. Doch soll die genaue Behandlung
dieser Verkettungen einer weiteren Arbeit vorbehalten bleiben.

Man kann nun versuchen, die Zahl | 2| fiir mehr als zwei Kurven
zu verallgemeinern. Um zu priifen, ob 7 auch hier eine Invariante ist,
haben wir nur zu untersuchen, ob sie bei den moglichen Deformationen
einer Verkettung unverindert bleibt. Diese lassen sich auf vier Typen
zuriickfiihren. %)

3) Little, Edinb. Trans. 39, 774, 1900.
4) Brunn, Zeitschr. Math, Phys, 37, 114, 1892.
5 A. Fischer, C.M.H. 1, 313, 1929.
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a) In einen Ast legt sich eine Schlinge. Es entsteht dabei eine neue
Selbstiiberkreuzung einer Kurve, welche bei der Berechnung von
2 nicht in Betracht gezogen wird.

b) Ein Ast schiebt sich iiber oder unter einen andern. Gehdren beide
Aeste derselben Kurve an, so werden die zwei neu entstandenen
Selbstiiberkreuzungen nicht mitgerechnet. Gehdren die Aeste zwei
verschiedenen Kurven an, so erhalten wir zwei neue wesentliche
Ueberkreuzungen, von denen aber die eine positiv, die andere ne-
gativ ist, so daf3 sie sich bei der Summation aufheben.

c) Ein Ast schiebt sich durch eine Kreuzungsstelle von zwei andern
Aesten hindurch. Es entstehen keine neuen Kreuzungspunkte und
auch die Vorzeichen der frither vorhandenen werden nicht gedndert.

In den Fillen a — c bleibt also s invariant.

d) Dreht sich eine Kurve um eine oder mehrere andere, so wird bei
je einem Paar von Ueberkreuzungen jedes Vorzeichen geindert.
Der absolute Betrag der Summe bleibt also in diesem Falle bei
mehr als zwei Kurven #zc/¢ invariant.

Wir werden im nadchsten § an Stelle des s ein etwas verallgemeinertes

Vorzeichensymbol einfithren, das auch im Fall d) im gewissen Sinne
invariant bleibt.

3. Noch eine Bemerkung iiber die Orientierung von Verkettungen!
Die Orientierungen auf den einzelnen Kurven sind voneinander unab-
hiangig. Sind alle Kurven unverknotet und besitzen sie auf3erdem keine
Selbstiiberkreuzungen, so orientiert man alle gleich, z. B. im Uhrzeiger-
sinn, Sobald Selbstiiberkreuzungen auftreten, a3t sich die gleiche Orien-
tierung auf allen Kurven nicht mehr eindeutig bestimmen. Man muf3
daher auf jeder Kurve der Verkettung beide Orientierungen zulassen.
Daraus ergibt sich eine Mehrdeutigkeit im Vorzeichensymbol, welche
z. B. bei den geschlossenen Ketten und den Torusverkettungen der voll-
stindigen Charakterisierung hinderlich ist. Fir die letzteren ist die
Fundamentalgruppe von Artin6) abgeleitet worden. Besitzt die Verket-
tung 27 Ueberkreuzungen, so lauten die endgiiltigen Relationen:

A, BT (4B)"

wobei der doppelte Pfeil die Vertauschbarkeit andeuten soll. Der Bau
der Gruppe ist sehr einfach, aber die Verkettung ist damit nicht voll-

%) E, Artin, Hamburg. Abhandlg. IV. 47, 1925.
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stindig charakterisiert. Es haben namlich, im Gegensatz zu den Torus-
knoten, zwei nicht isotope Torusverkettungen dieselbe Fundamentalgruppe.

Wird auf einer Kurve die Orientierung in die entgegengesetzte um-
gewandelt, so kommt dies in der Fundamentalgruppe dadurch zum Aus-
druck, daf3 samtliche Erzeugende, die dieser Kurve angehéren, in den
definierenden Relationen durch ihre Inversen ersetzt werden. Da man
bei jeder Kurve der Verkettung beide Orientierungen als gleichberechtigt
zulassen muf3, ist man von vornherein gezwungen, Verkettungsgruppen,
welche nur durch die Exponentenvorseicken differieren, als glezc/t anzu-
sehen. Wir werden im nidchsten § ein Beispiel kennen lernen, in dem
sich diese Betrachtung als fruchtbar erweist.

2. Gruppen mit Vertauschbarkeitsrelationen

Wir untersuchen die beiden Verkettungen von drei Kreisen in Fig. 1;
sie sind spiegelbildlich zu einander und konnen in gewissem Sinne als
das Analogon der beiden Kleeblattschlingen betrachtet werden.

A

Fig. 1.

Fiir die letzteren ist bewiesen worden, daf3 ihre Fundamentalgruppen
nicht isomorph sind. Damit ist auch der Beweis fiir die Verschieden-
heit der Kleeblattschlingen erbracht. Die analoge Untersuchung soll
nun fiir die beiden Verkettungen unternommen werden. Zunichst stellen
wir die Fundamentalgruppen auf. Die definierenden Relationen lauten
im Fall a): ‘
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A-1BA B~
C—1AC, A
B-1CB,C!
Bo1ABA
A71CAC

2

C,'BCB-!

2
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Berechnet man 4, aus 1. und 5. und setzt die Ausdriicke einander gleich,
so erhdlt man schlief3lich:

A.BC=BC.A4
Analog ergibt sich durch Gleichsetzen der Ausdriicke fiir B, resp. C,:
B.CA=CA.B und C.AB—=AB.C.

Die Fundamentalgruppe der Verkettung laf3t sich also auf die einfache
Form bringen:

Erzeugende Operationen: 4, B, C.

Definierende Relationen:

(1") A.BC=BC.A B.CA=CA.B C.AB= AB.C.

Stellt man die Gruppe fiir den Fall b) auf, so erhidlt man nach den
gleichen Rechnungen wie oben als Fundamentalgruppe :

Erzeugende Operationen: A, B, C.

Definierende Relationen:

(1") A.BC = BC.A4 B.CA=CA.B C.AB—=AB.C.

Die beiden Gruppen sind vollkommen identisch. Empirisch iiberzeugt
man sich aber leicht, daf3 die Verkettungen nicht ineinander deformier-
bar sind. Wir haben hier ein sehr einfaches Beispiel fiir zwei nicht
isotope Gebilde mit derselben Fundamentalgruppe. Zum Unterschied
von den Kleeblattschlingen gibt also die Fundamentalgruppe allein keinen
Beweis fiir die Verschiedenheit der beiden Verkettungen.

Wir werden daher auf das Vorzeichen zuriickgreifen und definieren
ein verallgemeinertes Vorzeichensymbol. Zunichst bemerkt man, daf3
aus der Gruppe die Minimalanzahl der Ueberkreuzungen abgelesen wer-
den kann. Denn wir haben die Relation:

BC.A.CB'=A4; d. f.: Ag=CAC™ und A= BA,B!.
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Analoge Beziehungen gelten fiir B und C. Die Verkettung besteht also
in reduzierter Form aus sechs Aesten, 4, A,, B, B,, C, C, und hat
daher auch sechs Ueberkreuzungen. Untersuchen wir noch den Ver-
kettungszustand der einzelnen Kreispaare, indem wir die zweigliedrigen
Unterketten bilden. Setzt man in den Relationen (1') 4 = 1, so bleibt
BC = (CB; analog erhilt man fiir die andern Kreispaare 48 = BA und
AC=C4. Die Kreise sind also paarweise in der einfachsten Art ver-
kettet. Daraus folgt weiter, daf3 es keine Selbstiiberkreuzungen der
einzelnen Kreise gibt, die sich nicht durch Deformation entfernen lassen.

Sind zwei Kreise 4 und B in der Art 48— BA miteinander verkettet,
so sind die Vorzeichen beider Kreuzungspunkte gleich. Die Relationen
(1") lassen sich auf zwei Arten deuten, entweder A = BC.A.C—! B!
oder A= (C-'B-'.A.BC. Dadurch erhalten wir fiir die Ueberkreu-
zungen auch zwei verschiedene Vorzeichen. Wihlen wir den ersten Fall:

A=BC.A.C B~
d. f.:  dy=CAC-' und A= BA,B.

Der Kreis 4 wird also von 2 und C positiv iiberkreuzt. Somit werden
auch die Kreise B und C von A positiv iiberkreuzt und dadurch sind
die Vorzeichen fiir die weiteren Relationen bestimmt. Wir diirfen fiir A
nicht etwa schreiben:

B=A"1C"1.B.CA,

sondern miissen B = CA4.B.A-'C—' annehmen. Die Relationen (1) er-
geben also in der Tat zwei Méglichkeiten:

a) A =BC.A.C'B' B = CA.B.A-'C—* C = AB.C.B'4~!
Ay = CAC B, = ABA— C, == BCB!
A — BAB 1 B = CB,C- C = AC,A—

b)d =B'C1'.A.CB B =C'4'.B.AC C = A~'B~.C.BA
Ay = C1AC B,— A—'BA C, = B-'CB
A = B-14,B B = C-'B,C C = A-1C,4

Danach lassen sich die reduzierten Projektionen beider Verkettungen
ohne weiteres zeichnen. Im Fall (a) iiberkreuzt der Ast 4 die Aeste
B und C,; B iiberkreuzt 4, und C; C iiberkreuzt 4 und B,, immer in
positivem Sinn und in vollkommener Uebereinstimmung mit Fig. 1a.
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Fiir (b) gilt dasselbe. Ferner kann man aus den Relationen ablesen,
daf3 beide Unterkreuzungen auf jedem Kreis auf demselben Ast liegen,
namlich auf A4, resp. B und C. Folglich ist jeder Kreis gleichzeitig um
die beiden andern drehbar.

Wir wollen nun das Vorzeichensymbol ableiten. Da die Vorzeichen
beider Kreuzungspunkte von zwei Kreisen gleich sind, konnen wir in
unserem Fall nur die Hilfte der Vorzeichen in Betracht ziehen. Das
Vorzeichensymbol erhalten wir wie folgt: In die Kolonne A5 tragen wir
die Vorzeichen siamtlicher Ueberkreuzungen der Kreise 4 und B ein,
addieren sie und dividieren durch zwei. Analog in den Kolonnen A4C
und BC. Wir erhalten aus Fig. 1:

a) b)

AB  AC  BC AB  AC  BC
+ o+ 4 - =
+ 4+ -+ - - =

+  + o+ - - =

Die resultierende Reihe der Vorzeichen ist das Vorseuhensymbol der
Verkettung. Laut § 1 miissen wir auf jedem Kreis auch die entgegen-
gesetzte Orientierung zulassen. Wird der Umlaufssinn z. B. auf 4 ge-
andert, so erhalten wir als Vorzeichensymbol:

2) b)
AB AC BC AB AC BC
- -+ + o+ =

Die Fundamentalgruppe geht dabei iiber in:
(1'""') A=*.BC =BC.A"'; B.CA'=CA'.B; C.A"'B=471'B.C.

Da in den Relationen nur 4 durch A—! ersetzt wird, ist diese Gruppe
der urspriinglichen (1’) gleich.

Dasselbe Resultat kann man aber auch erreichen, indem man den
Kreis A dreht und dann seine Orientierung umkehrt, also die vierte bei
Verkettungen mogliche Deformation ausfithrt. Es ist dagegen, wie man
sofort erkennt, unmoglich, durch Drehung oder entgegengesetzte Orien-
tierung der Kreise das Vorzeichensymbol a) in b) zu transformieren.
Der Aenderung im Vorzeichensymbol entspricht bei unseren Verkettungen
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nicht nur eine willkiirliche Aenderung der Orientierung auf den einzelnen
Kreisen, sondern die tiefere Moglichkeit einer topologischen Deformation.
Gerade das scheint nach den bisherigen Resultaten der Grund dafiir zu
sein, daf3 das Vorzeichensymbol eine wesentliche Rolle spielen kann.

Als veraligemeinertes Vorszeichensymbol definieren wiv die zuerst er-
haltene Kombination der Vorseichen zusammen mit allen daraus durch
belicbige Drehungen der Kreise umeinander sich evgebenden neuen Kom-
binationen.

Die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten 143t sich ohne weiteres
iliberblicken. Das Vorzeichensymbol in dieser verallgemeinerten Fassung
ist invariant gegeniiber allen gestatteten Deformationen, wie man nach
§ 1, 2 leicht bestitigen kann, und lif3t sich auch aus jeder beliebigen
reguldaren Projektion ablesen. Treten Selbstiiberkreuzungen der einzelnen
Kreise auf, so werden sie bei der Berechnung des Vorzeichensymbols
nicht beriicksichtigt.

Zu der Gruppe (1) rechnen wir nun (§ 1, 3) nicht nur diejenige mit
den urspriinglichen Relationen (1’), sondern auch alle Gruppen, die aus
der ersten entstehen, indem irgendwelche Erzeugende durch ihre Inversen
ersetzt werden, also:

(1) A% . B% (% = BR(C% A% ; B2 . (% 4% = (% A%, B%;
C% . A% B — A% B% (%,

wo g = + 1 ist. Eine Verkettung mit der Gruppe (1) gehort dann
entweder dem - (a) oder dem — (b) Typus an. Durch die Funda-
mentalgruppe und das Vorzeichensymbol ist eine Verkettung dieser Art
eindeutig bestimmt.

Zwei Verkettungen mat derselben Gruppe (1) und demselben Vorzeichen-
symbol sind glezch.

Man kann den behandelten Typus von Verkettungen noch weiter, auf
mehr als drei Kreise, verallgemeinern. Empirisch erhidlt man diese,
indem man in den Fillen a) oder b) durch das schraffierte gemeinsame
Gebiet der drei Kreise einen vierten Kreis hindurchlegt, der mit allen
drei verkettet ist. Bei vier Kreisen lauten die Gruppenrelationen:

(2) A% .B% (% D% == B%2 (% D% . A%; B%.(% D% 4% = (* D% 4% .B%
C%.D% A% B% = D% A% B% ,(%; D% .A% B% (% = A% B*% (®.D*



Die Moglichkeiten der Vorzeichensymbole sind in der nachfolgenden
Tabelle zusammengestellt, wobei nur die prinzipiell verschiedenen Fille
beriicksichtigt wurden.

(1) aus a (4 + )
AB  AC AD  BC  BD C¢D
o=+
— — — wird gedreht

| ++
| ++
o
SIS

n - — und 5 werden gedreht
(2) aus a (— — +)
AB  AC AD BD CD
- -

|+

L
-+ B wird gedreht
.+_

- - —+ A wird gedreht
_ — - D wird gedreht
_— -+ — — <+ A4 und B werden gedreht
(3) aus b (— — —)
AB  AC AD BC BD CD
— — - - - -+ D wird gedreht
- — -+ -+ — -+ B und D werden gedreht
b (+ + —) liefert dasselbe wie a (— — ). Wir haben also drei

verschiedene Typen. Betrachten wir die Symbole in der zweiten Zeile
von (1), (2) und (3)! Sie sind nicht gleich, denn in (1) gehoren die drei
Minus, in (3) die drei Plus demselben Kreis an, wahrend in (2) weder
die Minus noch die Plus auf demselben Kreise liegen. Analog bestatigt
man leicht die Verschiedenheit der andern dhnlich aussehenden Symbole.
Aus jeder reguldren Projektion der Verkettung 143t sich das Vorzeichen-
symbol wieder ablesen und entscheiden, ob es dem Typus (1), (2) oder
(3) angehort.

Nun kann man auf die gleiche Weise weiterfahren. Durch das ge-
meinsame Gebiet der vier Kreise wird ein fiinfter gelegt. Fiir das Vor-
zeichensymbol hat man, entsprechend den 11 Moglichkeiten bei vier
Kreisen, 11 Typen aufzustellen, die aber sehr wahrscheinlich wieder nicht
alle von einander verschieden sind. Dann wird durch das gemeinsame
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Gebiet der fiinf Kreise ein sechster gelegt, usw. Die allgemeine Ver-
kettung dieser Art hat die Relationen:

(3) A% B (% . N»—=PB%(C% .. N® A%, ... zyklisch.

Das Vorzeichensymbol ergibt immer endlich viele nicht isotope Typen.
Die Anzahl der Moglichkeiten fiir das Vorzeichensymbol, die durch
Drehung der Kreise entstehen, bleibt stets iiberblickbar und die voll-
stindige Tabelle aller Moglichkeiten in jedem Typus laf3t sich fiir be-
liebig viele Kreise berechnen. Allgemein ergibt sich das Resultat:

Fede Verkettung von n-Kreisen mat dev Fundamentalgruppe (3) besitst
etn aus jeder belicbigen reguliven novmierten Projektion berechenbares
Vorseichensymbol, das einem bestimmiten 1Typus angehiori. Die notwendige
und hinveichende Bedingung [fiir die Isotopie zwezer solcher Verkettungen
est die Uebereinstimmung der Typen fiir das Vorseichensymbol.

Noch eine letzte Verallgemeinerung! Die bizentralen Verkettungen?)
konnen aus der einfachsten Verkettung von zwei Kreisen erhalten wer-
den, indem man den Kreis 4 durch p, den Kreis B durch ¢ unterein-
ander nicht verkettete Kreise ersetzt. Dasselbe kann man im Falle der
Gruppen (1), (2) und (3) auch machen. Ersetzt man in (1) 4 durch p
Kreise 4, B, ..., P; B durch ¢ Kreise «a, 4, ..., ¢ und C durch » Kreise
a, B ..., p, so entsteht eine Verkettung mit der Gruppe:

(I) Aeu’ Bem’ ey Pip T o0 pB2 | qs2q' ! ﬂesz Qsar

a*n, b | gR0 T o B0 . 0% AP BRi2 . PRy
ofn, BB, 0% T A BRir | PR, gPu B L gf
(& = + 1)

Analog gebaut sind die auf gleiche Weise aus (2) und (3) entstehen-
den Gruppen. Die Zahlen p, ¢, », ... sind in diesen Gruppen ebenfalls
berechenbare Invarianten; sie geben einzeln je die Minimalzahl der Kreise
an, die man aufschneiden muf3, damit die Verkettung in eine neue, um
eine Stufe tiefer liegende Verkettung iibergeht. Aus dem Bau der Gruppe
laf3t sich erkennen, daf3 die Kreise umeinander drehbar sind. Der Beweis
gestaltet sich vollkommen analog wie bei den bizentralen Verkettungen.
Zur vollstandigen Charakterisierung der Verkettung muf3 auch hier das
Vorzeichensymbol eingefiihrt werden.

7y A. Fischer, C.M.H. 1, 313, 1929,
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In diesen Untersuchungen tritt der Unterschied zwischen Knoten und
Verkettungen deutlich zu Tage. Die Torusknoten haben Gruppen von
der Form &’ 6 —1 und sind durch 7 (mit Vorzeichen) vollstindig cha-
rakterisiert. Bei den Verkettungen mit der Gruppe A% B® ... N®*
—B% (% . N 4% ..., (zyklisch) aufert sich die Freiheit in der
Wahl der Orientierung auf den einzelnen Kreisen und die Drehbarkeit
der Kreise umeinander darin, dafd nicht mehr die Vorzeichen der ein-
zelnen Exponenten, sondern erst das verallgemeinerte Vorzeichensymbol
die vollstindige Charakterisierung ermoglicht. Betrachten wir die Torus-
knoten und unsere Verkettungen noch etwas nidher, so zeigt sich, da3
zwischen diesen Gebilden weitergehende Zusammenhinge bestehen. Es
entsprechen einander:

Torusknoten Verkettung
Gruppe: af 82 = 1 Gruppe: A% .B®% ... N®" = B% ., N® . A%
und zyklisch
Anzahl der Kreuzungs- Anzahl der Krezse in einer reduzierten
punkte in der reduzierten Projektion.
Projektion,
Vorzeichen von 2. Vorzeichensymbol.

Danach besteht zwischen Torusknoten und den untersuchten Verket-
tungen eine Art Dualstét; man wird somit diese Verkettungen und nicht
diejenigen, die sich doppelpunktfrei auf einen Torus legen lassen, als
das natiirliche Analogon der Torusknoten betrachten. Jedem alternie-
renden Torusknoten entspricht eine derartige Verkettung mit einer un-
geraden Anzahl Kreise und dem Vorzeichensymbol (4+ -+ - ...) oder
(— — — ...) und umgekehrt.

Es entsteht nun die Frage, ob auch fiir andere, z. B. die Bretzel-
knoten, ein solches duales Analogon von Verkettungen existiert, ob
vielleicht sogar zu jedesn Knoten eine duale Verkettung moglich ist.
Die Beantwortung dieser Frage kann fiir die Untersuchung der Knoten
von wesentlicher Bedeutung sein. Denn die Anzahl der Kreise und das
Vorzeichensymbol 143t sich aus jeder Projektion ablesen, was fiir die
entsprechenden Knoteninvarianten nicht der Fall ist. Ob und wieweit
diese Dualitit besteht, soll in einer weiteren Arbeit untersucht werden,
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§ 3. Offene und geschlossene Ketten

Die offene Kette besteht aus » Kreisen, von denen jeder in einfachster
Weise mit seinen beiden Nachbarkreisen verkettet ist. Die Fundamental-
gruppe ist gegeben durch » Erzeugende und die definierenden Rela-
tionen :

(4) AB=BA; BC=CB; CD=DC; ...; MN=NM.

Jede Erzeugende ist mit zwei Nachbarerzeugenden vertauschbar; damit
steht wiederum im Einklang, daf3 jeder Kreis um seine zwei Nachbar-
kreise drehbar ist. Die Gruppe lif3t sich ohne weiteres iiberblicken
und die Verkettung ist vollstindig bestimmt. Jede Unterkette ist auch
eine offene Kette mit weniger Erzeugenden.

Wird eine offene Kette geschlossen, so konnen zwei prinzipiell ver-
schiedene Fille eintreten:

1. Ein oder mehrere Kreise konnen sich noch um ihre Nachbarkreise
drehen.

2. Keiner der Kreise ist mehr drehbar.

Fig. 2 (a und b)

Fiir beide Fille soll die Gruppe abgeleitet werden.
1. Fall. (Fig. 2a).

Als definierende Relationen erhilt man:
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1. A'E, A E;T—1 daraus: A, = E;'AE,
2. A7'B'AB, =1 " , =B, 1 AB,
3. B (C7UBC, =1 " B, = ;' BC,
4. C;'D;'CD, =1 " ., — D;1CD,
5. Dy'ES'DE, —= 1 " D,—E"' DE,
6. E1AEATY =1 " E,= AEA™!
7. BVATIB, A =1 " 2, =— ABA~!
8. C1B-1(C,B ==1 . C, = BCH™!
9. D1 ('D, =1 " D, = CDC!
19 LD E D=1 " F, == DEDH

Vergleicht man (6) und (10), so erhalt man:
I. E.D'"A—=D1 4 F

und analog fiir (1) und (2), wenn man darin vorher nociv die Erzeugen-
den mit Indizes ersetzt,

2. A.EB—'=FEB'. 4.

Aus den drei iibrigen Paaren von Relationen kann man durch Gleich-
setzen der Ausdriicke die weiteren Relationen ableiten:

3. B—1 ABA—' = C-' BCB-!
4. C-! BCB-! =— D—! CDC-!
5. D' CDC-' = E-' DED!

In den zwei ersten Relationen tritt wieder die Kommutativitat auf. Doch
ist zu beachten, daf3 ein Exponent positiv, der andere negativ ist. Aus
der Figur erkennen wir, daf3 jeder der drehbaren Kreise mit einem
seiner Nachbarkreise positiv, mit dem andern negativ verkettet ist.
Diese Tatsache kommt im Vorzeichen der Exponenten zum Ausdruck.
Jede Unterkette ist eine offene Kette. Die Verkettung ist, wie wir bei
Fall 2 noch ausfiihrlicher besprechen werden, durch die Gruppe allein
nicht mehr vollstindig bestimmt.

2. Fall (Fig. 2b).

Aus den fiinf Relationen fiir die inneren Kreuzungspunkte lassen sich
samtliche Erzeugende mit Hilfe der fiinf A, B, C, D, E darstellen. Diese
Ausdriicke werden in die Relationen fiir die auf3eren Kreuzungspunkte
eingesetzt und man erhalt:
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A BAB~' = B—' CBC!

B-1 CBC—! = C*DCD™!
C1DCD™! = D' EDE!
D1 EDE™Y — E-1 AEA™!
E1TAEA™! = A-! BAB!

SR e N

Die Kommutativitit ist vollstandig verschwunden und dafiir eine Reihe
von Beziehungen entstanden, die sich zyklisch schlief3t. Bildet man aber
eine Unterkette, indem man einen oder mehrere beliebige Kreise auf-
schneidet, so erhilt man wieder eine offene Kette. Der Verkettungs-
zustand der Kreise miteinander ist dadurch klargelegt, aber die Ver-
kettung als Ganzes nicht eindeutig bestimmt. In unserer Figur sind die
Ueberkreuzungen simtlicher Kreise miteinander negativ. Vertauscht man
alle Ueber- und Unterkreuzungen miteinander, so entsteht die analoge
Verkettung, jedoch mit lauter positiven Ueberkreuzungen. Man iiber-
zeugt sich leicht, daf3 diese zwei nicht ineinander deformierbar sind.
Und doch besitzen sie die gleiche Gruppe. Wir haben hier die gleiche
Erscheinung wie im vorigen §; aus dem Bau der Gruppe konnen wir
aber nicht auf die Drehbarkeit der Kreise umeinander schlie3en und
stellen auch an Hand der Figur fest, da3 diese Drehbarkeit nicht be-
steht. Folglich kann in diesem Fall auch das frither eingefiihrte Vor-
zeichensymbol zur vollstindigen Bestimmung der Verkettung nicht an-
gewendet werden.

§ 4. Verkettungen von zwei Kreisen

Wir betrachten zuerst die Verkettung von zwei Kreisen mit vier
Kreuzungspunkten. Sie ist eine Torusverkettung. (Fig. 3a).

Fig. 3 (a und b)
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Die Fundamentalgruppe hat die Relationen:

I. A7'BA,B™!' =1 daraus A,= B—' AB
2. B;j'ABA™' =1 " B, — ABA™!
3. A;7'B, AB;' —1

4. B1A,B, A7 =1

Setzt man die berechneten Ausdriicke fiir 4, und B, in (3) oder (4) ein,
so resultiert die einzige Relation:

A-'B~' AB — BAB—' A—!.

Die Gauf3’sche Verschlingungsinvariante |2z | hat fiir diese Verkettung
den Wert 4.

Die Verkettung kann ‘verallgemeinert werden, indem sich der eine
Kreis ein oder mehreremale iiberkreuzt (Fig. 3b). Stellt man die Fun-
damentalgruppen dieser Verkettungen auf, so kann man sie nach ziemlich
langwieriger Elimination der iiberzdhligen Erzeugenden schlief3lich auf
Gruppen zuriickfilhren mit zwei Erzeugenden und einer einzigen defi-
nierenden Relation; diese hat die Form:

1. Keine Ueberschlagung:
A7 B~' AB = BAB—! A~

2. Eine Ueberschlagung:
A1 B' AB. AB ' A" ' B=BA ' B~ A. BAB~! 4!

3. Zwei Ueberschlagungen :

A-*B 1 AB.A* B AB.AB* A'B
= BA71 B-' A.BAB~' A7! . BAB—! 4!

4. Drei Ueberschlagungen:

A1 B ' AB. A 'B ' AB. AB 1A' B. AB' A' B=
BA*B'A.BA ' B A.BAB~ A' . BAB™' 4™

usw.

Die Gesetzmif3igkeit ist sofort ersichtlich. Die Relation setzt sich
aus den beiden Kommutatoren A—! B~! AB und AB~! A—! B zusammen,
Der Ausdruck auf der rechten Seite ist gleich dem von hinten gelesenen
Ausdruck auf der linken Seite. Fiir jede gerade Ueberschlagung tritt
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auf der linken Seite der Gleichung der Kommutator A-! B-! AB vorn,
fiir jede ungerade der Kommutator AB—! A—! B hinten hinzu. Die An-
zahl der Ueberschlagungen spielt bei diesen Verkettungen eine bedeu-
tende Rolle.

Ueberschlagt sich auch noch der zweite Kreis, so wird die Elimination
der tiiberzihligen Erzeugenden sehr umstidndlich. Man erhilt als defi-
nierende Relation einen komplizierten Ausdruck, dessen Bau sich nicht
iiberblicken 14f3t.

In den Verkettungen dieser Art haben wir Beispiele fiir Verkettungen
mit |2 |=—o0 oder 4. Sie besitzen, wie wir bemerkt haben, recht in-
teressante Gruppen, deren weitere Untersuchung sich sehr wahrscheinlich
lohnen wiirde. Wieweit die Verkettungen durch ihre Gruppe charak-
terisiert sind, habe ich nicht niher gepriift, glaube aber, dafd auch hier
die Moglichkeit der entgegengesetzten Orientierung, wie bei den ge-
schlossenen Ketten, Schwierigkeiten bereiten wird.

(Eingegangen den 3. September 1930)
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