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Ueber eine besondere Klasse von
algebraischen Flâchen

Von Arnold Emch, Urbana, Illinois

In einer kurzlich erschienenen Arbeit1) habe ich einige Tripel- und

Multipel-Systeme untersucht, ihre geometrische Darstellung gegeben, und
ihre endlichen Gruppeneigenschaften klargelegt. Daf3 mit solchen Sy-
stemen deren Untersuchung sich bis dahin systematisch nur mit Tripel-
systemen befasste, intéressante geometrische Formen im Zusammenhang
stehen, hat man eigentlich erst in jungster Zeit erkannt. Allerdings
haben vor vielen Jahren schon Steiner und Nôther in speziellen Fallen
auf solche Zusammenhange hingewiesen. Insbesondere hat Nother, auf
die in Steiner&apos;s Arbeit enthaltenen Anregungen hin, wichtige Resultate
in Bezug auf die 28 Doppeltangenten der allgemeinen Kurve vierter
Ordnung erhalten. Man sehe dazu die Hinweise in *).

Ein weiteres geometrisches Problem, das sich beim Studium der Mul-
tipelsysteme aufdrangt, bezieht sich auf eine gewisse Klasse von
algebraischen Flachen, in welcher die zu den Multipelsystemen gehorigen,
besondere Falle sind.

Die Définition einer solchen Flache grundet sich auf ein vollstandiges
n-Eck in einem Raume von, sagen wir r Dimensionen. Darunter ver-
stehen wir n allgemein gewahlte Punkte in einem Raum von r Dimensionen

mit ail den Unterraumen von gewisser Ordnung, welche Unter-

gruppen von den n Punkten bestimmen konnen. Ein solches n-Eck
in einem solchen Raume Sr sei einfach mit A» bezeichnet. Z. B. in
einem S2 besteht ein A« aus den «-Ecken und ihren 1J2n(n—1) Ver-
bindungslinien. In einem 53 sei unter A» gewohnlich auch die ^-Ecken
und ihre 1J2n{n — 1) Verbindungslinien verstanden. Im S± beschranken
wir uns auf ein A* mit ^-Ecken, 1jen(n—i)(n — 2) Verbindungsebenen
von je drei Ecken, und 1/2An(n—i)(n — 2) (^ — 3) Verbindungsraumen
£3 von je vier Ecken.

In dieser Arbeit handelt es sich uber solche algebraische Flachen
und Hyperflachen, welche durch so definierte vollstandige n-Ecke, even-
tuell dazugehôrige Unterraume derselben Ordnung gehen.

Die Anzahl solcher Flachen ist selbstverstandlich unendlich groG
(selbst die der Klassen). Einige davon sind wohl bekannt, wie z. B.

Triple and multiple Systems, their géométrie configurations and
groups. Transaction* of the American Mathematical Society, vol. 31 (1929),&apos;pp. 25—42.
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Cayley&apos;s Flache dritter Ordnung und die Weddle&apos;sche Flache. Hier
werde ich mich auf Gebiete des vS3 und »S4 beschranken. Zuerst sollen

jedoch einige Satze uber besondere Flachensingularitaten aufgestellt
werden.

§ 1 - Ueber die Singularitâten einer Flache in 53, in welcher k der
Flache angehôrigen Geraden zusammenlaufen

Sei At (iooo) ein Punkt einer algebraischen Flache Fn durch welchen
k Geraden der Flache gehen. Es handelt sich darum festzustellen, was
fur eine Singulantat Ax sei. Die k Geraden gt konnen durch die Ver-
bindungslinien von Ax mit k in xx o beliebig gelegenen Punkten

(oa\ &lt;Â a\),z^=. 1,2,3, ••• &gt;

k&gt; dargestellt werden. Man hat dann fur

gi die parametrische Darstellung gt (À, a\, a\, a{). Dièse Gerade

liegt auf der Flache

n

(i) Ftl 2J ^Im~1 &apos; ®n-m+ l {*Z&gt;H&gt; XÙ&gt;

wenn

(2) À&quot;&quot;1 0X (al, a\, a[) + À«&quot;2 &lt;P2 (al,4,4) + ...+ &lt;Pn (4,4,4)=o
fur aile Werte von À. (Darin sind die &lt;Pr Polynôme rten Grades und ho-

mogen in a\, a\, a\.)
Das wird nur der Fall sein, wenn aile Polynôme 0 identisch ver-

schwinden. Aus den n auf dièse Weise erhaltenen Gleichungen kann
man n der Koeffizienten der ursprunglichen Gleichung F n o berech-

nen, so dafi mit EinschiuC von Ax der bekannte Satz hervorgeht:
Dte Bedzngung, da$ etne Gerade auf etner Flache nter Ordnung hege,

erfordert n + \ von den 1/q (n + i) (n -f- 2) (n + 3) — 1 Konslanten*
Wenn zwei Geraden g1 und g2 der Flache durch At gehen, so erhalt

man von jedem 0 zwei Geichungen, aus denen zwei der Koeffizienten
berechnet werden konnen. Gibt es drei solcher Geraden g19 g2, g%,
so konnen die drei Gleichungen

d&gt;t (aî, 4, 4) o, i— 1, 2, 3,

nur dann identisch erfullt sein, wenn die drei Koeffizienten von ®x identisch

verschwinden. Die drei Geraden g sollen allgemeine Richtungen

100



haben, so daG die Déterminante der Koordinaten der drei Punkte

a\ a\ } ai nicht verschwindet.
Die Gleichung der Flache hat also jetzt die Form

so daf3 daraus folgt:

Satz i: Wenn die Kanten etnes eigenthchen Dreikants einer Flache

angehoren, so ist die hcke dez Dreikants wenigstens ein Doppelpunkt
der Flache,

Das Polynom @2 ^at 6 Koeffizienten, so daf3 5 ihrer Verhaltnisse aus

5 durch Ax gehenden und auf Fn gelegenen Geraden bestimmt werden
konnen, ohne daG &lt;P2 identisch verschwindet. Der vorhergehende Satz

gilt daher auch fur 4 und 5 in A1 zusammenlaufenden Linien. Hat man
6, 7, 8 oder 9 solche Geraden, so mufi &lt;P2 identisch verschwinden.
Fahrt man auf dièse Weise fort, so ergibt sich leicht der allgemeinere

Satz 2: Gehen k Geraden einer Flache durch einen Punkt, und ist

(r-i) (r + 2) r(

so zst dieser Punkt wenigstens em r-facher Punkt der Flache.

Wird k zwischen diesen Grenzen gewahlt, mit Ausschlufi der obern
Grenze, so gibt es wenigstens zwei unabhangige Kegel rter Ordnung
durch die k Geraden. Seien Kx und K2 zwei solche Kegel, dann ist

Qn-2r

(«^2r) eine Flache ntQr Ordnung, welche A1 dis 2 ^-fachen Punkt und
die k Geraden als Doppelhnien enthalt. Dabei wurden die P, Q und R
als Polynôme von der angedeuteten Ordnung und allgemein angenommen.
Unter diesen Voraussetzungen geben also k in einem Punkte zusammenlaufenden

Doppelgeraden einer Flache zu einem 2 r-fachen Punkte der
Flache Veranlassung. Die Ordnung eines solchen Punktes kann jedoch
in speziellen Fallen auch weniger als 2 r sein.

§2. Mehrfache Geraden auf einer Flache

Im Gegensatz zu den gekunstelten synthetischen Beweisen fur die

Anzahl der Bedingungen welche notwendig ist, damit eine gegebene
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Gerade einer algebraischen Flache ^ter Ordnung r-fach angehôre2),
lafit sich dièse Zahl auf direktem algebraischen Wege sehr einfach
bestimmen.

Bezeichnet man das Koordinatentetraeder mit A1A2A3A^, so kann

man etwa A^A4 (^=0, x2 o) als r- fâche Gerade wahlen. Dann
laCt sich die Flache in der Forai darstellen

(3)

Die erste Funktion 0*&quot;~r enthalt 1/q (n — r-\- 1) (n — r -j- 2) (n — r -f- 3)

Glieder, wahrend die ubrigen 0 aile 1/2 (n — r-\-\) {n — r-f-2) Glieder
enthalten. Subtrahiert man dièse Zahlen von der Anzahl der Glieder
einer allgemeinen Flache nter Ordnung, so erhalt man die gesuchte Zahl

— !/2 r (n — r-\-1) (/z — r-\-2) 1/&amp; r (r -f- 1 (3^ — 2 r -\- 5). Daher

vS#£s j: Dze Bedzngung, da$ etne gegebene Gerade einer algebratschen
Flache /zter Ordnung r-fack angekore, erfordert

Konstanten.

Nun nehmen wir weiter an, dafi zudem /43 ein (r-f-^) - fâcher Punkt
der Flache sei, so daf3 in (3); in den Funktionen 0 aile Glieder ver-
schwinden mussen, welche x% zu einer hohern als der (n — r — ^)ten Potenz

enthalten. Die Entwickelung von $&quot;* nach absteigenden Potenzen von
x% lautet:

x*-

Hierin mussen aile Glieder bis zum letzt geschriebenen (und folgenden)
verschwinden. Die Anzahi dieser Glieder ist 1 -j- 3 ¦+ 6 -f- ^2s
(s-\-1)= 1/&amp;s(s-\-1) (^-j-2)- Fur Jede der ubrigen 0 in (3) haben
wir die Entwickelung:

2) R. Sturm, Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften, Band 4
09), pp. 315—317.(1909), pp. 315—317
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Die Anzahl der verschwindenden Glieder in diesen r Funktionen ist

r (i -f- 2 -}- 3 -(- + s) r/2 s (s + 1) • Als Résultat ergibt sich
£#£? ^: Damtt ezn Punkt auf ezner Flache ntcr Ordnung und auf

einer r-fachen Geraden derselben (r -\- s)-fach set, sind

wettere Koustanten erforderlich. Fur zwez solche Punkte braucht es

Konstanten.

Nun kann das folgende Problem gelost werden: Gegeben sind zwei

(r {-s)~ fâche Punkte auf einer Flache ntcn Ordnung. Wie viele weitere
Konstanten erfordert die Bedingung, daC die Verbindungshnie der beiden
Punkte r-fach auf der Flache sei? Ist x die Zahl dieser Konstanten,
so hat man

2. i/e(r + j) (r + j+i) (r-\-s-\-2) + x= i/er(r+ 1) (3 » — 2 ^ + 5)

Daraus lafit sich x leicht berechnen und man erhalt als Résultat
Satz 5: Die Bedzngung&apos;, âfe/? â&amp;^ Verbzndungshnze zwezer (r -\-s)- fachen

Punkte ezner Flache ntcr Ordnung r-fach sez, erfordert

x\s r {ir n-\- zn-\- \ — 4r2 — 3r — 6s — 6r s)

weztere Bedzngungen.

1. Bezspzel ezner Flache 6. Ordnung. Man bestimme die Flache
6. Ordnung, welche die Ecken und Seiten des Koordinatentetraeders
bezuglich als vierfache Punkte und zweifache Geraden enthalt. Hier fallt
x negativ aus, so dafi die Seiten zum voraus der Flache doppelt an-
gehoren. Die 4 vierfachen Punkte absorbieren 4 20 80 der 83

Konstanten, folglich hangt die gesuchte Flache von 3 effektiven Konstanten
ab. Sie ergibt sich leicht als

a x\ x\ x\-\-bx\x\x\-\-c x\ x\ x\ + d x\ x\ x\ o.
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2. Beispzel etner Flache 6. Ordnung. Dièse soll At, A2, As, A4 als

dreifache Punkte und A£ Ak als Doppelgeraden enthalten. Man findet fur
x den Wert 5, so daC dièse Bedingungen zusammen 4. io-j- 6. 5 70
ausmachen. Es bleiben somit 83 — 70 13 verfugbare Konstanten. Die
Flache hat die Form

az x\ x\x\ -f at x\ x\ x\ -f- a2 x\ x\ x\ -f a±x\ x\x\ -{-
bx x\ x2 xz x± + à2 x\ xx xz x± -f- à* A x% *t *± + &amp;* *\ *i %i x* +

é -|~ CiS Xx #3 X2 X± -j— Cu Xx X± X2 X3—\x\ x\ xx xs + cM x\ x\ xx x2 O.

§ 3. Algebraische Flâchen, welche durch aile Seiten eines
vollstândigen râumlichen n-Ecks An gehen

1. Es sollen glt g2, gxhn{n_X) die 1/2 «(&gt; — i) Verbindungslinien
der /^-Ecken Al9 A2, An bezeichnen. Wenn dièse in allgemeiner
Lage sind, so kann stets eine Klasse von Flachen nltr Ordnung durch
A« konstruiert werden. Jede allgemein gelegene Gerade / wird von
einer solchen Flache in n Punkten und eine beliebige Ebene e in einer
Kurve ntcT Ordnung geschnitten. Durch die feste Gerade / lege man
eine beliebige Ebene k, welche eine feste Kurve nter Ordnung Cn in e

in n Punkten und die g{ in 1/2n(n— 1) Punkten schneidet. Wahlt man
auf / noch n feste Punkte, so bilden dièse mit den ubrigen in h n-\- n
-f- lJ2 n {n — 1) 1/2 n {n -\- 3) Punkte, durch welche eine Kurve nter

Ordnung Kn in h bestimmt wird. Beschreibt h den Ebenenbuschel durch

/, so beschreibt Kn eine Flache nter Ordnung durch A« y zu welcher
auch Cn als eine der Kn gehort (h e). Somit mufi Cn zum voraus
durch die 1J2n(n — 1) 5chnittpunkte der Al Ak mit e gelegt werden.
Es bleiben auf dièse Weise nur y2 n {n -J- 3) — l\2n(n — 1) 2 n
verfugbare Konstanten fur Cn ubrig. Die n Punkte auf / kann man auf
oo« verschiedene Arten wahlen, so daf3 fur die Flache im ganzen 3 n
Konstanten verfugbar sind. Daher

Satz 6: Durch etn vollstandzges raumhches n-Eck lassen sich oo3«

Flachen nUr Ordnung legen.

Nach Satz 2 sind die #-Ecken selbstverstandlich Singularitaten der
Flache, welche aile gt als einfache Geraden enthalt. Wird die Multipli-
zitat x einer Ecke nach diesem Satze bestimmt und bezeichnet man die
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Anzahl der Bedingungen welche notwendig ist, damit die Flache durch
aile gt gehe mit y, so wird dièse aus der Gleichimg

i/e (n + i) (n -f 2) (n + 3) — 1 - w/6 x (x + 0 (* + 2) 3 « +/
bestimmt.

1. Bezspzel: Fur eine/&lt;*4 durch A4 ergibt sich aus 3^ eine 12-fâche
Mannigfaltigkeit Die Multiplizitat x 2 und y 6. Die Gleichung
lautet

h J, l&gt; k I, 2, 3,
j, und enthalt 13 Glieder.

2. BetspieL Die Flachen .F7 durch A 7 haben die Manigfaltigkeit 21.
Hier ist ;r =r 3. Aus obiger Gleichung folgt y 28, so da(3 also die

Bedingung durch die 21 Verbindungsgeraden zu gehen nur 28 anstatt
42 Konstanten erfordert. Eme solche F7 kann linear aus Produkten von
Weddle&apos;schen Flachen und kubischen Kegeln zusammengesetzt werden.
Je sechs der sieben Punkte bestimmen eine Weddle&apos;sche Flache Der
siebente Punkt als Spitze und die sechs Knoten der Weddle&apos;schen

Flache bestimmen oo8 kubische Kegel. Das Produkt jedes Kegels mit
der zugehongen Weddle&apos;schen Flache ist eine F1 W4. K%, so dafi
die allgemeine F^ auf A7 m der Form

2 Wl Kl o
l 1

daigestellt werden kann
2. Aber auch Flachen der Ordnung n — 1 durch A» sind moglich.

Wahlt man wieder eine feste Gerade / und darauf n — 1 feste Punkte, so

schneidet jede Ebene h des Buschels durch / aile Geraden gt, so daf3 also

jede Ebene auf dièse Weise 1J2n(n— 1)-\-n — 1 — 1/2 (# — 1) (n -f- 2)

Punkte erhalt, die eine Kurve der Ordnung n — 1 bestimmen. Der Ort
dieser Kurven auf den Ebenen des Buschels ist eine Flache (n — i)ter

Ordnung.
Satz 7 Durch ezn vollstandiges n-Eck znt Raume lafit szch ezne

Mannzgfaltzgkezt von co^—1 Flachen (n — i/er Ordnung legen, dze aile

Verbzndungsgeraden der Ecken eznfach enthalt.
Bezspzel der Cayley&apos;schen kubzschen Flache. Es gibt 003 kubische

Flachen durch A4 niit Doppelpunkten in A19 A2, A%, A±\

a\ X2 X% X± ~\~ a2 Xl X?&gt; X4 ~t~ ^3 X\ X2 X4 ~\~ a4 Xl X2 ^3 0
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3- SchlieGlich handelt es sich um die Moglichkeit einer Flache der
Ordnung n — 2 durch A« • Befolgt man das Prinzip der voraufgehenden
Konstruktion, so findet man fur die 1ji n (n — i) Schnittpunkte der gt
mit h schon

i/2 n(n—i) 1/2 (n - 2) (n + 1) + 1,

also einen Punkt mehr, als zur Bestimmung der Kurve Kn-2 notwendig
ist. Eine solche Flache Fn-.% ist also im Allgemeinen nicht moglich und
doch gibt es wenigstens eine solche Flache, namlich die Weddle&apos;sche

Flache durch Aç? welche bekanntlich von der 4. Ordnung ist. Man
kann dièse Tatsache aussprechen als

Satz 8: Durch dze 15 Schntttpunkte einer belzebzgen Ebene mit den

Kanten emes vollstandtgen raumltdien Sechsecks la$t szch stets ezne ebene

Kurve 4. Ordnung legen.
Die Frage, ob es noch andere Flachen dieser Art gebe, bleibe gegen-

wartig dahingestellt.
4. Es ist klar, dafi Flachen von hoherer als der ntcn Ordnung durch

ein A« in unbegrenzter Zahl existieren. Gestutzt auf das fruhere Kon-
struktionsprinzip konnen z. B. Flachen der Ordnung n -f- m dadurch
konstruiert werden, daf3 man zu n -\- m festen Punkten der Geraden /
und der festen Kurve Cu+m in e noch x/2 m (?n-\-2n—1) beliebige
feste Geraden des Raumes hinzunimmt, durch welche jede Cn+m in einer
Ebene des Buschels durch / gehen muf3.

§4. Konstruktion von An-Flachen mit Hilfe von Tripelsystemen.

Bekanntlich versteht man unter einem einfachen Tripelsystem von n
Elementen At, A2i AU9 oder einfach 1, 2, n, eine bestimmte
Anzahl von Tripeln AtAkAn oder einfach (z k /), so dafi in dem System
jedes Paar Az:Ak (zk) ein- und nur einmal vorkommt. Solche Système
sind nur fur Zahlen von der Form n 6 m -f- 1 und n 6 m -\- s niog-
lich und existieren auch fur aile Zahlen von dieser Form. Ein Tripelsystem

mit 6m-\- 1 Elementen enthàlt m (6 m + 1) Tripel, ein solches

mit 6 m -f- 3 Elementen (2 m -f- 1) (3 m + 1) Tripel. In einem Tripelsystem

von der ersten Art ist jedes Elément 3 m Tripeln gemeinsam ;

in einem solchen zweiter Art gehôrt jedes Elément zu 3 m + 1 Tripeln.
Die n Elemente kann man jetzt mit n beliebigen Punkten At, A2,

AU9 oder 1, 2, n, des Raumes identifizieren, die Paare (z k) und
Tripel (z k l) mit Verbindungsgeraden — und Ebenen dieser Punkte. Be-
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zeichnen also (zkl) o die Gleichung der Ebene durch die Punkte
z, kf l, und zrkrlr\ r I, 2, m (6 m -\- 1), oder r 1, 2,
(2 w -f 1) (3^+i)î die Tnpel eines Systems und wird in Betracht
gezogen, daC fur jedes mogliche n mehrere Tnpelsysteme existieren,

so stellt II (zr kr lr)y wo r aile Tripel des Systems einbezieht, ein re-
1

duzibles Polynom des entsprechenden Grades in xx, x2, xz, x± dar.
Dasselbe verschwindet einfach fur jede Verbindungsgerade (z k) und
3 ra-fach, bezuglich (3 m + i)-fach fur jeden der n Punkte.

Daraus ergibt sich

Satz ç Gestutzt auf jedes Trzpelsystem mzt 6 m -f- /, oder 6 m -f- 3
Eletnenten, kann ezne Flache

von der Ordnung m (6 m -f- ij, oder (2 m -f- 1) (3 m + 1) konstruiert wer-
den, welche jede Verbzndungsgerade (z k) eznfach und jeden der n Punkte
3 m-fach, bezuglich (3 m -f-1) - fach enthalt.

Es ist klar, daC dièse Klasse zu derjenigen der in § 3 behandelten
Flachen gehort.

Fur die drei niedrigsten Tripelsysteme mit 7, 9 und 13 Elementen
ergeben sich Flachen von der Ordnung 7, 12 und 26 mit 3-, 4- und
6-fachen Punkten. Fur n 7 gibt es 30 verschiedene Tripelsysteme,
fur n 9 gibt es 840, usw. Fur n j kommt man auf die von 21

Konstanten abhangigen F1 durch A7, wie sie oben auf andere Art
konstruiert wurde.

In Folge der besondern Bauart des vollstandigen #-Ecks bieten Satze
1 und 2, auf die Gesamtheit der Ecken und Kanten angewandt, keine
Zuverlassigkeit. Schon bei der Weddle&apos;schen Flache ergeben sich nach
diesen Satzen 6 3 -f- 15 39 Konstanten, wahrend nur 34 notwendig
sind. Demnach ware also eine solche Flache nicht moghch. Bei der
Flache F7 durch /\7 ergeben sich 119 — 70 — 42 7 verfugbare
Konstanten, wahrend es tatsachlich 21 gibt. Die F9 durch ^9 hangt von
27 Konstanten ab. Fur die Tripelsystemflache durch ^9 ergeben sich

454 — 9 20 — 36 5 94 Konstanten. Eine F12 durch /\9 kann also
immer als Tripelsystemflache dargestellt werden.

8 Commentant Mathematici Helvetici



Als einfache Beispiele von Tripelsystemflâchen seien angeflihrt:

^ (125) (147) (iS6) (246) (257) (345) (367)

+ À (124) (135) (167) (237) (256) (346) (457) o,

Fn (125) (456) (789) (147) (258) (369) (159) (168) (249) (348) (267) (357)

+ À(i24) (359) (768) (137) (256) (498) (158) (169) (238) (346) (297) (457) o.

Bezeichnet man mit die 9 Ecken mit axa2 #9 und mit (at a2 tf3 a± ah aQ)

eine Weddle&apos;sche Flâche mit den Doppelpunkten ax... aQ, so kann man
eine Fl2 auch so darstellen:

F12 2 A/ (at a2 a% a± ah ae) (a4 ah aQ a7 as ad) (an as a9 ax a2 ad) o.

§ 5. Involutionsflâchen durch eine Raumkurve 3. Qrdnung.

Die ^M-Flàchen gestalten sich besonders intéressant, wenn man die

n Punkte auf einer Raumkurve 3. Ordnung annimmt. Solche Flàchen
wurden schon von E. Weyr3) auf synthetischem Wege studiert. Hier
sollen die hauptsâchlichsten Eigenschaften dieser Flâchen durch die ein-
fachere und strengere algebraische Méthode bewiesen werden.

1. Gemeinsame Elemente zweier Involutionen Gnx und G^1. Die Ele-
mente einer Involution der nten Ordnung und ersten Grades seien durch
die Parameter À, k\ Kly K2, charakterisiert; dann sind die Involutionen

Gnx und G31 auf einem rationalen Trâger definiert durch

GJ *0 *• + at k»-1 + + an + fi (*0 A- + bx X—1 + + bn) o,
G81 CQ *B + cx \* + C2 k + H + (i (d0 A3 + dx X» + 4 k + 4) O.

In unserem Falle sind die Elemente Punkte auf einer Raumkurve
dritter Ordnung Cz. Sei kx ein Gnx und G31 gemeinsames Elément.
Dann hat man fur die zugehorigen Werte des Parameters tu bezùglich

und die Involutionen nehmen die Form an:

3) Ueber Flâchen sechten Grades mit einer dreifachencubischenCurve;
Wiener Sitzungsber., Band 85» (1882), pp. 513—525.

IO8



Die Glieder der hochsten Ordnung in beiden Gleichungen verschwinden,
und beide Gleichungen sind durch À — Àx teilbar, so dafi nach dieser
Division die Gleichungen

/ (À, Kl9 a0, b0, o,
g(k, k19 c0, d0, o

vom Grade n— i in À und Xx und 2 (n— 1) in beiden, bezuglich vom
Grade 2 in X und kx und 4 in beiden ubrig bleiben. Dièse haben 8 (n— 1)

gemeinschaftliche Losungen. Davon mussen aber die 2.2 (n — 1) un-
endlichen Losungen ausgeschlossen werden, so dafi schliefilich nur 4 (« — 1

eigentliche Losungen (À, Àj) hervorgehen. Da die Gleichungen sym-
metrisch in X und Kt sind, so ist jedesmal auch (Klt À) eine Losung, so
da!3 am Ende nur 2 (n— 1) Losungspaare (À, À1)^(À1, À) vorhanden
sind.

Nun bestimmen die n Punkte einer Gruppe von G^1 ein vollstandiges
/z-Eck /\n, die drei Punkte einer Gruppe von G^1 ein Dreieck auf C§.

Jede G31 auf C3 wird ausgeschnitten von einem Ebenenbuschel durch
eine beliebige Gerade /. Es geschieht also 2 (n—1) mal, daf3 eine

Verbindungsgerade zweier Punkte von Gnl mit einer Verbindungsgeraden
zweier Punkte von G^1 zusammenfallt. Die Seiten der den Gruppen
von Gnx entsprechenden #-Ecke £±n bilden eine Regelflache, so daB
durch jede beliebige Gerade / 2 (n— 1) Erzeugende gehen. Somit hat
man den

Satz 10: Dze Sezten der vollstandtgen n-Ecke, welche den Gruppen etner
Involutton G^ auf etner Raumkurve 3. Ordnung entsprecken, erfullen
eine Regelflache der Ordnung 2 (n—1). Durch jeden Punkt der C§

gehen n— I Erzeugende•, so da@ also dze C% ezne {n— 1)- fâche Kurve
der Regelflache ist.

Eine Gnx ist durch zwei Punktgruppen (/\n) vollstandig bestimmt. Die
Mannigfaltigkeit solcher Involutionen ist daher 2 n und deshalb auch

diejenige der zugehorigen Involutionsflachen.

§6. Flâchen der Ordnung 2 (n— 1) mit einer (n— 1)-fachen
Raumkurve 3. Ordnung

1. Die soeben bestimmten Involutionsflachen sind in einer allgemei-
neren Klasse von Flachen derselben Ordnung und mit derselben viel-
fachen Kurve enthalten. Man erhalt sie wie folgt: Durch eine Raum-
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kurve C3 gehen 3 linear unabhangige Flachen zweiter Ordnung Qt, Q%,

g3. Bildet man mit denselben ein homogènes Polynom P der Ordnung
n— I, so erhalt man eine Flache der Ordnung 2 (n— I)

welche von */2 («— 1) (« — 2) Konstanten abhàngt und die C3 als {n — 1)-
fache Kurve enthàlt. Dieselbe ist eine Regelflache, weil eine (einzige)
Doppelsekante von C3 durch einen Punkt von P2{n—i) die Flache in
2 (n— i)-j- 1 Punkten schneidet. Da die C% (n— i)-fach ist, so gehen
durch jeden Punkt von C% n — 1 Erzeugende der Flache. Daraus folgt,
dai3 der Kegel mit diesem Punkt als Spitze und C3 enthaltend die
Flache in diesen n — 1 Erzeugenden schneidet. Letztere schneiden die
C% auCer der Spitze 5 des Kegels noch in n — 1 Punkten S1. Umge-
kehrt wird jeder Punkt S1 von n — 1 Erzeugenden derselben Anzahl
von £73 eingeschriebenen Kegeln erhalten. Auf dièse Weise ensteht
zwischen den Punkten 5 und S1 mit den Parametern À und À1 eine

symmetrische (n— 1, n— 1)- Verwandtschaft

£alk {}Jllk + Kk À1&apos;) o,i,k^n — i.

Wenn À gegeben ist und wir fur jede Losung von À1, die Losung
X À1 hinzufugen, so erhalten wir die alternierende Verwandtschaft

21 aik (tf vk + ^ a1&apos;) (à1 — à) o.

Nun werde angenommen, daf3 fur einen gewissen Wert K1 Kt wir
fur K die Wurzeln kt, À2, À3 kn erhalten, und daf3 uberdies jedes
Paar (l \£, A1 Ai); t, k 1, 2, n eine Losung von der vorigen
Gleichung sei. Dann mufi dièse notwendigerweise die Form haben:

(À — kt) (À - À2) ...(k — km)0 (k, V) + (À1 - k,) (V - À2)

Aber da dièse vom Grade n in X sowohl als in X1 ist, so muG (P nur
X1 und xp nur X enthalten und zwar zum Grade n. Wegen der Symme-
trie kann sie also nur die Form haben:

[(X - Xx)... (X - X.)]. [(Xi - X\)... (Xi - X.1)] - [(Xi- X,)... (Xi - Xw)].
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Sie ist symmetrisch in X und X1 und verschwindet identisch fur X1 X.

Setzt man

77(Xi-X,)
&apos;&quot;&apos; mit X Vanabd&apos; S°

nimmt die Gleichung die Form an

P(X) -ftQ (X) o.

Hierin ist La ein Parameter und P und Q sind Polynôme von X vom
Grade n. Unter den gemachten Voraussetzungen wird somit die symme-
trische Verwandtschaft auf C3 eine Involution, deren A» eine Involutions-
flache F^in-i) erzeugen. Die Annahme eines einzigen vollstandigen n-
Ecks auf einer ./&lt;2(«—1&gt; mit einer (n— i)-fachen C3 fuhrt also zu ooi
solchen A* auf der Flache, denn die Annahme einer vollstandig per-
mutablen Gruppe in einer symmetrischen (n, n)-Verwandtschaft fuhrt
auf eine Involution Gn\ Man hat als Résultat

Satz il : Enthalt eine Flache der Ordnung 2 (n — i) mit einer (n — /-
fachen Raumkurve 3. Ordnung ezn vollstandiges n-Eck A»&gt; so enthali
sie unendlich viele, d. k., ste ist eine Involuttonsflache.

2. Daf3 die 1J2 (n — 1) (n -f- 2) verfugbaren Konstanten einer allge-
meinen F2(n—i) durch die Bedingung eine Involutionsflache zu sein aile
absorbiert werden, kann wie folgt gezeigt werden: Auf C3 seien n be-

liebige Punkte gewahlt, dann fordert die Bedingung, da!3 /^2(«-i) durch
aile Seiten des zugehôrigen A« gehe 1/2 n (n — 1) Bedingungen. Durch
einen weitern Punkt P auf C3 ziehe man beliebigen n — 1 Bisekanten
der Kurve, dann fordert die Bedingung, da!3 F2(n-i) auch durch dièse

gehe n — 1 weitere Konstanten. Die so konstruierte Flache hat also

insgesamt 1J2n (n— 1) -{-n — 1 x/2 (n— *) in H~ 2)&gt; ^* h., aile verfugbaren

Konstanten aufgebraucht und ist somit durch die auferlegten geo-
metrischen Bedingungen vollstandig bestimmt und wird eine Involutionsflache.

3. Man betrachte zwei verschiedene Involutionen Gnx auf C3, deren

A» zwei verschiedene Involutionsflachen F2(n—i) erzeugen:



Ist A.J ein gemeinsames Elément, so hat man

welche beide durch h — Kt teilbar sind. Man erhâlt zwei symmetrische
Funktionen vom Grade n — i in À und auch in l{ und dem Grade
2 (n — i) in beiden K und kv Die entsprechenden Gleichungen haben

4 (n — i)2 gemeinsame Losungen, von denen 2 (n — i)2 uneigentliche
unendliche Losungen abgezogen werden mùssen. In Folge der Symme-
trie ergeben sich somit (n — i)2 Losungspaare (À, Àt) (Àx, .À). Daraus
folgt

Satz 12: Zwei verschiedene Involutionsflàchen derselben Ordnung 2

(n — i) haben als Residualschnittkurve (n — i)^ Erzeugende gemeinsam.
In der angefûhrten Arbeit von E. Weyr werden speziell die Eigen-

schaften der F§, die sich aus der Involution G^ ergibt, eingehender
betrachtet. Zudem wird auf die Zusammenhànge hingewiesen, welche die
Hiillflâche der Tripelebenen der Gruppen /\n der Involution mit der
Involutionsflàche hat.

§6. A»-Flâchen mit Doppelgeraden.

i. Sind /j o, /2 o, fk o k linear unabhàngige Flàchen der
Ordnung m, die einfach durch die Verbindungsgeraden von /\n gehen
und die Ecken ^r-fach enthalten und bedeutet P ein Polynom der

Ordnung/, so kann man unendlich viele hohere /\^-Flachen

der Ordnung mp konstruieren. Jede dieser Flàchen hat jede Ecke als

^-fachen Punkt und jede Seite von /\n als /-fâche Gerade. Die Mannig-
faltigkeit einer solchen Flâchenklasse ist

(/+!) (p + 2) (p + k-ï)2{ki)
2. Von den unzâhlig vielen Moglichkeiten soll hier ein besonders

interessanter Fall einer /\6-Flàche io. Ordnung mit den A{ Ak als

Doppelgeraden betrachtet werden. Da durch jede Ecke 5 Doppelgeraden
gehen, so ist der Tangentialkegel in jeder Ecke fur irreduzible Flàchen
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wenigstens von der 5. Ordnung, so da(3 also im einfachstens Falle die
6 Ecken fùnffache Punkte der Flache sind. Betrachtet man irgend ein
Paar verschiedener Tripel, z. B. Ax A2 As und A4 Ah A6, so schneiden
sich die Ebenen durch dieselben in einer Geraden g123-4w Dièse wird
die sechs Schnittpunkte mit AtA2, A2A%, A^A1 und A4Ab, A^Aq,
AqA4 als doppelte Punkte der Flache 10. Ordnung enthalten. Folglich
hat jede der 10 Geraden lpqr,stu 12 Punkte mit der Flache gemein, so
da@ also aile diese Geraden auf der Flache liegen.

Zur geometrischen Konstruktion solcher Flachen kann wieder das
schon oben angewandte Prinzip befolgt werden. Die 15 Geraden A^Ak
schneiden eine feste Ebene e in ebensovielen Punkten Ptk. Dazu kommen
die 10 Schnittpunkte L der Geraden ^23.456 &gt; •• • Durch die Pik als

Doppelpunkte und die L als einfache Punkte lege man nun eine Kurve
10. Ordnung Clo. Dièse wird dann noch von 10 freien Konstanten ab-

hàngen. Eine Ebene h des Buschels durch eine feste Axe / schneidet
die Aik in 15 Punkten und C10 in 10 Punkten. Legt man einer K10 in
h die Bedingungen auf, die ersten als Doppelpunkte, die zweiten als

einfache Punkte zu enthalten, so werden dadurch gerade 3.15 -f- 10

55 Konstanten absorbiert. Wahlt man dann auf / noch beliebige 10

Punkte, durch welche die K10 gehen soll, so ist dièse dadurch voll-
standig bestimmt. Beschreibt somit h den Bùschel, so beschreibt K10
eine Flache 10. Ordnung mit den verlangten Eigenschaften. Man hat
demnach

Satz 13: Die Mannigfaltigkeit der Flachen 10. Ordnung mit den Ecken
eines raumlichen Sechsecks als funffachen Punkten und seinen Seiten

als Doppelgeraden ist 0020. Jede Flache dieser Art enthalt also die 10

Schnittgeraden gegenuberliegender Ebenen von Tripelpaaren. Daraus ergibt
sich ohne weiteres, da$ die Schnittkurve 40. Ordnung der Weddleyschen

Flache mit einer dieser Flachen 10. Ordnung aus den 15 zweifach ge-
zahlten Geraden A{Ak und den 10 Geraden /123.456 besteht.

3. In der anfangs erwahnten Arbeit habe ich gezeigt, dafi es bei /\s
12 verschiedene Tripelsysteme gibt, in welchen jedes Paar (ik) gerade
zweimal vorkommt. Jedes solche System besteht aus 10 Tripeln und
zu jedem gehort ein àhnliches konjugiertes Tripelsystem, das aus den
10 ùbrigen von den 20 Tripeln besteht. In jedem Tripelsystem und
seinem konjugierten kommen also aile 20 Tripel vor. Jedes Tripel
kommt in 6 von den 12 Tripelsystemen vor und ist somit in den 6

konjugierten Systemen abwesend. Multipliziert man in jedem System die
10 linearen Ausdrùcke welche den Tripelebenen entsprechen, so erhalt
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man 12 Polynôme 10. Grades, die 6 nichtkonjugierten Tripelsystemen
und den 6 ubrigen ihnen konjugierten entsprechen. Bezeichnet man die
erstern mit Px, P2, P6 und die ihnen konjugierten mit Qx, Q2,
£?6 und bildet

so stellt dièse Gleichung eine Flache 10. Ordnung mit den Eigenschaften
des Satzes 13 dar. Unterwirft man das lineare System der Bedingung,
daG es sich abgesehen von einem konstanten Faktor z. B. auf QQ o
reduzieren solle, so kommt man auf 10 Gleichungen, woraus die Ver-
haltnisse X1/X6, (*il\, ^5/^6» ^5/^6 eindeutig bestimmt werden
kônnen. Daraus folgt, daG sich jedes der 12 Polynôme linear durch
die 11 ubrigen ausdrucken laGt, so daG also nur 11 von diesen linear
unabhangig sind.

Wird die Flache 10. Ordnung der Bedingung unterworfen, daG sie

einen allgemeinen Punkt der Raumkurve 3. Ordnung durch die Ecken
von /\Q enthalte, so liegt die Kurve ganz auf der Flache. Dann hat
aber letztere mit der Weddle&apos;schen Flache eine Schnittkurve 43.
Ordnung gemein, so daf3 die Weddle&apos;sche Flache ein Faktor der Flache
10. Ordnung wird und eine Residualflache 6. Ordnung ubrig bleibt,
welche die Ecken als dreifache Punkte und die At- Ah als einfache Ge-
raden enthalt. Braucht man die 10 Konstanten dazu, dièse Residualflache

durch die 10 Geraden ^23.456» ••• zu legen, so hat man dièse 25
Geraden mit der Weddle&apos;schen Flache gemein, so daG letztere wieder
ein Faktor wird. Somit ergibt sich

Satz 14: Die verfugbaren Konstanten der Z\6-Flache 10. Ordnung mit
Doppelgeraden tnsbesondere auch dte zugehortge Tripelsystemflache Lassen

sich so wahlen, da$ die Flache tn dze doppelte Weddle&apos;sche Flache W
und eine Flache 2. Ordnung Q dîirch dze 6 Ecken zerfallt. Also auch

t= W*.Q.

§7. An-Hyperflâchen.

Die in den vorhergehenden Abschnitten behandelten Problème konnen
auf Raume von hoheren Dimensionen ausgedehnt werden. Die Qua-
drupel-, Quintupel-, Multipelsysteme fuhren zu HyperflacheninRaumen
von vier, funf, etc. Dimensionen.
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Ich werde mich hier auf das nichttriviale Quadrupelsystem niedrigster
&apos;Ordnung beschrànken. Ein solches wird von 14 Quadrupeln aus 8 Ele-
menten gebildet, so dafi jedes môgliche Tripel aus den 8 Elementen
gerade einmal vorkommt. In einem solchen System kommt jedes
Elément 7-mal, jedes Paar 3-mal vor. Bei 8 Elementen gibt es 30 ver-
schiedene Quadrupelsysteme. Ein solches, mit vertikal geschriebener
Anordnung der Quadrupel ist z. B. :

14121313211221265324253435433764654665475758788778786868.
Jedes System dieser Art ist in einer Substitutionsgruppe der Ordnung
1344 invariant.

Die 8 Elemente konnen nun als Punkte in einem Raume von vier
Dimensionen gewàhlt werden. Dann bestimmt jedes Quadrupel eine

Hyperebene (gewôhnlicher Raum) /?/*) o, wo k der Index der von
1 bis 30 numerierten Quadrupelsysteme ist.

Satz 15: Die Gleichung

— O

stellt jetzt eine Hyperflache der 14. Ordnung im Raume von 4 Dimensionen

dar, welche jeden der acht Punkte siebenfach, jede Verbindungs-
gerade dreifach und jede Tripelebene einfach enthalt.

(Eingegangen den 19. Februar 1930)
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