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Einige Eigenschaften der Grundpunkte
eines Buschels von Kurven
dritter Ordnung

Von Arnold Emch, Basel.

Von der Konfiguration von neun sogenannten assoziierten Punkte (A)
im Zusammenhang mit der dadurch eindeutig bestimmten Gruppe
(B) der zwôlf Doppelpunkte der Doppelpunktskurven dritter

Ordnung des Buschels auf (A) scheint bis dahin noch sehr wenig
bekannt zu sein. Im Folgenden sollen einige Zusammenhânge von
Kurven mit dieser interessanten Konfiguration festgestellt werden.

Seien A1. A% die Grundpunkte eines allgemeinen Buschels von
Kurven dritter Ordnung. Je acht dieser Punkte bestimmen den

neunten eindeutig. Man kann also acht Punkte in ganz allgemeiner
Lage annehmen, wodurch dann der neunte bestimmt ist. Auf dièse

Weise erhâlt man eine homogène Gruppe von «neun assoziierten
Punkten».

Unter den Kurven des Buschels befinden sich bekanntlich zwôlf
mit Doppelpunkten, die mit Bt B12 bezeichnet werden sollen

und die Gruppe (B) bilden.
Die Hessesche Kurve dritter Ordnung mit Doppelpunkt ist eine

ebensolche Kurve mit denselben Doppelpunktstangenten.
Wenn

0 — À W= o

das Kurvenbûschel auf (A) ist, so bilden die Hesseschen Kurven
ein oo1 System vom Index 3:

worin f, g, h, k kubische Polynôme in (x) sind. Eliminiert man
À aus beiden Gleichungen, so erhâlt man
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Daraus und aus der oben angegebenen Eigenschaft einer Doppel-
punktskurve ergibt sich der

Lehrsatz: Der Ort der Wendepunkte der Kurven des Buschels
ist eine Kurve zwôlfter Ordnung mit Tripelpunkten in jedem /{
und Doppelpunkten in jedem B. Durch jeden Punkt A gehen drei
Kurven, die dort einen Wendepunkt haben.

Man hat ferner den

Lehrsatz: Das Buschel der Tangenten in einem Punkte A, den wir
als Koordinatenecke (i, o, o) annehmen kônnen, erzeugt mit dem

projektiven Kurvenbuschel eine rationale Kurve vierter Ordnung,
die in A± einen dreifachen Punkt hat und einfach durch die ubrigen
Grundpunkte geht. Die Tangenten im dreifachen Punkte sind die

Wendetangenten der drei Kurven, die Wendepunkte in A± haben.
Das sieht man schon einfach daraus, da6 man das Buschel in

der Form schreibt:

x\ *2 + xi h C*2 &gt; xè + /s (X2 &gt; *s)

— À K2^3 \

Dann ist das Tangentenbùschel in A1

Xa À Xq O j

wodurch das Erzeugnis der Projektivitât

xi (*sh —

wird.
Mit jeder aus den neun Punkten gewâhlten Gruppe von sieben

Punkten ist eine Geiser-Transformation eindeutig verbunden. Dièse

Involution besteht bekanntlich darin, dafi aile Kurven der dritten
Ordnung, welche durch sieben feste Punkte und einen verânder-
lichen achten Punkt P gehen, durch einen neunten mit diesem ver-
ânderlichen Punkt Pf gehen. Dann bilden P und P&apos; ein Paar der
Geiserschen Transformation. Der Ort der zusammenfallenden
Paare P Pf ist die bekannte Aronhold&apos;sche Kurve sechster

Ordnung mit Doppelpunkten in jedem der sieben Fundamentalpunkte
der Transformation. Dièse ist auch der Ort der Doppelpunkte der
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Kurven des Netzes durch die sieben Punkte, oder die Jacobische
Kurve des Netzes. Unter diesen Kurven mit Doppelpunkten befinden
sich natùrlich auch die zwolf Kurven des Biischels Ax AQ

mit Doppelpunkten. Daraus folgt, daB die Aronholdkurve 76 durch
zwôlf Punkte B geht. Da es unter den A 36 Auswahlen von je
sieben Punkten gibt, so hat man somit den

Lehrsatz: Die 36 Aronholdkurven der 36 Geiser-Transformationen,
welche mit den 9 Grundpunkten eines Biischels von Kurven dritter
Ordnung verbunden sind, gehen aile durch die 12 Doppelpunkte
der Doppelpunktskurven des Buschels. Dièse 12 Punkte sind also
die Doppelpunkte der Kurve zwolf ter Ordnung als Ort der Wende-

punkte der Kurven des Buschels.

Jede aus den Grundpunkten gewâhlte Gruppe von acht Punkten
bestimmt eine involutorische Bertini-Transformation. Dièse ergibt
sich, wie bekannt, aus dem Gebùsche von Kurven sechster

Ordnung mit gewôhnlichen Knoten in den acht Punkten, durch welche
sie gehen. Da sie vom Geschlecht zwei, und infolgedessen hyper-
elliptisch sind, haben sie die Eigenschaft, daB aile 00 2 Kurven des

Gebusches, welche durch einen weitern verânderlichen Punkt P
gehen, in der Folge noch durch einen auch mit P verânderlichen
Punkt P&apos; gehen. Dann bilden P und P&apos; ein Paar der Bertinischen
Transformation. Dieselbe besitzt eine punktweise invariante Kurve
der neunten Ordnung 79 und ist von der 17. Ordnung mit den acht
Punkten als sechsfachen Fundamentalpunkten. Diesen entsprechen
in der Transformation rationale Kurven sechsier Ordnung mit
einem dreifachen Punkt im entsprechenden Fundamentalpunkt und

Doppelpunkten in den iibrigen Fundamentalpunkten. Die Tan-

genten im Tripelpunkte sind dieselben, wie die der dort durchge-
henden 79. Sind A1 A% die Fundamentalpunkte der Bertini-
Transformation, so ist der neunte Punkt A% des zugehôrigen
Buschels von Kurven dritter Ordnung ein invarianter Punkt.

Eine isologe Kurve wird nach De Joncquières eine Kurve ge-

nannt, welche der Ort der Punktepaare einer Cremona-Transformation

auf den Strahlen eines Buschels ist. Im Falle der Geiser-

Transformation sind dièse einfach die Kurven des Netzes durch

At. Av Bei der Bertini-Transformation sind es Kurven neunter
Ordnung mit dreifachen Punkten in At As, und einem ein-
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fachen Punkt in A9. Jedem Punkte ist eine solche Kurve zuge-
ordnet.

Die oben erwàhnte Kurve vierter Ordnung ist jetzt der Ort der
Punkte, fur welche die zugehôrigen isologen Kurven in Kurven
dritter Ordnung des Bûschels und solche sechster Ordnung zer-
fallen1).

Die punktweise invariante /9 ist auch der Ort der Doppelpunkte
der Kurven sechster Ordnung des Gebùsches, oder dieselbe Jacobische
Kurve fur aile Netze des Gebùsches. Unter diesen Kurven befinden
sich auch diejenigen, welche sich aus je zwei Kurven dritter
Ordnung mit Doppelpunkten des Biischels durch Ax. AQ zusammen-
setzen. Folglich hat man den

Lehrsatz: Die ç punktweise invariante Kurven ç. Ordnung in
den p Bertini-Transformationen, die sich auf die Grundpunkte des

Bûschels A±. AQ aufbauen, gehen durch die 12 Punkte B der
Doppelpunktskurven des Bûschels.

Jede dieser 79 ist eindeutig bestimmt durch die 8 Tripelpunkte,
und die 12 Punkte B. Man hat tatsâchlich y2 9. 12 &lt; 8.6 + 12,
was davon abhângt, dafi die Punkte A und B nicht unabhângig
sind.

Die 36 Aronhold-Kurven durch die 12 Punkte B, welche durch
die 9 Grundpunkte eindeutig bestimmt sind, ergeben sich nicht
aile als linear abhângig. Es gibt % • 6 9— 12 -f- 1 16 linear
unabhângige Kurven sechster Ordnung durch 12 Punkte, so dafi

von den 36 Aronhold-Kurven 20 durch 16 linear abhângigen von
ihnen ausgedrùckt werden kônnen. Unter diesen Abhângigkeits-
verhâltnissen muB es noch intéressante Beziehungen geben.

Z. B. schneiden sich zwei Aronhold-Kurven Ix 2 3 4 5 6 7
und

Jj 2 3 4 5 6 8
in1 36 Punkten, welche durch die Punkte Ax A6 und

die Punkte B absorbkrt werden. Folglich kann jede Kurve C6 mit
Doppelpunkten in Ax AQ und durch die B in the Form

X It 234567 + ^ A 234568»

*) Ueber die Angaben bezuglich der Transformationen von Geiser und Bertini und
hre Anwendungen, sowie die am Anfang gemachten, sehe man A. Emch: (1) On the
construction of hyperelliptic curves, The Tohoku Mathematical Journal, Vol. 29,
pp. 329—347 (1928). (2) On surfaces and curves which are invariant under involutory
Cremona transformations. American Journal of Mathematics, Vol. 48, pp. 21—44 (1926).
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folglich auch /1234g69 als eine solche C6 geschrieben werden.
Das fûhrt zu dem

Lehrsaiz: Drei von den jd Aronhold-Kurven mit Doppelpunkten
in denselben 6 von den ç Grundpunkten A, sind linear abhângig.

Im Falle des syzygetischen Bùschels ist die Konfiguration {A)
mit ihren interessanten Gruppeneigenschaften sehr wohl bekannt.
In diesem Falle zerfâllt die Kurve zwôlfter Ordnung in die zwôlf
Wendepunktslinien. Die Doppelpunktskurven des Bùschels sind die

Wendedreiecke, und die Gruppe (B) besteht aus den Ecken der

vier Wendepunktsdreiecke.

(Eingegangen den 26. Oktober 1928)
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