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Zentrale Verkettungen
von Anna Fischer, Bern

Unter einer Verkettung versteht man eine endliche Schar von doppel-
punktfreien geschlossenen Polygonen mit einer endlichen Anzahl Seiten.
Zwei Verkettungen sind gleich, wenn sie sich ineinander deformieren
lassen, ohne Ânderung der Indikatrix des Raumes. Fur unsere Zwecke
mu(3 jedoch die Déformation noch speziell definiert werden. Es darf
dabei die Seitenlange der Polygone nicht unter eine gewisse endliche
Grenze sinken.

Das Problem der Verkettungen besteht nun im Folgenden: Man soll
eine Méthode angeben, die bei jeder Verkettung anwendbar ist und es

gestattet, in einer endlichen Anzahl von Schritten zu entscheiden, ob
zwei Verkettungen gleich sind oder nicht.

Durch Einfuhrung der Fundamentalgruppe sind in neuerer Zeit in
der Knotentheorie Fortschritte erzielt worden, die es z. B. erlauben,
wenigstens in den einfachen Fallen der Torus- und Bretzelknoten eine

Klassiflkation vorzunehmen. Es schien mir daher von Interesse, die

gruppentheoretische Méthode auch auf die Untersuchung der
Verkettungen zu ubertragen. Es zeigt sich, daG die Fundamentalgruppe
analog eingefuhrt werden kann wie bei den Knoten und dafi die zu-

lassigen Deformationen sich ebenfalls gruppentheoretisch charakterisieren
lassen (§ i). Im §2 werden Verkettungen behandelt, die zu besonders
einfachen Gruppen fuhren und es ergeben sich dabei die folgenden
Resultate :

i) Als zentrale Verkettungen bezeichnen wir solche, bei denen n—i
Kreise an einem ;/-ten hangen, ohne untereinander verkettet zu sein.

Ihre Fundamentalgruppe ist gegeben durch n Erzeugende Ay

B, N und die definierenden Relationen

(I)

(Der doppelte Pfeil ist das Zeichen fur die Vertauschbarkeit).
Das Zentrum der Gruppe lasst sich aus den definierenden Relationen
sofort ablesen und die Verkettungen kônnen durch Angabe der
Invariante n klassifiziert werden.

2) Die bizentralen Verkettungen bestehen aus n unverketteten Kreisen,
die von weiteren p Kreisen umschlungen werden, welche
untereinander wiederum nicht verkettet sind. Ihre Fundamentalgruppe
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ist gegeben durch n -\- p Erzeugende A, B, N, a, b, ,p und
die definierenden Relationen

(ll) ap cb ±£ A,B, N
^

&apos; AB MN^a, b, ...,p.

Dièse Verkettungen lassen sich durch Angabe der zwei berechen-
baren Invarianten n und p klassifizieren.

3) Bei beiden Arten von Verkettungen ist die Kommutativitat der
Operationen der Ausdruck fur die Drehbarkeit der entsprechenden
Kreise umeinander.

§1. Fundamentalgruppe und Deformationen

Jede Verkettung, wie auch jeder Knoten, lasst sich als ein geschlossener
Zopf legen *). Fur einen solchen hat E. Artin 2) die Einfuhrung der
Fundamentalgruppe ausfuhrlich beschrieben. Dièse Verkettungsgruppe
kann aber nach K. Reidemeister 3) auch direkt aus der Projektion der
Verkettung abgelesen werden.

Ein geschlossenes unverknotetes Raumpolygon nennen wir einen Kreis.
Soll der Uebergang von einer Verkettung zu einem geschlossenen Zopf
moglich sein, so mussen in der Projektion aile Kreise der Verkettung
gleich orientiert werden. Im Folgenden wird stets die Orientierung im
Uhrzeigersinn als die positive betrachtet.

Es sei eine regulare normierte Projektion der Verkettung gegeben.
Eine Projektion ist regular, wenn sic nur eine endliche Anzahl Doppel-
punkte und keine mehrfachen Punkte enthalt. Sie ist normiert, wenn
bei jedem Doppelpunkt angedeutet wird, welcher Ast unter dem anderen
verlauft. Die Fundamentalgruppe kann aus einer solchen Projektion
wie folgt abgelesen werden : Jedem Kurvenstuck von einer Unterkreuzung
zu der nachsten wird eine erzeugende Opération zugeordnet. Dabei
bezeichnen wir die zu demselben Kreis gehorenden Stucke mit dem

gleichen Buchstaben. Um die definierenden Relationen aufzustellen,
ziehen wir um jeden Kreuzungspunkt einen kleinen Kreis, der gleich
orientiert wird, wie die Kreise der Verkettung. Werden die Aeste A%

und A-kjrl vom Aste B uberkreuzt, so lautet die zugehôrige definierende
Relation :

i) Proc. Nat. Ac. U. S. A. vol. P, 93.
2) Hamburg. Abhandl. 4 (1925), 47.
3) Hamburg. Abhandl. 5 (1926), 24.
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e ist ± i, je nachdem die Richtung von B nach einer positiven
Drehung um den Kreuzungspunkt und um den Winkel cp &lt;^ n, mit der
Richtung von A^ zusammenfallt oder nicht.

Dehn 4) hat bewiesen, dass die Fundamentalgruppe einer unverknoteten
Raumkurve abelsch ist; es ist die freie Gruppe mit einer Erzeugenden.
Dieser Satz lasst sich auf mehrere Kreise verallgemeinern : Aus der
Art und Weise, wie die Fundamentalgruppe eingefuhrt wird, ist klar,
daf3 n unverketteten Kreisen die freie Gruppe mit n Erzeugenden
entspricht. Sind die n Kreise verkettet, so besteht die Fundamentalgruppe

aus mehr als n Erzeugenden, zwischen denen die definierenden
Relationen herrschen. In unseren Beispielen werden wir aber sehen,
dai3 sich aus den definierenden Relationen aile Erzeugende bis auf n
eliminieren lassen.

Die Fundamentalgruppe definiert eine Verkettung nicht vollstandig.
Immerhin sind die Relationen ein gewisser Ausdruck fur die Art der
Verkettung. Es durfte daher von Interesse sein, wenigstens fur die ein-
fachen Beziehungen eine geometrische Deutung zu erhalten. Eine solche
wird im Folgenden fur die Kommutativitat gegeben.

Aus der Fundamentalgruppe lassen sich auch die Unterketten einer

Verkettung bestimmen. Man eliminiert zunachst aus den definierenden
Relationen aile Erzeugende bis auf n, und erhalt so neue Beziehungen.
Empirisch bestimmt man die Unterketten dadurch, dafi man die ein-
zelnen Kreise der Reihe nach aufschneidet. Dem aufgeschnittenen Kreis
entspricht aber als Erzeugende die Einheit. Man hat also in den letzten
Relationen der Reihe nach jede Erzeugende der Einheit gleichzusetzen
und erhalt Beziehungen, welche die Gruppen der Unterketten definieren.

Bei der Déformation einer Verkettung konnen in der Projektion aile

diejenigen Ânderungen eintreten, die Reidemeister5) fur Knoten be-

schrieben hat, namlich :

i a) In einen doppelpunktfreien Kurvenbogen legt sich eine Schleife.

b) Der dazu inverse Vorgang.
2 a) Ein Ast schiebt sich uber oder unter einen zweiten, so daf3 zwei

neue Doppelpunkte entstehen.

b) Der inverse Vorgang.

4) Math. Ann. 69 (1910), 137.

5) Hamburg, Abhandl. 5 (1926), 24.
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3) Eine Kreuzung von drei Aesten mit drei Doppelpunkten wird
so verandert, daG sich der eine Ast uber einen Doppelpunkt
hindurchschiebt.

Fur aile dièse Deformationen hat Reidemeister bewiesen, dafi sie die
Fundamentalgruppe nicht andern. Bei den Verkettungen kommt noch
eine vierte Moglichkeit hinzu.

4) Wir ordnen in der Projektion jedem Kreis eine Ebene zu. Die
Déformation besteht nun darin, dafi sich die Ebene eines Kreises
um n, dreht, bis sie wieder mit der Projektionsebene zusammen-
fallt. Es entstehen keine neuen Doppelpunkte, sondern es wird
nur eine Ueberkreuzung und eine Unterkreuzung vertauscht. Wir
werden auch kurz sagen: Der eine Kreis dreht sich um einen
oder mehrere andere. (Fig. 1).

g. 1.

Wir wollen zeigen, dafi auch dièse Déformation die Fundamentalgruppe

nicht andert. Fur die erste Stellung haben wir die zwei defî-
nierenden Relationen:

I.

2.

4—1

b: b.. 1.

Berechnen wir A^+i aus 1. und 2., so erhalten wir:

und daraus:
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Hat sich der Kreis B um A gedreht, so mu6 auch seine Orientierung
umgekehrt werden. Die Numerierung der Aeste von B ist unabhangig
von A imd den eventuellen weiteren Kreisen und daher vollstandig
willkurlich. Bezeichnen wir die neuen Operationen mit uberstrichenen
Buchstaben, so haben wir die Relationen:

Berechnet man A% aus i. und 2., so erhalt man:

und daraus :

Die Relation ist somit in beiden Fallen die gleiche. Bei unseren Ver-
kettungen werden wir Gelegenheit haben, gerade dièse Déformation
besonders zu untersuchen. Es wird sich ergeben, dafi sie mit der Ver-
tauschbarkeit der Operationen in engster Beziehung steht.

§ 2. Zentrale Verkettungen

Betrachten wir zuerst die einfachste Verkettung von zwei Kreisen mit
zwei Kreuzungspunkten. Die erzeugenden Operationen sind A und B,
die definierenden Relationen:

1. A&quot;xBAB~x—\ BA AB

2. B~lABA~l=i AB=BA

Die Verkettungsgruppe ist die unendliche Abelsche Gruppe mit zwei

Erzeugenden.

Dièse Verkettung lafit sich in verschiedenen Richtungen ver-
allgemeinern. Es sollen z. B. n — 1 Kreise an einem ^-ten hangen, ohne

untereinander verkettet zu sein. (Fig. 2).
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Fig. 2.

Da dièse Gruppen bisher noch nicht untersucht worden sind, sei hier
ein Beispiel fur n 4 vollstândig durchgerechnet.

Erzeugende Operationen: A, A2, A%, B, C, D.
Definierende Relationen :

I.
2.

3-

4-

5-

6.

A-&apos;BA^B-1

B-1 ABA-1
Af&apos;CAC&apos;1

C&apos;lA2CA2-1

A.-&apos;DA.D-1

D-&apos;A.DAf1

— i
z= I

I
I

— I
I

Aus (1) und (2) ergibt sich:

BA^ AB und AB—BA, also A^ A.

Analog erhalten wir aus (5) und (6), indem A%^=zA eingesetzt wird:

DA2 AD und AD DA, d. h. A% — A.

Es resultiert schlieGlich eine Gruppe mit vier Erzeugenden A, B, C, D
und den definierenden Relationen:

(I) A±ïB,C, D.

Es ist klar, dafi man fur n Kreise eine Gruppe mit analogen Be-

ziehungen erhàlt Bestimmen wir die Unterketten î Setzen wir eine der
n—1 Erzeugenden B, ...,N der Einheit gleich, so verschwindet aus
den definierenden Relationen eine einzige, die ùbrigen bleiben unver-
ândert. Setzen wir dagegen A E, so geht die Gruppe in die freie

Gruppe mit n — 1 Erzeugenden ùber, d. h. die Verkettung zerfâllt.
Aus den Relationen (I) sieht man, da!3 die durch A erzeugte un-

endliche zyklische Gruppe das Zentrum der Verkettungsgruppe ist. Der



Bau dieser Gruppen ist vollstandig durchsichtig und die zugehorigen
Verkettungen, die wir zentrale Verkettungen nennen wollen, lassen sich
durch Angabe von n klassifizieren. Bemerkenswert ist, daG das Zentrum
als derjenige Kreis erscheint, um den aile ubrigen drehbar sind. Aus
dieser Tatsache laGt sich vermuten, daG die Kommutativitat der gruppen-
theoretische Ausdruck ist fur die Beweglichkeit der Kreise umeinander.

Bevor wir auf dièse Frage naher eintreten, soll noch eine Darstellung
dieser Gruppen besprochen werden. Dehn6) ordnet jeder Gruppe einen

Streckenkomplex, das sog. Gruppenbild, zu. Fur die beschriebenen

Gruppen lasst sich ein solches leicht konstruieren, was fur Verkettungen
im allgemeinen nicht der Fall ist. Man nimmt Streifen, deren Langs-
rander aus der Opération A bestehen. Die Querlinien sind B, resp.
C, N. 2n solcher Streifen werden so aneinander geheftet, daG in
jedem Endpunkt der Opération A am Rande allé Operationen A,
iV, A~l, N&quot;1 zusammentreffen. Dies wiederholt man fur jeden neu
auftretenden Langsrand. Denkt man sich dièse Konstruktion bis ins Un-
endliche fortgesetzt, so hat man das Gruppenbild einer zentralen Ver-
kettung von n Kreisen.

Um die Frage der Kommutativitat zu entscheiden, fugen wir zu der
zentralen Verkettung von n Kreisen einen weiteren Kreis hinzu, und

zwar einmal so, daG die Beweglichkeit der Kreise B, N um A nicht

gehemmt wird, ein zweites Mal so, daG die Drehung nicht mehr moglich
ist. (Fig. 3).

6) Math. Ann. 6P, (1910), 137.
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Wir beschranken uns auf den Fall n 5. Das erste Mal erhalten wir
als endgultige Relationen:

1. B.AF AF.B
2. C.AF — AF.C
3. D.AF AF.D
4. A.DBC DBC.A
5. F.DBC DBC.F

Die Komrnutativitat von B, C, D mit A allein ist durch eine solche mit
AF ersetzt. Aus der Figur ist aber auch sofort klar, daf3 die Drehung
4er einzelnen Kreise B, C, D nur gleichzeitig und in derselben Weise
um A und F erfolgen kann. Der Relation (4) entspricht die Tatsache,
daf3 B, C, D aile auf einmal um A gedreht werden konnen, indem man
F ins Innere von A stulpt. Analoges gilt fur (5). Untersuchen wir die

Unterketten, die durch Aufschneiden von A oder F entstehen! Setzen
wir A oder F gleich der Einheit, so erhalten wir wieder eine zentrale

Verkettung mit F oder A als Zentrum.
Im zweiten Fall bleibt die Relation

A.DBC DBC.A

unverandert, was nach dem vorher Gesagten ohne weiteres verstandlich
ist. Die ubrigen kommutativen Eigenschaften verschwinden dagegen
vollstandig und machen komplizierteren Relationen Platz.

Nach diesen Beispielen darf man wohl annehmen, dafi fur zentrale

Verkettungen und ihre Verallgemeinerung (Fig. 3 a), die wir bzzentrale

Verkettungen nennen wollen, die Kommutativitat der Ausdruck ist fur
die Drehbarkeit der Kreise umeinander. Wir wollen dies nun noch

allgemein beweisen.

Beweis.

I. Sind die Kreise umeinander drehbar, so sind die entsprechenden
Operationen kommutativ.

Die Verkettung sei eine bizentrale und bestehe aus n konzentrischen

Kreisen, A, B, N und p sie umschlingenden Kreisen a, b, /.
In der Projektion haben wir 2pn Schnittpunkte und somit in der Ver-
kettungsgruppe 2fin definierende Relationen. Die Gruppe wird von 2pn
Erzeugenden gebildet: A, A2y Ap, N, N2, Np, a, a2, ani
• -•ip&gt;j&gt;2&gt; &apos;••&gt;/»• Wir numerieren die Schnittpunkte so, da(3 1 bis 2n sich
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auf dem Kreise a, 2 n ~\- 1 bis 4/2 auf dem Kreise b, usw., (2p — 2) n -j- 1

bis 2pn auf dem Kreise p befinden; in 1 bis n soll a die Kreise
A, B, N uberkreuzen, usw. analog fur die Kreise b, c&gt; p. Dann
lauten die definierenden Relationen:

1. A&quot;1 aAPa-x 1

2. B-iaBjO-1 — 1

ti. N~l aNpa~x 1

tf-f-i. aï1 NaN-1 1

j

1

Aus diesen Relationen wollen wir wie gewohnt aile Erzeugende bis
auf 2^)72 eliminieren. Betrachten wir zunachst aile Schnittpunkte, die
auf A liegen.

1. A~x aApor^ 1 daraus A aApar1
2 «4-1. Aï&apos;bAb-1 1 „ A2 bAb~l

4n -j- 1. AilcA2c-1 =1 „ ^3 cbAb~x c~x

— 2)n-\-i. Af

Setzt man dièses ^ in (1) ein, so erhàlt man:

A=ap cb .A b~x c-1 /-1 ^z&quot;&quot;1

Analoge Beziehungen gelten fur i?, iV.
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Betrachten wir mm die Unterkreuzungsstellen von a.

0+1. ai1 NaN~l — i daraus a2

2 n. a~l AanA~l i „ a AB. MNaN&apos;1 M~l B~l A~l

Analoge Beziehungen erhâlt man fur b, f p. Die Fundamentalgruppe
istalso schlieGlich bestimmt durch n-\-pErzeugendeA, B&gt; N,a,b,.. ,p
und die definierenden Relationen:

m apo cb ^A, B, N
1 ] AB ....MN±^a, b, p.

2. Sind die Operationen vertauschbar, so sind die entsprechenden
Kreise umeinander drehbar.

Wir nehmen also an, daG die Relationen (II) bestehen. Greifen wir
eine davon heraus, z. B. :

a — AB... MN a iV&quot;1 M-1 B~* A&quot;1.

Aus a kann durch Transformation mit irgend einem Elément der
Gruppe stets wieder nur eine Erzeugende auf demselben Kreis entstehen.
Wir diirfen also setzen :

a2 NaN~l oder or1 NaN~l i
#3 Ma2 M-1 „ ajx Ma2 M^ i

an Ba^t B-1 „ a-1 Ban-X B~x i

Verfahren wir analog mit allen iibrigen Relationen (II), so sehen wir,
daG auf den Kreisen a, b, p zuerst n Ûberkreuzungen und dann

n Unterkreuzungen aufeinander folgen. Die Kreise sind also um die

n Kreise A, B, N drehbar.
Damit ist der Beweis fur zentrale und bizentrale Verkettungen voll-

stàndig erbracht. Es sei hier ausdrùcklich bemerkt, daG der Zusammen-

hang zwischen Drehbarkeit und Kommutativitât nicht nur fur dièse beiden
Arten von Verkettungen besteht, sondern noch bei vielen anderen nach-

322



gewiesen werden kann, z. B. bei den offenen und geschlossenen Ketten
von Kreisen. Die Vermutung liegt nahe, dafi dies uberhaupt fur aile

Verkettungen von unverknoteten Kurven gilt. Der allgemeine Beweis
scheint sich aber rechnerisch etwas kompliziert zu gestalten und ist mir
bisher noch nicht gelungen.

Aus den Relationen (II) folgt:

ap...cb.AB MN=AB MN. ap cb.

Daraus ist ersichtlich, daf3 man mindestens entweder n oder p Kreise
aufschneiden mufi, damit die Verkettung zerfallt. Die Zahlen n und /
sind somit einzeln Invarianten der Verkettungsgruppe und lassen sich

aus den Relationen direkt ablesen. Durch Angabe von n und p konnen
die bizentralen Verkettungen klassifîziert werden.

(Eingegangen den 20. August 1929)
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