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Âlcuni esempî di superficie algebriche degii
iperspazî che rappresentano un&apos; equazione
di Laplace

di EUGENIO G. TOGLIATTI, Genova (Italia)

i. — Negli studî recenti di geometria differenziale proiettiva negli
iperspazî s&apos;incontrano spesso superficie che &quot;rappresentano,, un&apos;equazione di
Laplace. Essendo r la dimensione dello spazio in cui è immersa una
superficie cosi fatta, le coordinate proiettive omogenee xoxt xr d&apos;un

suo punto generico, pensate corne funzioni dei parametri uy v che son
coordinate curvilinee sulla superficie stessa, risolvono un&apos; equazione aile
derivate parziali del 2? ordine lineare ed omogenea (di Laplace):

a %uu + p*uv + y %v + s e* + £ e, + n e o ; (i)

6 è la funzione incognita; du, 0^, 8«?,, Quv, §vv ne son le derivate H e

2? rispetto ad u, v; a, fi, y, ô, s, ij son funzioni note di u, v l). Ciô
équivale a dire che i punti x, xu, xv, xuu, xuv, xvv (cioè i puntî le cui

(/ ic &apos; (j or &apos;

coordinate omogenee sono rispett. le xh -^ -r-^, Per z&apos;^ °&gt; l&gt;

r) stanno in un S4 osculatore in x alla superficie, anzichè in un
vS5 corne avverrebbe per una superficie generica; sicchè tutti gli oo r~~h

iperpiani passanti per 1&apos; S± osculatore anzidetto tagliano la superficie
secondo linee aventi in x un punto triplo. Sulla superficie si devono
considerare poi le caratteristiche, cioè le linee :

y du2 — $ du dv + a dv2 o, (2)

le quali si distribuiscono in due sistemi 00 x distinti e di indice 1, oppure
formano un solo sistema 00 1 d&apos;indice 1, secondochè la (1) è di tipo
non parabolico oppure parabolico.

Una superficie délia specie ora ricordata è &quot;particolare,, solo se r &gt; 5 ;

perché una superficie delP ordinario spazio a tre dimensioni rappresenta
sempre due equazioni del tipo (1) fra loro linearmente indipendenti ;

*) C. Segre, Su una classe di superficie degli iperspazi legate colle
equazioni lineari aile derivate parziali di 20 ordine, Atti Ace. Torino 42
(1906—07) p. 1047.
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mentre una superficie di S4 ne rappresenta sempre una, ed in générale
una sola2). E noto pure che le sole superficie di Sr, con r &gt;_ 4, che

rappresentano due equazioni di Laplace linearmente indipendenti sono
le ngate sviluppabili l)

Puô essere utile vedere alcuni esempî di superficie di un Sr, con r&gt; 5,
che rappresentano un* equazione (1). E quanto ci proponiamo di fare,
supponendo r 5, e ponendo anche la condizione che le superficie
volute siano algebnche ed abbiano Pordine piu basso possibile. Esclu-
deremo naturalmente tutte le ngate (anche non sviluppabili) : xt at (v)

-f- # bt (v) (z 0, 1, r), perché queste rappresentano sempre Pequa-

zione, di tipo parabohco: Quu o.

2. — Sia dunque Fn una superficie algebnca di Sb, d&apos;ordine n, non

ngata, che rappresenta un&apos;equazione del tipo (i), essa ammettera in

ogm punto genenco x un iperpiano osculatore g, le cui coordinate g, si

potranno avère nsolvendo le sei equazioni :

(§ x) (ê xu) (§ xv) {a xuu) {£ xuv) (g xvv) 0, (3)

una délie quali, per la (1), è conseguenza délie nmanenti (II simbolo
5

(§x) sta per 2 gtxt9 e cosl gh analoghi (gxu)&gt; •• )•

Dovra essere anzitutto // ^&gt;4, perché la sola F4 non ngata di vS5 è

la superficie (romana) di Steiner, e questa, essendo rappresentabile
biumvocamente sul piano in modo che le immagini délie sue sezioni

iperpiane siano le coniche del piano rappresentativo, non ammette sezioni

iperpiane con punti tnph.
Anche il valore n 5 va escluso. Una F* di Sb non ngata e, infatti,

razionale, normale in vS5, e si puô rappresentaie biumvocamente su un

piano tu mediante il sistema lineare S di tutte le cubiche passanti per
quattro punti dati3) Per avère una Fh del tipo voluto bisognerebbe
quindi sceghere m tc 1 quattro punti base di S in modo che un punto
genenco di tc fosse tnplo per una Cs di S, da un punto genenco di
tc dovrebbero quindi uscire tre rette contenenti complessivamente 1 quattro

*) C. Segre, Su una classe di superficie degli iperspazî legate colle
equazioni linean aile denvate parziali di 2° ordine, Atti Ace Tonno 42
(1906-07) p. 1047

2) V. per es, per le superficie dell&apos;^, le equazioni normali del Fublîll in G Fubini
ed E Cech, Geometria proiettiva differenziale Bologna, Zanichelh, 1926—27,
p 90 E per le superficie di S± si veda il £5 109 délia stessa opéra.

3) P Del Pezzo, Sulle superficie dell&apos;n0 ordine immerse nello spazio di
n dimensioni, Rend Palermo I (1887) p. 241
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punti base di S. La cosa è certo impossibile se quel quattro punti son

distinti, ed anche se due di essi coincidono fra loro (ed eventualmente
anche gli altri due) ; perô, per eliminare i dubbî che potrebbero restare
negli altri casi di punti base non tutti distinti, si puô ragionare nel modo

seguente, che non fa alcuna ipotesi sulla posizione dei quattro punti.
Sia A un punto base di S, certo semplice ; le rette uscenti da A son

le immagini di oo 1 coniche di F5, costituenti un fascio 5. Sia poi P un

punto generico di Fb; V S± osculatore ad Fb in P taglia Fh secondo

una linea L avente in P un punto triplo, e la cui immagine su n, do-
vendo essere una C3 con un punto triplo nell&apos; immagine P&apos; di P, con-
terrà corne parte la retta APf ; la linea L contiene perciô corne parte
la conica F del fascio 5 che passa per P. La parte residua Lo di L
sarà contenuta totalmente nella rete R délie cubiche segate su Fb, oltre
F, dagli oo 2 S4 che passano per il piano di F, rete che è residua del
fascio &gt;S rispetto al sistema lineare oo 5 délie sezioni iperpiane di
Fb 4). D&apos;altra parte, P immagine Lof di L, che è di 2? ordine, deve avère
un punto doppio in P&apos;&apos;, sicchè la rete di coniche R! immagine di R
avrà la sua Jacobiana indeterminata. Dunque R si compone di tutte le

coppie di rette d&apos;uno stesso fascio5). Ma ciô è assurdo, perché una
retta generica d&apos;un tal fascio sarebbe Timmagine d&apos;una linea almeno di
2? ordine di Fh ; e, per di più, due di quelle linee, insieme con una
conica generica del fascio S, darebbero una linea, almeno di 6° ordine,
sezione iperpiana di F6.

Il risultato ora ottenuto è più espressivo se si tien conto anche che

ogni Fb di S6 è rigata6); si ha cioè : Non esistono superficie di 4° e di
5? ordine, non rigate, immerse in uno spazio di dimensione ^&gt; 4, che

rappresentino un&apos; equazione di LAPLACE.

3. — Sia ora ?i 6. Una sezione iperpiana generica di FQ è proiettata
da un suo punto generico su un *S3 in una curva di 50 ordine, la quale
puô essere solo di génère: o, 1, 2. Escluse sempre le rigate7), le sezioni

4) Per le operazioni sui sistemi lineari di curve su una superficie algebrica, si veda per
es. l&apos;Art, di G. Castelnuovo e F. Enriques, Die algebraischen Flàchen vom Ge-
sichtspunkte der birationalen Transformationen au s. Encykl. d. math. Wiss.,
III C 6 b, n° 9.

5) V. per es. F. Enriques ed O. Chisini, Lezioni sulla teoria geometrica délie
equazioni e délie funzioni algebriche, II, Bologna, Zanichelli, 1918, p. 45.

6) P. Del Pezzo, Sulle superficie di ordine n immerse nellospaziodi
az+i dimensioni, Rend. Ace. Napoli 24(1885) p. 212.

7) G. B. Guccia, Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane sono
unicursali, Rend. Palermo 1 (1884—87) p. 165. E. Picard, Théorie des fonctions
algébriques de deux variables indépendantes, II, p. 59i n° ll*
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iperpiane generiche di F^ saranno quindi di génère i o 2 ; ed FQ sarà

in ambo i casi razionale.
Nel primo caso F* sarà normale in SQ, e si rappresenterà su un

piano tu mediante un sistema lineare 2, oo 5, incompleto, di cubiche di

génère i passanti per tre punti A, B, C.

Viceversa, esaminiamo se nel sistema lineare oo 6 di tutte le C3

passanti per A, B, C si puo trovare un sistema lineare oo 5 taie che un
punto generico di 7U sia triplo per una délie sue cubiche. Distingueremo
i varî casi che si possono avère secondochè i punti A, B, C son distinti

oppure coincidono variamente tra loro. Chiamando sempre x un punto
délia FQ di S§ che si cerca, diremo invece y un punto délia 06 di S$

di cui F® sarà proiezione ; e chiameremo poi //0 ux u2 le coordinate

omogenee di punto nel piano tu, sicchè corne coordinate curvilinee su

FQ e su $6 si potranno prendere sempre : u — v —. Indicheremo

poi sempre i punti fondamentali délie coordinate, sia in 55, che in 56,
che su tu, con una semplice numerazione.

a) Se A, B, C son vertici d&apos;un Irzangolo, e si assumono corne punti
fondamentali délie coordinate nel piano tu, le rette che li proiettano da

un punto generico mi di tc compongono la C3:

(m1 u2 — m2 ut) (m2 u^ — m0 u2) (m0 ut — ntx u0) o ;

la quale, al variare délie mi9 varia entro il sistema lineare go 5 di cubiche
definito dalle sei cubiche seguenti :

ului9 ulut, uou\, uou\9 u\u%, uxu\.

Soddisfa pertanto aile condizioni volute la F® luogo del punto:

x (u, v, u2, v2, u2 v, u v2). (I

Sostituendo successivamente le coordinate di x nella (i) se ne deter-
minano i coefficienti ; si trova cosi che FB rappresenta Pequazione se-

guente :

+ 26 0; (4)

le cui caratteristiche son date dalF equazione:

u2 dv2 — uv du dv -f- v2 du2 o ;
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n i • dv v I + z V3dalla quale si ncava : — =——
du u 2

e quindi:

ove C è una costante arbitraria. Le immagini su n délie caratteristiche
son dunque délie parabole trascendenti.

La &lt;PG di 56 rappresentata sul piano dal sistema lineare oo 6 di tutte
le C3 passanti per A,B,C, e di cui la FQ précédente è proiezione, è

luogo del punto:

y [îiy v9 u2, v2, tfiv9 uv2, uv) ;

la circostanza che la sua proiezione su un vS5 dal punto fondamentale 6

rappresenta un&apos; equazione (i) dipende dal fatto che l&apos;iperpiano £ oscu-
latore a 0Q in un suo punto generico, che è definito dai punti y,yu,yv,
y™ y™, yw&gt; ossia V Sh di equazione:

uv*y0 — u*vyx — v2y2 -f u2ys -f- vy4 — uyh o,

al variare di u9 v, passa sempre per il punto 6. E non vi sono, oltre 6,

altri punti comuni a tutti gli Sh osculatori di 0e. Si puo rilevare, e lo
si verifica con un facile calcolo, che il primo inviluppo degli iperpiani
£, ossia il luogo degli »S3 intersezioni di £, £u, £V9 si compone degli vS3

che proiettano dal punto 6 i piani tangenti di 06, mentre il secondo

inviluppo è il cono che proietta da 6 la 06 stessa. L&apos;equazione di £
mostra anche che gli iperpiani £ formano, entro la Stella di centro 6,

una varietà duale délia F® di vS5, pensata corne luogo di punti.

La F* di 55 cosl trovata contiene tre fasci di coniche, rappresentati
su tc dai tre fasci di rette di centri A,B,C; e Y &gt;S4 osculatore ad F6 in

un suo punto generico x taglia F6 secondo le coniche dei tre fasci

uscenti da x.

L&apos;equazione (4) si puo semplificare assumendo corne nuove variabili:

ove si è posto per brevità : w y (—1 -\-iy3), cor ~ (—I — i y3) w2 ;

se poi le coordinate di x vengono moltiplicate tutte per: u^v^&apos;, il che

non altéra F69 la (4) diviene:
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iu\vi\vl — 9 °&gt; W)

equazione ad invarianti uguali. Assumendo infine corne nuove variabili

u0 —=. log ut, v0 -= log vt, essa assume la forma :

»W=«. (4&quot;)

caratteristica délie equazioni di Laplace che son mutate in se dalle
trasformazioni di Laplace8). La (4&apos;) mostra poi che i trasformati di
Laplace del punto x sono i punti :

Ma si ha:

e quindi anche:

[w —w) vu -z— u^r wv^-Jù) — (a) VU ^— u^ w v^—- ;v l àvt du dv d«! ô^ dv

V2
dimodochè i due punti anzidetti, a meno dei due fattori : (w&apos; — w) —^

2,2
(w — wr) -&amp;, coincidono rispett. coi punti:

xx (w—1) a? ~f- uxu — wvxv a?-i (o)f—i)x-{- uxu — &lt;a&apos; vxv\

cioè coi punti:

xt (a) u, —v, —iof u2, (of v2, u2v, —wuv2);
X-\ {tof u, —v, —wu2, o)V%, u*v, —co&apos;uv2);

i quali si deducono da x mediante due omografie cicliche di 6° ordine,
di cui la seconda è la 5a potenza délia prima. Si conclude perciô : La
superficie (I rappresenta un9 equazione di Laplace ad invarianti uguali.

8) Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, II, 2e éd.,
P. 31.
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e dà luogo ad una série di Laplace periodica composta di sei superficie

fra loro proiettivamente identiche:

X U, V, U2, V2, U2 V, U V2) ;

X^ï&gt; — Xx((tiU, —V, lu&apos; U2, 0)&apos;V2, U2V, WUV2);

X-.4 x2 {(*&gt;&apos; u, Vy wu2, wv2, u2v, a)&apos; uv2) ;

x-3~xs( u, —v, —u2, v2, u2v, —uv2);
X-2 X±( (OU, V, 0)&apos; U2, 0)&apos; V2, U2V, WUV2)&apos;,

X-i Xb (ù)&apos; U, —Vy —WU2y COV2, U2V, (x)&apos; UV2) 9).

b) Quando i punti A, B, C sono allineati, si posson prendere rispett,
corne punti (oio), (ooi), (on) del piano tc; con cio la C3 composta
délie rette che li proiettano da un punto generico nti di % diviene :

{m2 u0 — m0 u2) (m1 u0 — m0 ux) [(mt — m2) u0 — m^ux-\- m0 u2] o ;

cioè:

mt m2 {mx — m2) u\ — mQ m2 (2 mx — mt) u\ ut — m0 mt (mt — 2m2) u% ut

-f- ml mt u0 uv [ut — 2 u2) -j- ml mx u0 u2 (2 ut — u2) — m\ ux u2 {ut — u2) o.

Ai variare délie mi, essa varia nel sistema lineare 00 5 definito dalle sei C3 :

U\ y uluif U\ U2 y Uo Ut (Ut — 2 U2) y Uo U2 (— 2Ut -\- U2), Ux U2 (ux — U2) ;

perciô soddisfa aile condizioni volute la F6 di Sb luogo del punto:

x\}yUyVy u(u—2?y), v(v — 2u)y uv (u — v)]. (II

Essa rappresenta Pequazione :

e^ + ew + ew o, (5)

avente corne caratteristiche le linee:

(9) V. Tzitzeica, Géométrie différentielle projective des réseaux, 1924,
n&lt;&gt; 184 a p. 196. Esprimendo le jey, normate nel modo che s&apos;è detto, coi parametri «0,t/0,

fl.u + — v &lt;*—l 2(0+1
esse assumono la forma e * ° A2« °

9 ove le costanti h - valgono rispett. : ,- —~=—
V o V o

0)-}-2 CD-j-2 2(!)-f-I (0— I
VT1 va &apos;

vT&quot;&apos;~ va
*
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dv2 — dudv -\- difi o,
ossia :

le immagini su n ne sono le rette di due fasci, coi centri sulla retta
ABC, nei due punti del gruppo Hessiano di ABC; su F® avremo due
fasci di C3 sghembe corne caratteristiche.

La superficie (II è proiezione, su y4 o, délia 06 di SQ luogo del
punto :

y[i,u,v, u2y uv, v2, uv (u — v)],

quando si assuma corne centro di proiezione il punto (0002120), il quale
sta, di nuovo, su tutti gli S6 osculatori di @6 :

uv (u—v) yo-\rv (v—2 u)y1 — u {11—2 v) y2 -f- vyz -f- 2 (u—v)y4

ed è il solo punto in queste condizioni. Anche ora, corne nel caso
précédente, gli 6*4 osculatori délia .F6 la tagliano secondo terne di
coniche.

Assumendo corne nuovi parametri:

la (5) diventa: 6^ =0; (5&apos;)

perciô la superficie (II ammette un doppio sistema coniugato di coni
circoscritti. I vertici dei coni suddetti sono i due punti xv ed xu ; cioè
i punti xu — wxv, xu — w xv ; cioè infine i punti di coordinate rispett. :

(O, I, — (o, —2vl9 2(afVl9 —vl); (O, I, — co&apos;, —2ul9 2o)Uit — u\) ;

i quali hanno per luoghi due coniche, le quali passano entrambe per il
punto fondamentale (000001) e stanno su due piani entro x0 o.

c) d) Se A, B coincidono, si puô collocare in A il punto (010) ed in
C il punto (001), supponendo poi B consecutivo ad A sulla retta u2 o

oppure sulla u0 o secondochè A, B, C non sono oppur sono allineati.
Allora il sistema 00 6 di tutte le C3 passanti per A, B, C si potrà defi-
nire con le C3:
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u\, u\ ut, u\ u2, u0 ut u2, u0 «J, ux u\, u\ u2 (oppure u0 u\ ;

esso rappresenta la 06 di SQ luogo del punto :

y [i, z/, z&gt;, #z/, v2, uv2, u2v (oppure #2)];

per la quale F 55 osculatore generico ha per equazione, in ambo i casi :

u v2y0 — v2yt — 2uvy2-\-2 vy% -f « j/4 — yh O.

Al variare di #, z&gt;, esso passa sempre per il punto 0 (ooooooi), e non

per altri punti fissi ; ma 0, assunto corne centro di proiezione, non con-
duce a nuove soluzioni, perché esso sta, in ambo i casi, su #6; anzi per
esso passano tutte le coniche v coste di 06, sicchè la proiezione di 06
da 0 sarebbe ngata. Ponendo infatti v h nelle coordinate di y, esse

diventano quelle di O per u -? oo 10).

e) f Infine, quando A, B, C cotnctdono, si puô collocare in A il punto
(oio) e sulla retta AB il punto (ooi). Il sistema di tutte le C3 passanti
per A, B, C h definito allora dalle C3 :

u%, u\ ut, u\ u2, u0 ut ut, t(0 u\ y u\ y u0 u\ -\-kut u\,

ove fc è una costante. I punti A, B, C non sono oppure sono allineati
secondochè Je 7^ o oppure h o. Si ha cosl la 06 di 56 luogo del punto :

y (i, îly V, UVy V2y V^y tfi ^ Utl V2) &apos;y

Fequazione del suo Sh osculatore generico è:

— 3 v2y2 -\-Zvy±—yh O;

percio gli Sb osculatori di 06 passano tutti per il piano fondamentale
136, il quale si appoggia a 0Q solo nel punto 6, che si ha per u-&gt;- 00

10) Non deve sorprendere il fatto che, m questo caso, non si trovi alcuna soluzione.
Infatti, l&apos;iperpiano osculatore ad Z76 m un suo punto generico tagherebbe ora Fb secondo tre
coniche, di cui due comcidenti e rappresentate su il da una retta del fascio A, ed allora
(v. loc. cit 1), no 21) le carattenstiche di F® dei due sistemi coinciderebbero tutte con le
coniche aventi per îmmagmi le rette del fascio A» D&apos;altra parte, se una superficie luogo di
001 curve piane : xt at (v) -f- U bt (v) -f- (a) ci (v) rappresenta un&apos; equazione (1) m modo
che tali curve ne sian carattenstiche, devono essere legati fra loro lmearmente 1 punti
X, Xu, Xv, Xuu, Xuv •&gt;

cioè 1 punti : a, #, r, av + u bv + 9 Cv, bv + &lt;Pf Cv, il che esige, poichè
la retta che congiunge gli ultimi due non puo variare m un fascio, che 1 piam di quelle
00* curve formino una sviluppabile ordinaria (e viceversa). Ed allora, nel caso nostro di
carattenstiche comcidenti, 1 piani délie coniche sopra considerate sarebbero tangenti ad F6,
che avrebbe solo 00x piani tangenti, e sarebbe una sviluppabile.
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e v arbitrario. Proiettando 06 da un punto (o, À, o, {/, o, o, 2 v) del piano
136 (À, ff non entrambi nulli), per es. sopra j/x o, si trova la .F6

luogo del punto:

X II, ^, U V y- /&lt;f, V2, V^, U2 -\- kuV2 2 —- M I (III

la quale rappresenta Pequazione :

— 2M _ 2 fe j-v -f 2J 6KK + 2 (|-— ^) 6aî, + 2 6B O. (6)

Le caratteristiche di un sistema son le linee dv o, cioè le coniche
deir unico fascio esistente ora su F* ; quelle delP altro sistema son date
dalP equazione :

— 2 (¦%-— v) du 4- \kv2 — 2u— 2 k ~v -\-2~\ dv o,
\ A / \ A A /

cioè:

da cui, integrando:

2 À2 |^
ed in forma omogenea:

2 l2u0 {lut — pu0) + kk2 u2 (Ku2 — fiu0) -f- kkf/2u20 ~ C

Le immagini su tc di queste altre caratteristiche son coniche passanti

per A e B, e che si osculano in A senza passare per C (sefc^o);
esse passano inoltre per il punto D (ku2 — f/uQ 2k(kut — v u0) -f-
~|~ k ff2 u0 o). Se k o, esse si spezzano nella retta ^0 o e nelle

rette del fascio di centro D. Su F* si hanno, nei due casi rispettiva-
mente, délie Cà e délie C3 di un fascio.

Questa volta i piani délie coniche del fascio esistente su F6 passano
tutti per la retta fondamentale 25 ; infatti, se nelle (III si fissa il valore
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di v e si fa tendere u ail&apos; infinito, si trovano le coordinate del punto
fondamentale 5, e, d&apos;altra parte, il punto xu sta sempre sulla retta 25. Più

esattamente, i piani anzidetti proiettano dalla retta 25 i punti délia C3

sghemba (iz;O2/2z/3o); essi ricoprono quindi una VI, cono di 2? specie ;

e gli 54 osculatori di FQ son quelli che osculano la V£ lungo i suoi

piani generatori, e quindi son solo 00 * (anzichè 002 corne per i casi

precedenti), e tagliano ciascuno F6 secondo una conica contata tre volte.
Assumendo corne nuove variabili :

[2 X» (u —[

e moltiplicando inoltre le coordinate di a; per [v — ~-\ la (6) diventa:
\ A /

e«lWl=O; (6&apos;)

sicchè anche quest&apos; altra superficie ammette un doppio sistema coniugato

di coni circoscritti. I vertici di detti coni sono rispett. i punti : -r—
0 vx

t o x
2 &gt; à~~ 2 » ^ secondo di essi coincide con xu ed ha

per luogo la retta 25 ; il primo è il punto:

— 4 À2 x -f- (2 À2 u — kl2 v2 -f 2 h K (/ v — 2 À r) xu -f- 2 À (À z&gt; — à#) ^,
esso descrive una C3 sghemba quando fc^z£o, una conica se A: z= o.

Oss. — In tutti i casi a) b) /) Pequazione deir Sb osculatore délia

corrispondente 06 di SQ non è mai risultata indeterminata ; ciô basta

per concludere che nessuna 06 di SQ, non rigata, puô rappresentare
un* equazione (1).

4. — Supponiamo infine che le sezioni iperpiane di FQ siano di génère
2; allora Fe sarà razionale, normale in 55, e si potrà rappresentare su

un piano 71 con un sistema lineare go 5 di C4 avente un punto base

doppio A e sei punti base semplici B19 i?6: C4 (A2B1B2 i?6),

oppure con un sistema Ch (AdB2C1C2 C6), oppure con un sistema
C* (A41 B\ B\ d Ci CQ) ove Bx e B2 sono consecutivi ad A secondo

direzioni distinte11). Perô i sistemi del 2°. e del 3? tipo si possono ridurre

ll) Ferrettiy Sulla riduzione ail&apos; ordine minimo dei sistemi lineari di curve
piane irriducibili di génère p\ in particolare per i valori o, 1,2 del
génère; Rend. Palermo 16 (1902) p. 236,
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al I? tipo mediante trasformazioni birazionali del piano n12). Infatti, un
sistema Cb(A^B2C1C2 CQ) si abbassa al 4? ordine, e con una sola
trasformazione quadratica del piano tc, tranne quando B è consecutivo
ad A ed i punti d son tutti consecutivi ad A su un ramo (lineare) non
contenente B, oppure quando i punti A, B, Ci son tutti consecutivi su

un ramo non lineare (e che potrà essere solo di 2°. o di 3? ordine) ; ma,
se si verifica la prima di queste due ipotesi, la trasformazione cubica

(di Jonquières) definita dalle Cs (A2 B C1 C2 C%) riduce al 4? ordine il
sistema di C5 ; lo stesso avviene nella seconda ipotesi se il ramo uscente
da A e contenente gli otto punti base è di 2? ordine, mentre se esso
fosse di 3? ordine si otterrebbe lo stesso scopo mediante la trasformazione
definita dalle C4 (A% B Cx Cb). E considerazioni analoghe si posson fare

per il sistema C« (A*£\BlCt Q.
Le superficie FQ che cerchiamo si possono pertanto rappresentare su

tc con un sistema lineare S di C4 di génère 2 con un punto base doppio
A e sei punti base semplici B{\ le rette di tc uscenti da A rappresentano
coniche di FQ costituenti un fascio S. Ragionando corne al n° 2, si trova
che P S± osculatore ad FQ in un suo punto generico P, di cui sia F
Pimmagine su tc, taglia F6 secondo una C6 la cui immagine su tc è una
C4 contenente corne parte la retta AP\ mentre la parte residua è una
Cd contenuta in una rete a Jacobiana indeterminata, perciô costituita,
tolta una eventuale retta fissa, di rette variabili in un fascio. Il centro
di questo fascio dev&apos; essere A, perché una sua retta generica deve

rappresentare una linea di FQ di ordine non superiore a 2 (dal momento
che due, almeno, di queste linee, insieme con una conica del fascio S,

compongono una sezione iperpiana di F®). Ne segue che tre coniche

generiche del fascio 5 costituiscono una sezione iperpiana di F6 ; se due
di esse si tengono fisse, mentre si fa variare l&apos;altra entro S, si vede che
i piani di due coniche generiche di 6&quot; stanno su 00 1 S±, e quindi in un
S3 ; i piani délie coniche di 5 si tagliano quindi a due a due secondo

rette, sicchè essi passano tutti per una stessa retta a, cioè ricoprono
un cono di 2? specie di vertice a. E sarà un cono di 3? ordine, V\,
perché un piano generico x incontra tre piani generatori del cono: son

quelli délie tre coniche di vS costituenti la sezione di F6 con Piperpiano
a z. Si spiega allora, corne al n° 3 e) f che gli S4 osculatori di FQ son
solo 00 1: essi sono gli 54 osculatori al cono V\ lungo i suoi vari piani
generatori, e tagliano ciascuno FQ secondo una conica di 6* contata tre
volte.

12) V. la mia Memoria su: Le superficie di sesto ordine con infinité coniche,
Mem. Ist. Lombardo, 21 [(3) 12] 1916 p. 243, § 113.
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D&apos;altra parte, due sezioni iperpiane generiche di FQ stanno su oo4
quadriche delF Sb: lo si vede osservando che su una di tali sezioni le
oo 20 quadriche di vS5 tagliano una g\l compléta, onde essa sta su oo9

quadriche ; queste, poi, segano sull&apos; altra délie due sezioni, fuori dei sei

punti che essa ha in comune con la prima, una g\ compléta, sicchè le
due sezioni considerate stan proprio su oo 4 quadriche. Quelle di esse
che contengono un punto ulteriore di FQ conterranno FQ per intero, ed
essendo ancora oo 3, non conterranno tutte il cono V\, il quale sta solo
su oo 2 quadriche ; dunque F6 si puo costruire intersecando il cono V\
con una quadrica Q, che si puô prendere in modo generico, perché,
comunque essa venga scelta, gli oo 1 vS4 osculatori del cono V\ saran
sempre osculatori anche ad .F6.

Le coniche del fascio 5 danno anche uno dei due sistemi di carat-
teristiche di FQ, perché i piani tangenti ad F6 nei punti di una di quelle
coniche stanno tutti nelP S% tangente al cono V\ lungo il piano délia
conica stessa, e quindi formano una sviluppabile. Le caratteristiche del-
Paltro sistema son le linee di contatto di Fs coi coni che si possono cir-
coscrivere ad essa dai singoli punti délia retta a; tali linee si ottengono
anche tagliando F6 con gli S4 polari dei punti di a rispetto alla quadrica
&lt;2, cioè con gli S4 che passano per Y S3 polare di a rispetto a Q. I due
sistemi di caratteristiche son dunque sempre distinti.

Nel piano tc, le C4 del sistema S avranno in A un punto doppio a
tangenti fisse ; infatti, se dette tangenti (o una sola di esse) fossero va-
riabili, il punto A sarebbe l&apos;immagine d&apos;una conica (o di una retta) di
F6, unisecante le coniche del fascio S, le quali starebbero pertanto tutte
in un 54 (o in un £3), determinato da a e da quella conica (o retta).
Si avranno poi in S oo 3 curve spezzate in tre rette variabili del
fascio A ed in una retta fissa r, che non passera oppure passera per A
secondochè la quadrica Q ha in comune con a due punti distinti o coin-
cidenti. In ogni caso, perô, la retta r non potrà essere incontrata in punti
variabili dalle C4 di S; sicchè, quando r non passa per A, essa dovrà
contenere quattro dei sei punti base semplici di S, mentre gli altri due

saranno infinitamente vicini ad A ; quando invece r contiene A, al più
due dei sei punti B{ potranno essere distinti da A, e situati su r. Cer-
chiamo le equazioni di F6 nei casi principali.

a) La retta r non passa per A, e le tangenti in A aile C* di E son
distinte. Collocando in A il punto fondamentale (ioo), e prendendo r e

quelle due tangenti rispett. corne rette tt0 o, ux o, u2 o, il sistema
S si potrà definire con le sei C4 :
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u%u^u2, uou\, uoulu2y uoutul, uou\, &lt;p{uxu2)\ (7)

ove : 99 (ut u2) a0 u\ -\- 4 at u\ u2-\-6 a2 u\ u\ -\- 4a3ut u\ ~j- a4 u\ ;

sicchè si trova la FQ luogo del punto :

x [uv, u3, tfîv, uv2, vd, (p(uv)\. (IV

Sostituendo nella (1) successivamente le espressioni ud, v%, tivy si trova:

(i-\-viï -\~ ue-\- uvri O\

sostituendo invece u2v, uv2 si hanno altre due equazioni, le quali, eli-
minandone «, /?, y mediante le tre precedenti, si riducono entrambe a:

U £~\- 4UV7J — O;

sostituendo infine cp(uv) nella (1), eliminando di nuovo a, fi, 7, e ricor-
dando che:

4(p u&lt;pu-\-vcpv, u (pt&lt;u-\-v &lt;puv 3(pu, u q)uv-\-v &lt;pvv ¦= $ çpv y

U2* (fuu -\-2UV &lt;puv -\~ V2 (pvv 12 Ç&gt;,

si trova inoltre :

8\v£-\-2(p&lt;&gt;1 O.

Se ne traggono i valori di a, fi, ...,?/; per cui la superficie (IV rap-
presenta Tequazione :

u2 (ucpM - 3 vq&gt;v) §uu -\- 4uv (u&lt;pu-v&lt;pv) Bttv-^rv2(3U(pU&apos;V(pv) 6W - (8)

-2u(3uq)u-$vq)v) du - 2 v (5 u &lt;pu - 3 v yv) 6^ -\- 12 (u cpu -v(pv) 6 0.

L&apos;equazione délie caratteristiche :

v2 (3 tt (pu - v&lt;pv) du2 - 4uv (u(pu~ vcpv) du dv -\- u2 (u&lt;pu- $vcpv) dv2 o

si scinde nelle due seguenti:

u dv — v du O u cpu {u dv — 3 v du) v cpv($udv — v du) ;

la seconda délie quali si puô anche scrivere :
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(p d (u v) u v d (p.

Le immagini délie caratteristiche son dunque:

u Cv, (p(tcv) Cxuv ;

ossia, in forma omogenea:

ux — Cut o, (p (ut u2) — C u\ Ut u2 o,

ove C è una costante arbitraria. Son dunque le rette del fascio A, e le
C4 di un fascio: queste ultime hanno in A un punto doppio con le rette

ux o, #2 — ° corne tangenti quadripunte, e passano inoltre per i quattro
punti base semplici #0 q&gt; (ut u2) o di 2, toccando ivi le rette che li
congiungono con A ; esse sono quindi C4 di S. Su F% si avranno, corne
s&apos;è già detto, le coniche del fascio 5 ed un fascio di sezioni iperpiane.

L&apos;equazione (8) è ad invarianti nulli. Lo si puô vedere subito geome-
tricamente. Diciamo infatti q Y S% polare délia retta a, vertice del cono

V\ considerato poco fa, rispetto alla quadrica Q ; l&apos;intersezione di .F6

con un vS4 passante per q è una caratteristica, e le tangenti nei suoi

varî punti aile coniche di 5 che rispett. ne escono passano tutte per un

punto di a, cioè per il polo dell&apos; S4 considerato rispetto a Q; uno dei
due trasformati di LAPLACE del punto x descrive quindi la retta a.

Prendiamo ora invece le tangenti nei punti d&apos;una conica F di S aile

caratteristiche situate negli S4 passanti per ç; pensando alla C3 sghemba

L che i piani generatori del cono V\ tagliano su q, si vede che quelle

tangenti, stando tutte sulF vS3 tangente a V\ lungo il piano g di F,
stanno sull&apos; Ss che proietta da a la tangente t ad L nei punto g q ;

d&apos;altra parte esse si devono appoggiare tutte a t, perché una qualunque
di esse sta in un S± uscente da ç&gt; e che taglia V vS3 précédente secondo

un piano che passa per t\ d&apos;altra parte ancora, essendo anche tangenti
a Q, stanno anche rispett. sugli S± polari dei punti di F rispetto a Q, i

quali tagliano ç secondo il piano a&apos; polare di g ; quelle tangenti passano

quindi tutte per il punto to&apos;. E poichè, al variare di F entro S, il piano
of inviluppa entro ç una nuova C3 sghemba L\ che riesce riferita proiet-
tivamente ad Z, la linea luogo del punto tGr appare generata, mediante

due C3 sghembe fra loro proiettive, prendendo le intersezioni délie

tangenti delP una coi piani osculatori omologhi deir altra : tagliando con

un piano generico di q, ed applicando il principio di corrispondenza
sulla C4 sezione délia sviluppabile circoscritta alla prima C3, si trova
che il luogo del punto to è una linea razionale di y0, ordine.
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Analiticamente : se si prendono corne nuovi parametri :

u œ (te v)
1 v l uv

l&apos;equazione (8) diventa:

4u2v2t. %UiVi -6u2vl eWl+ 2 vx {u cpu - v (pv) §Vl-$(u(pu-v&lt;pv)b O\ (8&apos;)

sulla quale si riconosce, senza ulteriori sviluppi, che gli invarianti son

nulli, e che i due trasformati di Laplace del punto x sono rispett. :

3x — uxu — vxv, (u&lt;pu — vcpv)x-\-u(v(pv — ç&gt;) xu — v {uçpu — cp)xv;

il primo dei quali sta su a ; mentre l&apos;altro ha per coordinate le espressioni :

[o, u*((p-\-vq)v), —u*v{(p — v(pv), uv2(cp — uq)u), —v^{(p-{-U(pu), o],

che sono omogenee e di 70 grado in u, v.

b) Quando le tangenli in A aile C4 di S coincidono, basta sostituire
u\ u\ alla prima délie (7) ; si ha cosl la FQ :

x [ v2, u^y u2v, uv2, v3, cp (u v) ] (V

che rappresenta Pequazione :

u {v cpv-ucpu) ^uu&apos;\r

v-i2g)uQ o, (9)

con le caratteristiche :

«1 — C Uz o cp (ut u2) — C u20 u\ o.

c) La retta r passa per A. Nel caso più générale la retta r contiene,
oltre A, due punti base semplici Bx, B2 di S ; collocheremo in A,Bt,
B2 i punti (100), (on), (m) rispett.; gli altri quattro punti base di S,
che devono essere tutti infinitamente vicini ad A, li supporremo collocati,
a coppie, su due rami lineari uscenti da A e tangenti rispett. ad ux o,
u2 o. Si ha cosl per S il sistema definito dalle CA :

2 ulutu2 + 2/iitoul + 2 k uQul-(k + k+ 1) u0utu2 (Ui+ Ut), u0 ux u2(ux-u2),

U\ (ux — U2) U\ U2 (Ut — U2) U, U22 (Ux — U2) U\ fa — U2) ;
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ponendo u0: u2 — u, ux\ u2 v •&gt;

si ha la F* luogo del punto:

x[2 u2v -f- 2huv*-\- 2 ku— (h -f k-\- i)uv (v-f- i), uv(v—i), (VI
v% (v — i), v2 (v — I v (v— i), v— i],

Essa rappresenta Pequazione :

k\ AAr (\\ )un (10)
21) 2 J

— v(v— i) e«^ + (2^— i) Qu o,
con le caratteristiche :

Ut — C u2 o, 2 u0 ut u2 -j- h u\ {ux — u2) — k u\ (ut — //2) —

— ut u\ Cut u% (ux — ut) ;

la seconda di queste equazioni rappresenta un fascio di C3 aventi in A
un punto doppio, passanti per i primi due punti base di S consecutivi ad

A, ed inoltre anche per il coniugato armonico di A rispetto a Bte B2 :

insieme con la retta Bx Z?2 dànno, di nuovo, Timmagine d&apos;un fascio di
sezioni iperpiane di jP6.

Oss. — Un calcolo analogo al précédente mostra che non più di due

dei quattro punti base semplici di S consecutivi ad A posson stare su

uno stesso dei due rami uscenti da A.

d) Quando A è una cuspide per le C4 di S, a cui son consecutivi

quattro punti base semplici, si puô far coincidere la tangente cuspidale
con u2 o e la retta Bx B2 con u^ o ; S è allora dato dalle C4 :

u\ u\ — u0 u\-\- h u0 u\ -\~ku0 n\ u% y u0 ut u\, u\, u\ ut, u\ u\, ut u\.

Si ha cosl la Fe:

x(u2v2 — uvd-\- hu-\- kuv, uv2, v%, v2, v, i) (VII

(si .è posto : u u0 : ux ; v u2 : u^). Essa rappresenta Tequazione :

(^ +h + 2A) iï««+2v*Buv~-4v2 Qu=o, (u)

con le caratteristiche:

ux — C u2 o, u\ — k u\ ut — h u\ 2 u0 u\ ~| C ux u\.

18 Commentarii Mathematici Helvctici 27 I



Anche le equazioni (9) (10) (11) hanno gli invarianti nulli, corne si puo
facilmente verificare.

5. — Riassumiamo i risultati ottenuti.

Le sole superficie, non régate, d&apos;ordine ^_ 6, e di uno spazio Sr con r
&gt;_ 5, che rappresentano uny equazione di Laplace sono: 1) Le F^ di Sb,
normali in Se, a sezioni iperpiane di génère uno, date dalle formole
(I (IL (IIL ; 2) Le FQ di S§, a sezioni iperpiane di génère 2, che si
ottengono intersecando un cono di 2? specie V£ con una quadrica non

passante per la retta vertice del cono.
Tutte queste superficie rappresentano equazioni di LAPLACE ad invarianti

nulli, tranne la (I, la quale rappresenla un&apos; equazione ad invarianti
uguali che da luogâ ad una série di LAPLACE periodica di 6°. ordine
composta di sei superficie deducibili dalla (I mediante le successive potenze
di uny omografia ciclica di 6°. ordine.

(Ricevuto il 7 maggio 1929)
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