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Die Zetafunktion, die Klassenzahl und die
Kronecker&apos;sche Grenzformel eines
beliebigen Kreiskôrpers.
Von Max Gut, Zurich

In dieser Arbeit wird die Zetafunktion eines beliebigen Kreiskôrpers
aufgestellt und ohne jede Benutzung bestimmter Intégrale und nach-
folgender Partialbruchzerlegung die linke Seite der klassischen Formel

lim (s — i) £k (s) h y

ausgewertet, endlich vermoge der Théorie der Fourier-Reihen die
Kronecker&apos;sche Grenzformel aufgestellt.

Wàhrend meines Wissens die Kronecker&apos;sche Grenzformel fur einen

beliebigen Kreiskôrper (also nicht nur der Z-Reihen) noch nicht berechnet
wurde, hat Herr N. G. W. H. Beeger in mehreren Arbeiten *) sich mit
der Zetafunktion und mit der Klassenzahl beschaftigt. Bei aller Wur-
digung seiner wertvollen Arbeiten scheint mir der hier gegebene Beweis
sowohl im analytischen, wie im zahlentheoretischen Teile einfacher und

durchsichtiger. Den Vergleich dem Léser uberlassend, soll nur auf die
Hauptunterschiede aufmerksam gemacht werden. Im analytischen Teile
ist hier die Einfuhrung und Auswertung der bestimmten Intégrale und
die damit verknùpfte Partialbruchzerlegung vermieden. Im zahlentheoretischen

Teile werden die Beweise mit Hilfe der zu den Kôrpern der
lh ten Einheitswurzeln (/ Primzahl) gehorenden bestimmenden ganzen
Zahlen und erzeugenden Substitutionen auf einfachste Weise explizite
durchgefuhrt.

Von den quadratischen Korpern abgesehen hat Herr Fueter schon in
einem Spezialfalle die Berechnung der Klassenzahl ohne Benutzung des

jT-Integrales und nachfolgender Partialbruchzerlegung durchgefuhrt2), und

Ueber die Teilkorper des Kreiskorpers K \e ^ )\ K. Akademie van Wetenschappen
te Amsterdam, Proceedings of the Section of Sciences, vol. XXI, pag. 454—465, 758—773,
774—779 (1919); Bestimmung der Klassenzahl der Idéale aller Unterkorper des Kreiskorpers
der /n-ten Einheitswurzeln, wo die Zahl m durch mehr als eine Primzahl teilbar ist, 1. c.
vol. XXII, pag. 331—350, 395—414? (1920), und eine Korrektur hiezu, 1. c. vol. XXIII,
pag. 1399—1401, (1922).

2) Die Klassenzahl zyklischer Korper vom Primzahlgrad, deren Diskriminante nur eine
Primzahl enthâlt. Crelle, Bd. 147, pag. 174, (1917).
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die Lekture jener Arbeit gab mit den Anstofi zur vorliegenden Unter-
suchung. Aus einer Stelle in Dirichlet&apos;s Werken geht hervor, dafi das
hiezu analytisch notwendige schon Dirichlet3) bekannt war. Wahrschein-
lich wuf3te dies auch E. E. Kummer, dem wir ja die fundamentalen und
klassischen Arbeiten uber die Klassenzahlbestimmung der vollen Kreis-
korper der m ten Einheitswurzel verdanken4). Jedenfalls scheint er bei
allgemeinem m auch so vorgegangen zu sein, dafi er die Zetafunktion
des Korpers der m ten Einheitswurzel als Produkt samtlicher Z-Reihen
darstellte, und jeden einzelnen Faktor (vielleicht dann aber vermoge des

1

Alntegrales oder des Intégrais — \ xn~1dx\ umformte.
o

Auf eine historisch-bibliographische Zusammenstellung der Arbeiten
uber die Zetafunktionen und die Berechnung der Klassenzahlen kann
hier verzichtet werden5), da dièse schon ausgefuhrt wurde in dem Hil-
bert&apos;schen Zahlberichte6), und in bezug auf die seither publizierten
Arbeiten in den beiden: «Bulletins of the National Research Councih :

Algebraic Numbers by L. E. Dickson, H. H. Mitchell, H. S. Vandiver,
G. E. Wahlin; Number 28, February 1923. Algebraic Numbers II by
H. S. Vandiver, G. E. Wahlin; Number 62, February 1928.

Die Arbeit gliedert sich in vier Teile. Ein erstes Kapitel handelt uber
die Z-Reihen. Im zweiten sind aus didaktischen Erwagungen aile Ueber-
legungen abschliefiend durchgefuhrt fur die Korper, die hier Ausgangs-
Kreiskorper genannt werden, und zu denen neben weiteren Korpern ins-
besondere samtliche vollen Kreiskorper gehoren. Im dritten Kapitel
endlich zeigt sich, dafi die gleichen Methoden zu den gesuchten Resul-
taten fuhren auch fur die allgemeinsten Kreiskorper.

In einem vierten Kapitel wird endlich noch ein weiterer kurzer Be-
weis fur die Berechnung der Klassenzahl des allgemeinsten Kreiskorpers
angegeben, der auf der Benutzung der Funktionalgleichungen der Rie-

3) Werke, pag. 473, wo er auf Bernoulli verweist.
4) Vgl. insbesondere fur allgemeines m: Ueber die Klassenanzahl der aus zusammenge-

setzten Einheitswurzeln gebildeten idealen komplexen Zahlen. Monatsberichte der Konigl.
Preufi. Akad. d. Wiss. zu Berlin aus dem Jahre 1863 (gedruckt 1864), pag. 21.

6) Immerhin wollen wir noch besonders hinweisen auf eine Arbeit von L. Fuchs : Ueber
die aus Einheitswurzeln gebildeten komplexen Zahlen von penodischem Verhalten,
insbesondere die Bestimmung der Klassenanzahl derselben. Crelle, Bd. 65, pag. 74, (1866), und
auf die Arbeiten von H. Weber, vgl. sem Lehrbuch der Algebra, 2. Bd., 2. Auflage, Braun-
schweig 1899.

6) Bericht uber die Théorie der algebraischen Zahlkorper. Jahresbencht der Deutschen
Mathematiker-Veremigung Bd. 4, (1897). Im folgenden zitiert durch Angabe des Autor-
namens.
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mann&apos;schen £-Funktion, der Z-Reihen und der Hecke&apos;schen Funktional-
gleichung beruht. Hiebei erùbrigt sich die Berechnung der Korper-
diskriminanten und des Produktes der GrôGen G (i, %).

I. Kapitel. Die Z - Reihen.

§ 1. Die eigentlichen Charaktere mod. m.

Es sei m eine ganze rationale positive Zahl. Die zu m teilerfremden
Restklassen des rationalen Zahlkorpers bilden dann eine Abelsche Gruppe
vom Grade (p(m). Ihr ist ein System von q&gt;(m) tRestcharakteren mod. tn*
zugeordnet, deren Grundeigenschaften folgende sind7) :

X (a) X (*), falls a b (mod, m)
X(a).X{b) X{ab) (i)
X (a) ^ O, falls [a, m) (i)
X (a) o, falls (a, m) (d), d &gt; i ist.

Denjenigen Charakter, der fur aile zu m teilerfremden a gleich i ist,
nennt man den Hauptcharakter. Aile ubrigen Charaktere nennen wir
Nebencharaktere. Ein Nebencharakter ist reell, wenn sein Quadrat fur
aile zu m teilerfremden ganzen rationalen Zahlen a gleich i ist. Andern-
falls ist der Nebencharakter nicht reell.

Die Charaktere, seien sie nun reell oder nicht, sind entweder eigent-
lich oder uneigentlich. Ein Charakter ist uneigentlich, wenn es minde-
stens einen von m verschiedenen Teiler t ^&gt; o von m gibt, so daB fur
aile zu m teilerfremden a, b aus a^b mod. J stets X(a) X(b) folgt.
In jedem andern Falle ist der Charakter eigentlich.

Der uneigentliche Charakter kann dann als Charakter nach dem Mo-
dul t aufgefaGt werden, indem man dabei das Gesetz

X (a) — X(b), falls a b (mod. &apos;t)

; (a, m) (i),

auch gelten Iaf3t fur solche b, die zwar mit m, aber nicht mit t einen

von i verschiedenen gemeinsamen Teiler haben.
Gibt es zu einem festen uneigentlichen Charakter mod. m mehrere

solche echten Teiler t, so sei t der kleinste von ihnen, Dann ist der

7) Wir verweisen hier auf das II. und III. Kapitel der tVorlesungen uber die Théorie
der algebraischen Zahlen&gt; von E. Hecke, Leipzig 1923. Im folgenden zitiert durch Angabe
des Autornamens.
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vorgegebene uneigentliche Charakter mod. m ein eigentlicher Charakter
mod. t. Wir bezeichnen dièse mod. t dann eigenthchen Charaktere mit
Minuskeln: %.

Nimmt man bei einem festen Charakter % immer den reziproken Wert,
so kommt man wieder zu einem Charakter ;p, den man den «konjugierten»
oder creziproken» Charakter nennt. Der Hauptcharakter und die reellen
Nebencharaktere sind zu sich selbst konjugiert, die nicht reellen Neben-
charaktere haben je den konjugiert komplexen Wert.

Es ist leicht, fur jeden Modul m anzugeben, fur welchen Teiler t
jeder der cp{m) Charaktere eigentlich wird.

Ist m I ; (p (m) I, so existiert nur ein (eigentlicher Haupt-) Charakter,
der gleich -|- i ist fur aile positiven ganzen rationalen Zahlen a ; also

\$lm=lhm, îp (m) (I—I )!*&quot;&quot;* ; / eine ungerade Primzahl, h&gt; I, so

sei g eine ein fur allemal fest gewahlte Primitivwurzel mod. lh.
Wir setzen:

&lt;p(m)

Dadurch ist ein erzeugender Charakter fur aile Restklassen mod. lh
gemaG den Formeln (i) festgelegt. Die Potenzen

X\a) [X{a)Y&gt; o£n£(p(m) — i

geben aile (p {m) von einander verschiedenen Charaktere mod. m,

Man beachte, was wir mit Rucksicht auf die Formulierung im
Hilbert&apos;schen Zahlbericht ausdrucklich hervorheben wollen, daG

X° (a) o ist, wenn a ^ o (mod. t) ist. Dagegen ist fur den X° zu-

geordneten etgentltchen Charakter (der zu t i gehort : % (a) i
fur jedes ganze rationale positive a.

Falls wir unter (p (q) den Wert o verstehen wollen, falls q ein
rationaler echter Bruch ist, so sieht man durch Potenzieren des

erzeugenden Charakters, resp., wenn man lieber will, durch SchluG

von h auf h -f- i unmittelbar folgende Tatsache ein :

Es gibt &lt;p (/*) — &lt;p
(Z2&quot;&quot;1) Charaktere, fur die («, lh) lh~~l ist, und

die fur t^=zl% eigentlich werden. Hiebei darf i irgend einen derWerte
o &lt;^z &lt;^â annehmen. Von diesen çp [m) Charakteren sind nur zwei reell,
namlich der Hauptcharakter, der dem Werte n — O entspricht, und
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welcher eigentlich ist fur i i, ferner der Nebencharakter, der dem

Werte n ——- entspricht, und welcher eigentlich ist fur t L
2

Ist m 2 ; (p (ni) I, so existiert nur ein uneigentlicher Hauptcharakter :

X[2a) o, X(2a-\-i)= + i.

Dieser Charakter wird eigentlich fur t= i, namlich: %(a) -j- i fur
aile ganzen rationalen Zahlen a. 2 ist der einzige Primzahlpotenzmodul,
fur welchen kein etgentlicher Charakter existiert.

Ist m 4; &lt;p (pi) 2, so existiert ein (reeller) eigentlicher
Nebencharakter : %(4a— i) — i. Das Quadrat dièses Charakters ist eigentlich

fur *= i.
Ist m 2A; h I&gt; 3, (p (ni) 2*&quot;1, so definiert bekanntlich

27T t

einen eigentlichen Nebencharakter mod. m. Die Potenzen dièses
Charakters :

Xn (b) [X{b)]n ; o £ n £ 2h~2— i

sind 2h~~2 voneinander verschiedene Charaktere mod. m. Ist (n, 2&amp;)

2h~\ so ist der Charakter Xn eigentlich fur den Teiler 2* von m.
Das Produkt aus dem (reellen) eigentlichen Nebencharakter mod. 4,

namlich ^(4 a—1) — 1, welcher Charakter fur mz=z2h uneigenthch
wird, und als Charakter mod. 2h mit X^ bezeichnet werden moge, und
aus Xn liefert vermoge:

weitere 2h~2 voneinander und von den schon erwahnten verschiedene
Charaktere mod m. Ist wieder (n, 2h) 2h~\ so ist der Charakter X^Xn
eigentlich fur den Teiler 2Z von m,

Zusammenfassend kann man sagen:
Fur t 1 wird der réelle Hauptcharakter eigentlich [1 (p (1) — &lt;p (2-1)] ;

fur / 2 ist kein Charakter eigentlich [o cp (2) — 9? (1)] ;

fur t 4 ist ein reeller Nebencharakter eigentlich [1 ^(4)— (p (2)];
fur t 8 werden &lt;p(S) — q&gt; (4) 2 réelle Nebencharaktere eigentlich ;

und, falls h &gt; 3 :
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fur t 16 werden çp (i 6) — &lt;p {%) je zu zweien konjugiert komplexe
Nebencharaktere eigentlich ;

und, falls h ^&gt; 4:
fur /= 32 werden (p (32) —&lt;p(i6) je zu zweien konjugiert komplexe
Nebencharaktere eigentlich ;

u. s. f.

Da die Anzahl der Charaktere mod. m gleich &lt;p (m) ist, so haben wir
ailey welchen Wert h auch haben moge.

Ist schliefilich m von der Form:

m 2° .li1 .h2 IrR wo die / voneinander verschiedene ungerade
Primzahlen sind, so erhalt man aile q&gt; (m) Charaktere mod. m durch
Multiplikation der zu jedem /*, resp. 2^0 gehorenden Charaktere,
entsprechend der Formel

Ist %0 (a) hiebei eigentlich fur den Teiler t0 von 2Âo,

%r{a) eigentlich fur den Teiler tr von l^r ; r 1, 2, R, so ist

eigentlich fur den Teiler /0 ^ /2 ^ von m. Dies ergibt sich
unmittelbar aus (1). Zu diesem Teiler gehoren im Ganzen mithin

etgenthche Charaktere.
Bilden wir auf dièse Weise samtliche eigentliche Charaktere

samtlicher Teiler von m (die Teiler 1 und m naturlich inbegriffen),
so erhalten wir çp (m) voneinander verschiedene, d. h. also aile
Charaktere mod. m.

§ 2. Die zu einem eigentlichen Charakter gehôrende L - Reihe

Unsere Absicht ist es, die Z-Reihe

l (s,x) n{i-x(P)P~s)-l&gt; sw &gt; 1,
p

wo p aile Primzahlen 2,3, 5,7, durchlauft, nach Potenzen von
(s—i) zu entwickeln. Hiebei soll^ein eigentlicher Charakter mod. t sein.
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Da fur t 1

L(s,x) £(s) jér[ + E +Ei-(s~l) +£2(s-i)*+... (2)

wo E die Euler&apos;sche (Mascheroni&apos;sche) Konstante ist, so kann sich unsere
Untersuchung auf die Z-Reihen beschranken, fur weîche % ein eigentlicher
Nebenckarakter, mithin auch t &gt; 2 ist.

Um unter diesen Annahmen die Berechnung durchzufïihren, multipli-
zieren wir L (s, %) mit G(i,%)9 einer Grofie, deren Définition wir so-

gleich angeben werden. Das hat einen Sinn, weil man zeigen kann, daf3

das Quadrat des absoluten Betrages dieser GroOe gleich t, mithin von
Null verschieden ist. Hier bedeutet fur ganzes rationales r

2Ktr

Lemma: Wenn r einen von i verschiedenen Teiler mit / gemeinsam
hat, so ist G (r, %) o.
Beweis: Wenn r o (mod. t) ist, so reduziert sich G (rf %) auf

t
2 % (k) o. Man kann mithin annehmen, da6 in (r, i) ~ (d) die

positive Zahl d ein von i und t verschiedener Teiler von t sei:

r rxd9 t=txd; (rlf ^) (l), tx &gt; I

Fur jede zu t teilerfremde Zahl q, welche i (mod, tx) ist, gilt dann

Zum indirekten Beweis kann man daher annehmen, daf3 fur jedes so
definierte q der Charakter % (q) -J- i ist. Das fuhrt auf einen Wider-
spruch zu der Voraussetzung, daC % ein eigentlicher Charakter ist.
In der Tat sei

a b (mod. tx) ; (a, t) i, (ôf t) i.

Es gibt ein zu t teilerfremdes c, so dafi c a i (mod. t) ist, und mithin

X (c) • X (a) =: ï&apos; Nad* dem Modul tx gelten die Kongruenzen

£# cb i (mod. t^j.
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Folglich ist cb eine der Zahlen q und £ (c) % (&amp;) =z + * und endlich

ZW=Z(*). Q.E.D.—
Die Formel

G(rfz)=£(r).G(ifz) (3)

ist mithin richtig, ob r zn t teilerfremd ist oder nicht.
Die zu G (r&gt;%) konjugiert komplexe Grôfie ist

* _ ~^k
klpc(k)e =G{-r,Z).

Wir bilden nun auf zwei Arten die Summe ùber die absoluten Betràge

i G(r,X).G(—r,x).
r=î

Einerseits ist dièse Summe vermôge dreimaliger Anwendung der
Formel (3) gleich

Anderseits ist sie gleich

i i=1

7&quot; if ~

Folglich erhalten wir die wichtige Formel, die zu beweisen war:

G(i,z)-G(—l&gt;x) t. (4)

Fur H (j) &gt; 1 convergiert Produkt und Summe absolut in

l (s, X) n(i-x {p)p-Tl =% — ¦
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Wir multiplizieren das erste und dritte Glied dieser Gleichung mit
G (i,#), welche Grofie wir verschieden umformen, je nachdem ^ (—i)

—i ist oder ^(—i)=-j-i. Wir nehmen dièse Reihenfolge, um
weiter unten mit den Kummer&apos;schen Bezeichnungen : «erster» und
«zweiter» Klassenzahlfaktor ubereinzustimmen. Einer der beiden Falle
mu!3 eintreten, da % (—i).% (—i) ^ (i) =-\- i ist.

Sei zunachst also ^ (—i) — i, mithin ^ (—k) —% (k) und % (—k)

t _ ?_ .^ (k)i

und, falls n teilerfremd ist zu t:

_ _ t __
G (i, y) z. y («) 2* y (£) sin I

Mit dem Ausdrucke auf der rechten Seite dieser Gleichung multiplizieren

wir den Term der Z-Reihe:

G{hZ)- L^X) i
t
y

Hier ware die Summe zunachst nur uber die zu t teilerfremden n zu
bilden. Aber die Formel bleibt auch ohne dièse Einschrankung richtig ;

denn hat n mit / einen echten Teiler, so ist hier — mit

t e
&apos; -e *

t —2 X{k).e
&apos;

=G{n,X)=o

(gemaC unserem Lemma) multipliziert.
Fur H (s) &gt; l folgt wegen der absoluten Konvergenz

in(2-^.sin
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und fur v o, i, 2, 3, [Lm (s, %) L [s, %)] -

(— &quot;¦«)

&apos;(5)

Sei zweitens % (—i) -{- i, mithin ^ (—£) ^ (^) und ^ (—/!;)
Dann ist :

(/&amp;).

2KI
t __=\ 2 X(k)

k \

2%l 2KI
—r- k —- k

2* (£) cos und, falls n teilerfremd ist zu t :

k—1

Mit dem Ausdrucke auf der rechten Seite dieser Gleichung multiplizieren

wir den Term ^ der Z-Reihe :
n5

• cos

Hier ware die Summe zunachst nur uber die zu t teilerfremden n zu
erstrecken. Aber die Formel bleibt wieder auch ohne dièse Einschran-

kung richtig1; denn hat n mit t einen echten Teiler, so ist hier — mit

\ i £ /n»=-^ 21 X{h).
.„

iTZtk

S Z(k).e
&apos;

=G(nfX) o

(gemaG unserem Lemma) multipliziert.
Fur K (s) &gt; i folgt wegen der absoluten Konvergenz :

t _ COS
/2TC^

169



und fur 0,1, 2, 3, [Lm(s,x) L(s,X)]:

*(-I)=+I.
Summiert man jede der beiden Formeln:

cos (2 «— 1)six — cos (2 n-\-i)six 2 sin #.#. sin 2

sin (2n—i)six — sin (2 n-\-i)nx —2 sin n,x

(7)

ùber n i, 2, 3, N, so erhâlt man:

cos six — cos (2 N-\- 1) six 2 sin six. 21 sin

sin six — sin (2.A^-j- 1) six —2 sin six. È cos
«=1

Sei o &lt; 6 ^ ^ ^ I-—£, wo £ beliebig, aber genùgend klein sein moge,
so ergibt sich mithin sofort, da!3 die beidçn Summen dem absoluten

Betrage nach hochstens gleich dem reziproken Werte von sin#£ sind.
/ i0o- nyAnderseits bildet —~ fur n 1, 2, 3, eine, abgesehen von

wenigen Anfangsgliedern monoton gegen Null strebende Folge. Auf
Grund eines oft angewandten Schlusses aus der Reihenlehre convergieren
daher

~ (—log ny sin 2 sinx ^ (—log n)^ cos 2 sinx

gleichmâi3ig im Intervall e &lt;^x &lt;, 1—£.
Da

ist, so handelt es sich jetzt darum, die Reihen (8) in bekannte Funk-
tionen, oder (falls dies nicht moglich) in neue bequemer berechenbare
und wenn moglich differentierbare Funktionen ùberzufùhren.
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§3. Das erste Glied der Entwickelung der Z-Reihe nach Potenzen

von

Zur Bestimmung der Klassenzahl haben wir die rechten Seiten der
Formeln (8) nur fur v o umzuformen. Und dies ist ohne jede Intégration

oder Verwendung der Théorie der Fourier - Reihen in jedem der
beiden Fàlle moglich8).

Sei O&lt;^ £&lt;;r&lt; 1 — e. Wir betrachten die beiden Funktionen:

cos (2N-\-l) ^x 1

/—- :SN (x) I Y- n\x — - 2N-\-i sin^r^r

# cos2%nx sin (2JV-f- i)nx i

und differentieren sie unter Beriicksichtigung von (7) nach x:

cos (2N-\-1) zix cos nx
N^ J

2 N-\- 1 sin2 5r^r

sin (2 iV-|- i)^r4r cos n,x
N K &apos; &apos;

2 N-\- I siv^nx

Wir wenden auf SN {x) und Cn W ^en Mittelwertsatz der Differential-
rechnung an, welcher aussagt, daf3 fur jede Funktion F {x), die in einem
endlichen Intervall {a, b) stetig ist, und im Innern eine einzige Derivierte
hat,

wo £ eine Zahl im Innern des Intervalles {a, b) bedeutet. Es sei b x
und a habe den Wert ~. Es folgt :

N
v

&apos; V 2

L log 2 sin ^r^: — -——-:—{-— 2 ^ log 2

l^FT
8) Fiir die erste der beiden Funktionen vergleiche man : Cesàro, E., Elementares Lehrbuch

der algebraischen Analysis und der Innnitesimalrechmmg, Leipzig 1904, pg. 304/305 5

Wngsheim, Math. Ann., Bd. 26, pg. 193 und die dort pg. 195 erwâhnten Literaturangaben.
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wo £&apos; und £&quot; jedenfalls im Innern des Intervalles (a, i—e) liegen. Lassen
wir in beiden Formeln N uber aile Grenzen wachsen, so folgt gleich-
màGig in x\

™ cos 2 Ttnx t2 — lOor 2 sin six (i i)

Bernerkung: Wir wollen hier ein fur allemal vereinbaren, da6 der
Ausdruck

gleich Null sein soll, auch wenn die Funktion /&quot; (x) fur x k nicht
definiert ist oder unendlich groQ wird, falls nur % (k) o ist.

Dann folgt aus (5) und (10), bezw. (6) und (11), immer, weil % ein

(eigentlicher) iV^^charakter ist:

L{i,X)= —i^^—J^.log sin^; ^(_i) + i. (13)

Ist t ungerade, so soll die Summation in der zweiten dieser Summen
natûrlich so ausgefuhrt werden, daG man uber aile ganzen rationalen

positiven Zahlen, die kleiner sind ais —, summiert.

Corollar: Die Ausdrucke der Formeln (12) und (13):
t_

t fc Y ^S —% (Je) —, bezw. S —y (k) log sin—

wo %f wie immer, ein eigentlicher Nebencharakter mod. t ist, andern
sich nicht, wenn man t durch ein positiv ganzzahliges Vielfaches von t
ersetzt.

In der Tat ist:
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also, da die erste innere Summe verschwindet und die zweite innere
Summe nicht von j abhângt :

k2 -z(k).~, Q.E.D.

vt_
2 Vt

Vt

vt
X{k)\og 2 sin Vt

1 V—l [ t
— Y Z 2

vt

k=l

I —e

i —e

2izik
vt

Vt

— \ S — y(fc)log

T p

2 nik

2nik
V Vt

l — e 2 sin-

V̂ sin

Q. E. D.

§ 4. Das zweite Glied der Entwickelung der L - Reihen nach

Potenzen von (s—1)

Zur Bestimmung der Kronecker&apos;schen Grenzformel haben wir noch
die rechten Seiten der Formeln (8) fur v i umzuformen. Dazu bedienen
wir uns der Théorie der Fourier - Reihen. Fur die erste der beiden
Formeln (8) kann man auf eine bekannte Formel von Kummer (vgl.
Crelle, Bd. 35, pg. 1—4) zuriickgreifen, die wir in etwas geànderter
Form anschreiben. Sei o &lt;[ a ^ x ^ 1 — e, so ist :

— log n sin 2 nsix % F (i—x)
i n 2 s F(x)

(14)

13 Commentarii Mathematici Helvetici



Fur den Fall der zweiten der Formeln (8) wollen wir wieder fur
o &lt; £ &lt;; ;r &lt;; I — 6 die Reihe9) :

r+1 r+1 3 1
| r+l r+1

} + î

r+1 r+1 j I

log(i— x) — logyj
r+l r+1 3

l0g(2-^)-l0g¥
r+1 r+l 5 I I r+1 &apos;¦+15

{log(2+-*) — logï}+ |log(3 — *)-logï
r+l r+1

-j- ad infinitum,

ins Auge fassen. Hier ist r ^ i ganz rational, Cr eine Zahlkonstante,
uber die wir noch verfugen werden.

Sei o &lt;^ x &lt;^ y. Dann zeigt die Folge der Relationen :

daf3
r+l r+1 j \ r+1 r+1 t \ ^0r (x) —Cr—\logx — logTJ — I log (i—x) — log-j] \10)

eine Reihe ist, deren Glieder, abgesehen von wenigen, endlich vielen
Anfangsgliedern, abwechselnd positiv und negativ sind, und dem abso-

luten Betrage nach eine abnehmende Folge bilden, die nach Null kon-

vergiert. Folglich ist die Reihe (16) in o&lt;^^|zwar bedingt, aber

gleichmafiig konvergent. Weil die Vertauschung je eines Paares direkt
aufeinander folgender Glieder der Reihe an der Konvergenz nichts
andert und auch nichts am Grenzwert der Reihe, welcher nur in etwas

9) Zur Konstruktion dieser Reihen bm ich gelangt durch das Studium der Arbeit von
Hermann Kinkehn, Allgememe Théorie der harmomschen Reihen mit Anwendung auf die
Zahlentheorie. Basel 1862; Programm der Gewerbeschule m Basel fur das Jahr 1862, auch
Sonderdruck.
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anderer Art erreicht wird, ist (16) sogar in o^kxS, i gleichmafiig kon-
vergent. Fur o &lt;^ a^x^ i — a ist

0r(i—x) $&gt;r(x),

und ferner ist 0r (-|) Cr

Die Funktion

j r+1 r+1 / i \) r+1 r+1 / n)
| log (» + *) - log (^ + y)} + i log (» + i — *) _ log (» + y)|,

wo n ^ N und iV schon genugend grofi gewahlt sei, ist im Intervall
o &lt; x S, ~ monoton wachsend. Denn ihre Derivierte :

n-\- x n-\-i —x

ist im Innern des Intervalles positiv. Dasselbe gilt mithin in o:
von der Reihe

und (16) ist daher in o &lt; x &lt;: y als Summe von endlich vielen Funktionen
von beschrankter Variation selbst von beschrankter Variation. Offen-
sichtlich gilt dasselbe fur die Reihe (16) in o S: x S, i. Endlich beachte

man, dai3

i i

/r+l r+1 f* r+1
log x dx (—i) I log ^r

0 0

existiert. Nach bekannten Satzen (vgl. H. Lebesgue, Leçons sur les
séries trigonométriques, Paris 1906, pg. 73/74, Picard, traité d&apos;analyse,

3. édition, Paris 1927, t. I, pg. 329) stellt daher die Fourier-Entwickelung
von &lt;Pr {x) die Funktion 0r (x) dar in o &lt; a &lt;L x &lt; 1—s, wo a, wie immer,
belîebig, aber genugend klein. Man erhalt fur r 1, 2, 3, bezw.
successive die gesuchten Fourier - Reihen der zweiten der Formeln (8)
bezw. fur v 1, 2, 3,

Fur die Kronecker&apos;sche Grenzformel brauchen wir nur die Fourier-
Reihe, fur welche v — 1 ist, und die man aus &lt;PX {x) erhalt. In der Tat
ergibt sich wegen der Stetigkeit von &lt;Pt (x) im angegebenen Intervall :
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0t (x) Ao -f- 2 I An cos 2 n nx ; o &lt; e ^ x ^ i — a,

wobei

An= \ 01 (x) cos

Sei « ^ i, so ist

fi)2 2UrJ2 2 * l^ lim h log ^r — log y} -r log (i—jt) — log ^J

cos 2n%x dxy

also wegen der gleichmâGigen Konvergenz von (16) in Q^kxS,\\

/2 k r* 2

log x cos 2 /zflx dx -\- 2 lim 21 I log (A: -\- x) cos
o o

oder, falls k -f- # * gesetzt wird im Intégral :

a- /» 2 l k n
An 2 lim 21 I log * cos 2 ##* dfr =z — lim 2 I

An — lim S jlog * sin 2 /z#tf | — 2 j —-— sin 2

A 2 riogtJtu zzz I sin 2 tifct dt,
nst J t

o

Wir setzen im letzten Intégral 2 tint x ; dann erhalten wir :

2 C log x 2 f sin ^r^ I sin ^ (3ur h log 2 «^r I dx

Nun gilt flir o &lt; s &lt; 2 die Formel [vgl. z. B. das in der Anmerkung (8)

erwâhnte Lehrbuch von Cesàro, pg. 781]:
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¦±dx
2 r {s) sin —v &apos; 2

Folglich ist /(i) I ^ — und
2t X 2

0

sin * dx _ JL T&apos; JL E
2 2X 2 * &apos;

2
0

Mithin ist

und fur o&lt;^ e ^ x £k i — e :

i

01(x)= &lt;P1{x)dx+2{E+\og2n).2 + 2^-^ .(17)
J n=\ n n=l nJ n=\ n n=l

1

Die Constante I 0^ (x) dx ergibt sich aus der Bedingung 0t C^) — C\
o

als willkurlich. Sie ist auch fur uns im folgenden ohne Bedeutung, da
sie bei der Summation uber die Nebencharakter - Argumente herausfallt.
Setzt man:

Ct — log 2 log 8 m2 (18)

so wird sie gleich Null :

h
t (x) dx O.

Dies ergibt sich, wenn man in (17) das Argument x ~ setzt und die

Entwickelung nach Potenzen von (s—1) beider Seiten der Identitat:

— (S— I lofif 2 T T T I
2* ^* 4* •?*

heranzieht. Man vergleiche die Entwickelung von £ (s) nach Potenzen

von (s—1) am Anfang von §2, Formel (2).

10) Die Denvierten /&quot; (1), /&apos;&quot; (1), treten bei der Fourier-Entwickelung von 02
hix), auf.
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Dièse Normierung fur Ct empfiehlt sich, weil dann die Funktion
&lt;Pt (x) der Funktionalgleichung genùgtn)

M—l f \
S &lt;PX [x + —- &lt;PX {Mx) — 2 log M. log (2 sin Mnx) ;

M beliebig ganz rationai und positiv ; o &lt; a S: Mx ^ i — e.

Unter Berûcksichtigung von (n), (15) und (18) ergibt sich jetzt als

Pendant zur Formel (14) fùro&lt;£^;r^i— c: s

t? — losf n. cos 2 nnx 1 _
(19)

Mithin wird, unter Berûcksichtigung einer pg. 172 getroffenen Verein-
barung, falls ^ (—1) — 1 ist [vgl. Formeln (5) und (14)]:

und, falls ^(—i) -f-i ist [ vgl. Formeln (6) und (19)]

t
T

Im folgenden werden wir nur die Quotienten brauchen:

&apos;ii y) 1 *=&apos; ^(1—7)Z^^^+^^ + T =#ML
s-

%(-I) + I

S — % W l°S sin —

n) Fiir M=2 findet sich dièse évidente Funktionalgleichung, naturlich ohne den Aus-
druck (15) schon bei E. Landau; Crelle, Bd. 125, pg. 181. Selbstverstàndlich geht man zu
ihrer Ableitung von der Formel (19) aus. Die analoge Funktionalgleichung fur log V (x)
findet sich in der eingangs dièses § erwâhnten Note von E. E. Kummer.
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Tafeln fur log F (X) fur aile Werte von X von iooostei zu iooostel
fiir Z= i bis X 2 finden sich in Legendre, traité des fonctions
elliptiques et des intégrales Eulériennes, t. II, Paris 1826, pg. 489 sqq.
Fur x X— 1 ist ferner log F (x) log F (X) — log x.

Als alternierende Reihe ist 0t (x) bis auf eine gewisse Genauigkeit
leicht berechenbar. Ferner ist @x{x) in o &lt;^ e ^k x S= 1 — £ gliedweise
differentierbar.

II. Kapitel. Die Zetafunktion, die Kronecker&apos;sche Grenz-
formel und die Klassenzahl der Ausgangs-Kreiskôrper

§ 5. Die Zetafunktion der Ausgangs-Kreiskôrper

Es seien llt /2, lR im Ganzen R^i von einander verschiedene
2 KÎ\

ungerade Primzahlen. Wir betrachten den Korper K\em) der w-ten
Einheitswurzel, wo m lxki l2l //*. Sein Grad ist

Er entsteht durch Kombination der R Korper der /rV-ten Einheitswur-
zeln. r bedeute immer eine der Zahlen 1,2, R. (Hilbert, § 97). Es sei

ferner ar ein Teiler von (lr—1) und arbr^=.lr—1. Wir betrachten
den Korper k, der durch Zusammensetzung der R Unterkorper vom
Grade cr der Korper der lhrr ten Einheitswurzel entsteht. Sein Grad G

ist, da die Diskriminanten dieser Unterkorper teilerfremd sind zueinander

(Hilbert, Theorem 87):

I 2M
Sind aile br= i, so ist k identisch mit K \e m In jedem Falle er-
hâlt man auf dièse Weise den allgemeinsten, nach diesem Prinzip zu-

sammengesetzten Kreiskôrper von ungerader Diskriminante. Wir nennen
einen solchen Korper «Ausgangs »-Kreiskôrper. Denn wâre der Grad
eines Unterkorpers der /^rten Einheitswurzel von der Form
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cr ar lr r r ,wo i^r — h*r&lt;±hr — i,

so kônnte man vom Korper der m ten Einheitswurzel ausgehen, wo

ffr ~m ist.

Es sei Zr e r ferner gr eine ein fur allemal fest gewahlte Primi-

tivwurzel mod. lrr, die uberdies so gewahlt sei, datë

Es bedeute sr die Substitution

srZr^Z%r.
Endlich bedeute

srZk — Zk&lt;&gt; falls r^k ist.

Jede ganze Zahl A des Korpers der m ten Einheitswurzel kann so

dargestellt werden (Hilbert, § 94) :

A P (Z1, Z2, Zr),

wo /&gt; [xx, ^r2, ^ hier und im folgenden generell ein Polynom mit
ganzzahlig rationalen Zahlkoeffizienten der unabhangigen Veranderlichen

xl9 x2, xR bedeutet.

Die zu A algebraisch konjugierten Zahlen sind dann die Zahlen :

ç ni c ni çnR a — p (ç n\ 7 c ni y n

wo o£nr^r (r)Aile Zahlen des Korpers der m ten Einheitswurzel, die invariant sind

unter den Substitutionen :

(22)

&quot;R
&gt; ~R

bilden dann den Unterkorper fc.
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Ist a eine ganze Zahl von k, so ist dann immer noch

a P(Z19 Z2, ZR), (23)

und die zu a in bezug auf k algebraisch conjugierten Zahlen sind dann
die Zahlen

st&quot;i s2M* sn/ « ; o &lt;^ nr &lt;^ cr — I, r 1, 2, R.

Wir untersuchen jetzt die Zerlegung der zu m teilerfremden Prim-
zahlen / im Korper k. Es ist fur ein beliebiges ganzes rationales und

positives F nach dem Modul /, wegen des Fermat&apos;schen Satzes :

apF=PiZPF zpF zpF\

S. ni
(24)

7 7 7v\

s/màlPs2Fmà*P sRFmàRPa (mod./).

Hiebei hat P naturlich die gleiche Bedeutung wie in (23).
Ist f die kleinste positive ganze rationale Zahl, fur welche aile R

simultanen Kongruenzen

/\indr/~o (mod. cr r=:i,2, R

erfullt sind, so ist, weil a zu k gehort:

aPf=a{mo&amp;.p),

und folglich fur jedes Primideal p, welches p teilt

aP/=a (mod. p). (25)

Ist /&apos; der Grad von / :

so ist fur jede ganze Zahl a von k nach dem Fermat&apos;schen Satze:

aPft =a (mod. p). (26)
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Es ist mithin f &lt;Lf, weil die Kongruenz (25) von jeder der //&apos; Rest-
klassen von p erfullt ist.

Wir behaupten /&apos; /. Denn sei zum indirekten Beweise f &lt; /, so

ware gemaG (24) a fortiori mod. p und nach (26) fur jede ganze Zahl
a von k :

aPf&apos; sxf&apos;màiP s2f&apos;mâ*P sRf&apos;mà*P a=a (mod. p). (27)

Die Substitution

gehort aber gewifi zur Galois&apos;schen Gruppe des Korpers k und ist von
der Identitat verschieden. Denn es widersprache der Définition von f,
falls fur r 1, 2, 3, R

f mdrp o (mod. cr

gelten wurde fur ein f &lt; /. Da (27) fur jede ganze Zahl a at von k
gilt, so ware das Elément:

a2),

durch p teilbar. Dann ware auch die Korperdifferente von k, also auch

(2KÎ\
I 2KÎ\

e m /, und folglich auch die Korperdiskriminante von K \e m J

durch p teilbar. Das ist aber ein Widerspruch (Hilbert, Théorème 85
und 121).

Es gilt mithin der Satz : Ist / die kleinste positive ganze rationale
Zahl, fur welche aile R simultanen Kongruenzen

f. mdrp o (mod. cr ; r 1, 2, R ; (28)

s~*

befriedigt sind, ferner e —;, so zerfallt eine zu m teilerfremde Pnmzahl

p in e voneinander verschiedene Primideale /ten Grades12).

12) Emen anderen Beweis zu diesem Satze îm Falle des vollen Kreiskorpers siehe in
Hilbert, Beweis zu Theorem 125.
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Denn da^ zur Korperdiskriminante teilerfremd ist, so kann kein p in
hoherer als erster Potenz in p aufgehen.

Daraus folgt

((p))(z (/)/*)-*, (29)
v\p x

wo auf der linken Seite p aile voneinander verschiedenen Primteiler p
in k von p durchlauft, und ^ auf der rechten Seite aile eigentlichen
Charaktere, welche den G Charakteren

Xxn^ .Xzn*b* XRn*b*; o£nr£cr— I ; (30)

zugeordnet sind. Hier bedeutet (r 1, 2, R):

271 l

einen bestimmten erzeugenden Charakter mod. lrkr&gt;

Da p zu m teilerfremd ist, haben die den Charakteren (30) zugeord-
neten eigentlichen Charaktere fur das Argument / den gleichen Wert
wie die uneigentlichen Charaktere. Jeder Charakter

XP b* (p). Xf*** (p) XRnRbR {p) ; o£nr£cr - 1 ; (31)

ist eine /te Einheitswurzel, denn

A Ht ind! p n2ind2p îir màR p \
J 2 Tu l \ — — // \ CX ~ C2

&apos;

&apos;

CR iCR i=:

wegen der Kongruenzen (28). Es gibt auch keine kleinere positive Zahl
f&quot;&lt;^ff sodafi aile Charaktere (31) /&quot;&quot; te Einheitswurzeln sind. Denn
dann ware fur aile Wertesysteme der nr :

.j^indi/? ,n2mdsp hr màR p \
2 7C l \ —r~&quot; ¦¦ ~&quot; «... &quot;

l cx ~ c2 ~ ~ cr

Fur jedes r 1, 2, R wurde fur : nr 1 ; nx n2= ^r_x

«r+i nR O

/&quot; indr/™o (mod. cr)
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folgen. Das ist aber ein Widerspruch gegen die Définition von /. Da
aber die Charaktere (30) eine Gruppe (vom Grade G) bilden, so kommt
jede /te Einheitswurzel gleich oft vor (Hecke, Satz 32, pg. 35). Mithin
ist die rechte Seite von (29) gleich

f ={1-P-Sf)~e •

Den gleichen Wert hat aber auf Grund des Satzes pg. 182 auch die linke
Seite von (29).

Wir untersuchen jetzt die Zerlegung des in m aufgehenden Primteilers
lR /. Im Unterkôrper k* von fc, welcher aus allen R — 1 Unterkôr-
pern der Grade c1, c2, o?-i zusammengesetzt ist, ist die Zerlegung
von / auf Grund unserer bisherigen Ausfùhrungen bekannt: Ist f* die
kleinste positive ganze rationale Zahl, fur welche simultan aile (R— 1)

Kongruenzen

/* indr /= o (mod. cr), wo r I, 2, R— 1,

G_

cRf
dene Primideale /* ten Grades :

erfùllt sind, ferner e* —, so zerfallt / in é7* voneinander verschie-

/=I? .1? I?.

Im Unterkôrper ïc vom Grade cR des Korpers der lh ten Einheitswurzel
ist / die cr te Potenz eines Primideales I :

i=\Cr

Denn es gibt im Kôrper K K \e lh nur ein Primideal, und zwar
ersten Grades £, welches in / aufgeht, und also in der (/—1) lh~l ten
Potenz

h—1

(Hilbert, Theorem 120). Folglich gibt es in k auch nur ein Primideal
F, das in / aufgeht, und zwar in der cR ten Potenz. Denn wenn dièse
Potenz vom Korpergrad von k verschieden wàre, so mùfite fur einen
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gewissen Relativkorper ein Pnmideal £ des Oberkorpers (der seinerseits
Unterkorper von K ist), in hoherer Potenz in einem Pnmideal 1 des

Unterkorpers aufgehen, als der Relativgrad betragt.
Aus der Darstellung

U I2 • • • • U* — ^Cr ~ l
folgt, daf3 die Idéale I,* nicht teilerfremd sind zu ï. Man mu(3 sich nur
daran ennnern, dafi ein Idéal die Vielfachen einer bestimmten ganzen Zahl
reprasentiert, welche Zahl allerdings in einem Oberkorper hegt, falls ein
Idéal nicht Hauptideal ist. Es sei

I, (t*, ï), (fur t=i,2, e*)f

der groGte gemeinschafthche Teiler von l* und ï, aufgefafit als Idéal
in k. Das Idéal I, ist vom Einheitsideale in k verschieden. Jedes dieser
Idéale geht in / in genau cR ter Potenz auf, mithin ist

1

Es kann auf der rechten Seite dieser Gleichung kein weiterer vom Ein-
heitsideal verschiedener Idealfaktor auftreten, und die lt, wo /=i, 2,

e*, sind /W/mdeale.
Beweis: Es sei in Pnmideal-Darstellung in k-

ltA2 .!,• $ %t .tfâtWoE^é*, At^i, fart =1,2,

Es sei ebenso in Pnmidealdarstellung in fc-

/—\\Ai \A% \ae\ck \Bx xB2 \Be \Be+\ \Bh
~~~ j (1) - (2) * - l(E) j

&quot; l(l) • l(2) * • • &quot; 1{E) &apos; l{E+l) * * \H) &gt;

wo H^E und Bj^o, falls j 1, 2, E,
#,;&gt; 1, falls J=E+ 1, -£-(-2, H

Der Grad des Ideals [t* in P, wo 1 1, 2, **, ist gleich /&quot;*, und
der Grad jedes in &amp; hegenden Idealteilers ein Vielfaches Vt von /**.
Normenbildung in A: ergibt mithin

+ + Vi/Bh.
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Nun ist (?=/*. &lt;?*. cR. Folglich mussen, da aile Summanden des Ex-
ponenten der rechten Seite nicht negativ sind, aile V gleich i sein und
H E é*, ferner Ax A2 Af i, endlich Bt B2=

Be* o. Q. E. D.

Es ist auch

—)-i (32)

wo I auf der linken Seite aile voneinander verschiedenen Primideale I

von k durchlauft, die / teilen und % auf der rechten Seite aile eigent-
lichen Charaktere, die den Charakteren (30) zugeordnet sind. Denn % (/)
ist immer gleich Null, auCer wenn nR o ist. Die Charaktere

bilden aber eine Untergruppe der Charaktere (30). Fur das Argument
/ z= lR fallt der Wert der Charaktere (33) je mit dem Wert des zuge-
ordneten eigentlichen Charakters zusammen, und daher ist wie oben

(vgl. das Ende von §1):

X

Den gleichen Wert hat aber auch die linke Seite von (32).

Damit ist bewiesen

&amp; (s)= RL (s, %),
X

wo % u^er die zur Galois&apos;schen Gruppe von h isomorphe Gruppe aller
eigentlicher Charaktere zu erstrecken ist. Oder

wo x uber aile eigentlichen Nebencharaktere zu erstrecken ist, die den
Nebencharakteren
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XnRbR ; o^f^f-i,r-i,2 R,
r auCer b1z=b2= zzzdE O;

zugeordnet sind.

Die Formeln (34) und (35) bleiben mutatis mutandis auch gùltig, falls
die Diskriminante eines Kreiskdrpers gerade ist. Wir erhalten die noch
fehlenden Ausgangs-Kreiskôrper, falls wir dem betrachteten Kôrper k
oder auch nur dem rationalen Zahlkôrper den cyklischen reellen Unter-
kôrper 74o_2 vom 2Âo~2 ten Grade adjungieren (also k0 ^&gt; 3), oder dann
den vollen Kôrper der 2Ao ten Einheitswurzel, wo k0 &gt; 2 (Vgl. hierzu
Hilbert, § 99 und § 100). In jedem Falle hat man dann Unterkorper
des Korpers der m ten Einheitswurzel, wo m 2^0. m ist.

Eine den Kôrper bestimmende ganze Zahl von I\-2 ist

Z% Zo-\- Zo~1, wo Zq= e 2^0

Die zu Z* in bezug auf 11^—2 algebraisch conjugierten Zahlen sind die
Zahlen

s%n* Z%, wo o &lt; n^ &lt; 2^o~2 — i, und wo s^ Z§ Zob.

Ferner sei s% Z{ Zt, falls i^£o ist.

Jede ganze Zahl a des Korpers K {k, Z#), dessen Grad gleich 2Ao~2. G

ist, ist dann von der Form

„ p/y 7 7 7 \a — jr \z,% Zrj, z^2 » ?•• ^r •

Die zu a in bezug auf K (k, Z%) algebraisch conjugierten Zahlen sind
dann die Zahlen:

s/1* stni s2n* sRnR a, wo o&lt;,nr£cr—i; r=i,2, R.

Das Tableau der Substitutionen (22) andert sich nicht.

Fur ungerades a sei dann ind* a die mod. 2Ao~2 eindeutig bestimmte
Zahl, fur welche

a= ± S ind*a (mod. 2^0) (36)

ist.
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Sei jetzt p eine zu ni teilerfremde rationale Primzahl und F* die kleinste
positive ganze rationale Zahl, fur welche aile R -{- i simultanen Kon-
gruenzen

F* indr/ o (mod. cr), r i, 2, R und

=o (mod. 2aq~2)

2Ao2. (^
befriedigt sind. Dann ergibt sich wie oben, dafi falls E* —~— ist,

jede zu m teilerfremde Primzahl / in E* voneinander verschiedene Prim-
ideale F* ten Grades zerfallt in K (fc, Z^).

Ebenso wie oben ergibt sich die Formel:

/7(i -n (p)-)-1 #(i -ZG»)/-*)-1 (37)

wo auf der linken Seite p aile voneinander verschiedenen Primteiler P
in K (Je, Z^) von / durchlauft, und rechts % aile eigentlichen Charaktere,
welche der Gruppe der 2^o~2. G Charakteren

X^X^K xnRbR o^nr^c -i, r i, 2, R

zugeordnet sind. Hier ist

2 TC /

ein Charakter mod. 2V Die Gleichung (37) gilt endlich auch fur aile
rationalen Primteiler von mf wie man auf gleiche Weise einsieht wie
oben. Es ist fur den analogen Beweisgang noch anzumerken, daG im
vollen Korper der 2^&gt; ten Einheitswurzel (k0 ^&gt; 2) die Primidealdarstellung

2

gilt. Mithin muG im reellen Unterkorper vom Grade 2Ao-2 (k0 ]&gt; 3) in

Primidealdarstellung

sein. (Vgl. den analogen SchluG, pg. 184).
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Eine den Korper bestimmende ganze Zahl des vollen Korpers der
27Î l

2ho ten Einheitswurzel ist Zo e 2^° Sei s0Z0 Z^~x eine Substitution

der Période 2, also s0Z* Z% und sQZr Zr fur r 1, 2, i£.

Jede ganze Zahl a des Korpers AT (fc, Zo), dessen Grad gleich 2*0—*. G

ist, ist dann von der Form

a =¦ P {Zo, Zly Z2, Z#

Die zu a in bezug auf 7T (A*, Zo) algebraisch konjugierten Zahlen sind
dann die Zahlen :

O;

yii s2n2 sRnR a, wo
nr&lt;cr — I; r=l,2

Das Tableau der Substitutionen (22) ist auch hier dasselbe.

Fur ungerades a sei dann ind0 a die mod. 2 eindeutig bestimmte Zahl :

a~(-i)md«a(mod.4). (38)

Wir wollen zur Deutlichkeit noch bemerken, dafi (36) und (38) zusammen
die Kongruenz:

a (—1) .5 (mod. 2Âo

ergeben, falls ^0^3* -^s se* F ^XQ kleinste positive ganze rationale Zahl,
fur welche aile R -f- 2 simultanen Kongruenzen

F indr/ o (mod. cr), r 1, 2, R
F ind^/^o (mod. 2*o-2)
.F ind0/ o (mod. 2)

befriedigt werden. Dann ergibt sich wie im Falle einer ungeraden Kor-
2^0—1 ~G

perdiskriminante, dafi, falls Zs —-— ist, jede zu m teilerfremde
r

Primzahl p in E voneinander verschiedene Primideale F ten Grades zer-

fallt in K (k, Zo).

Die Formel

77 (1 -n{p)-&apos;)-* n(i -x(p)p—)~l, (39)
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wo auf der linken Seite p aile voneinander verschiedenen Primteiler p
in K (k, Zo) von p durchlâuft, und rechts x allé eigentlichen Charaktere,
welche der Gruppe der 2Ao~1. G Charaktere

Xon» X/1* X^ b* X2n*b* XRnRbR\ o£n*£ 2*0-2 — i
f O&lt;Lnr&lt;,cr — I; r=l,2, R

zugeordnet sind, bleibt richtig. Hier ist fur jede ungerade Zahl a
a— i

2Xo (a) (— i) 2 ein Charakter (mod. 4).
Die Formel (39) gilt aber auch fur die rationalen Primteiler, die in m

aufgehen, wie man auf genau gleiche Weise einsieht, wie oben.
Die Funktion £j?(s) hat mithin in allen Fàllen die Gestalt

tris) 1= E(s). IIL (s, y), (40)
X

wo das Produkt ùber aile eigentlichen Nebencharaktere zu erstrecken ist.

§ 6. Die Umformung des Ausdruckes fur die Zetafunktion.

Aus den Gleichungen (40), (2), (9), (12), (13), (20) und (21) folgt, dafi
die Funktion £K (s) in allen Fallen der Kreis-Ausgangskorper die
Gestalt hat:

X

n \ - y (k) log sin

k=i

2 &quot; y (k) log* sin &quot;7

-j- hohere Potenzen in (s—1).

X

(41)
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Hier bedeutet G den Grad des Korpers K\
Falls m m ungerade, d. h. K k ist, so ist G — G ct. c2 cR\
falls ni 2Ao m, kQ ^= 3, und nur der réelle Unterkorper vom Grade
2^o-2 zu k hinzutritt, d. h. K ~ K {k, Z*) ist, so ist G=2Ao-2G
2Ao-2 cx c% cR ; falls w 2^0 //z, #0 &gt;= 2 und der voile Korper der
2;*o ten Einheitswurzel zu k hinzutritt, d. h. K K {k, Zo) ist, so ist G
2ho—l G 2^o— *. ^. c%... £# • Die Summen und Produkte sind zu erstrecken
bezw. uber diejenigen der G—i eigentlichen Nebencharaktere, welche
den weiter oben in jedem Falle erwahnten Nebencharakteren zugeordnet
sind, fur welche % (— i) — i, bezw. ^ (— i) — -\- i ist. Hiebei ist
fur // der Wert i, fur 2 der Wert o zu setzen, falls ketn Charakter von

der Art ^ (— i) — i existiert. tx ist derjenige Teiler von m, fur wel-
chen der betr. Charakter 2 eigentlich wird. Es ist dazu noch folgendes
zu bemerken :

Der Korper K ist als Galois&apos;scher Korper entweder total reell oder total
imaginar. Der erste Fall tritt nur ein, wenn aile br, wo r — 1, 2, R

gerade sind, und hochstens 11^-2 zu k tritt. Die Substitution sr
2

ist die einzige Substitution des Korpers der lrhr ten Einheitswurzel, die

genau die Période 2 hat, denn die Gruppe ist ja zyklisch vom Grade

br.cr=i(lr — 1) l/r-1. Anderseits ist Zr~x algebraisch konjugiert zu

Zr im Korper der lrhr ten Einheitswurzel, und folglich verwandelt, da

der Uebergang zur konjugiert komplexen Zahl eine Opération der

Période 2 ist, sr 2 ^jede Zahl des Korpers der lrhr ten Einheitswurzel
in ihre conjugiert complexe Zahl.

Ist br gerade, so kommt unter den Substitutionen, welche die Zahlen
des Unterkôrpers vom Grade cr des Korpers der lrhr ten Einheitswurzel
invariant lassen [vgl. das Tableau (22)], auch die Substitution

vor und folglich sind die Zahlen des Unterkôrpers vom Grade cr aile
reell.

Ist br ungerade, so ist cr gerade und br \~J nach dem Modul cr kon-

gruent einem der Werte 1, 2, 3 (cr— 1). Die Substitution

*-¦(¥)
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fuhrt also eine den Korper vom Grade cr bestitnmende ganze Zahl a
in eine zu ihr algebraisch conjugierte

sr a a
ùber. Die Zahl

a — a

gehort dann auch dem Korper vom Grade cr an, denn der Korper vom
Grade cr ist Galois&apos;sch. a — a ist aber rein imaginar und von Null ver-
schieden wegen der Irreduzibilitat der Gleichung mit rationalen Zahl-
koeffizienten vom Grade cr, der a und seine algebraisch konjugierten
Zahlen genugen.

Bedeutet rx die Anzahl der reellen, 2r2 die Anzahl der imaginaren
tinter den rt -J- 2 r2 zueinander algebraisch konjugierten Korpern eines

algebraischen Zahlkorpers vom (rt -f- 2 r2) ten Grade, so ist rx o,

r2 —, falls K imaginar ist, dagegen rx G, r2 o, falls K reell ist.

Im Falle eines reellen K gzbt es keine Charaktere, fur welcke%(— 1) — 1

ist. Denn fur den erzeugenden Charakter ist

eu&quot;~ =-1,
also Xrbr (—1) -f&quot; i, bezw.

=+1.
Falls K imaginar ist, sind je — Charaktere von der Art £ (— 1) — 1

und #(— 1) -f- 1, denn das Produkt zweier Charaktere von verschie-

dener Art ergibt einen Charakter von der Art ^ (— 1) — 1 ; y— 1)

Nebencharsktere sind also von der Art ^(— i)i=-f- 1.

Wir gehen uber zur Vereinfachung der rechten Seite von (41). Unter
Berucksichtigung des Corollares, pg. 172 erhalten wir fur die beiden
Produkte der rechten Seite der Formel (41):

n l y
i)=a + 1 G(l&gt;x) (42)

n
—I I-y(k).k

2

2 -y{k) log sin —
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Fur dte praktzsche Berechnimg ist allerdings die ursprungliche Summations-

Vorschrift bis zu tx, bezw. — vorteilhafter.

Wir berechnen die beiden ersten Produkte des Ausdruckes (42). Wir
nehmen zuerst die ^, die fur einen Teiler der ungeraden Primzahlpotenz
lrhrz=zlh unter Weglassung des Index r, eigentlich sind.

Die zugehorigen Charaktere sind:

X{g)

Durch SchluG von h—1 auf h sieht man unmittelbar :

Es gibt einen Charakter, fur den (n, lk) lh ist. Er wird fur tx 1

eigentlich 13).

Es gibt ^~— 1 Charaktere, fur die (n, lh) lh ~x ist. Sie werden

fur tx-=.l eigentlich.

Es gibt vW — 9(0 Charaktere, fur die (», l*) l*~2 ist. Sie werden
b

fur tx l2 eigentlich.

Es gibt vW — v(Pl Charaktere, fur die {n, lh) lh~\ Sie werden

fur tx /3 eigentlich.

Es gibt 2-^ ~f^~ &quot; Charaktere, fur die («, lh) L Sie werden

fur tx~lh-1 eigentlich.

Es gibt
&lt;P(lh) — &lt;P(lh~l)

charaktere, fur die {n, lk) 1. Sie sind
a

schon eigentlich : tx /A.

Zu jedem nicht reellen Charakter existiert auch der konjugiert kom-

plexe Charakter, da ja die Charaktere, die zu berucksichtigen sind, zu-

sammen mit dem Hauptcharakter eine Gruppe bilden. Bei beliebigem
tx ist fur zwei conjugiert complexe Charaktere, vgl. den Anfang von § 2,
Formeln (3) und (4), falls % (- 1) =x (- 1) — 1 ist:

— 1

t 2

x

18) Der Hauptcharakter ist in (41) und (42) nicht zu berucksichtigen.
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und, falls % (— i) =#(— i) -j- I ist:

I I I

Nur der Nebencharakter, fur welchen n b y (p (/k) ist, ist reell, aile
andern sind je zu zweien konjugiert komplex. (Die Gruppe dieser Cha-
raktere ist ja zyklisch Fur den erzeugenden Charakter ist

Je nachdem oder also auch /—i
2

&apos;

2

ist fur den reellen Charakter ^ (— i) — i oder
ersten Falle ist — / i (mod. 4) und

ungerade oder gerade ist,

— i) —|— i- Im

\Vi

im zweiten Falle ist /= 1 (mod. 4) und

nach den bekannten Formeln uber die GauG&apos;schen Summen14). Die
beiden ersten Produkte von (42), erstreckt uber aile eigentlichen Neben-

charaktere, fur welche tx ein Teiler von lh ist, ergeben mithin

14) Emen direkten Beweis fur die Vorzeichenbestimmung dieser Gauss&apos;schen Summen
liefert z. B. die Funktionalgleichung der Zetafunktion des betr quadratischen Korpers in Ver-
bindung mit der Funktionalgleichung der gewohnlichen Riemann&apos;schen Zetafunktion, fur
5=0, bezw. s i. Vgl. z. B.. Gut, M., Ueber die Klassenzahl der quadratischen Korper,
Vierteljahrsschnft der Naturforschenden Gesellschaft in Zurich, 72 Jahrgang (1927)5 pg. 197.
Man beachte ubngens wohl, dass man auf dièse Vorzeichenbestimmung verzichten und sich
mit den absoluten Betragen, also mit Formel (4), begnugen kann, falls man nur die
Klassenzahlbestimmung (vgl. § 7) des Korpers beabsichtigt.
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Die Potenz, in der

dukten auftritt, ist

mithin uberhaupt in diesen beiden Pro-

L
.G

(43)

Denn jeder Charakter mod. lrhr tritt mit jedem der G: ^ Charak-
m r

tere mod. multipliziert auf. Die Charaktere sind auch in der ge-

samten Gruppe der G Charaktere je zu zweien konjugiert komplex,
aufier es handle sich um die reellen Charaktere. Abgesehen vom Haupt-
charakter gehoren die reellen Charaktere zu den Teilern lx, /2, lR,

4 oder 8, (siehe pg. 164), oder Produkten dieser Grofien (jede hochstens
in erster Potenz wobei naturlich nur 4 oder 8 auftritt in einem solchen
Produkte. Fur aile dièse reellen Charaktere ist ebenso nach den be-
kannten Formeln ùber die Gaufi&apos;schen Summen:

falls %(—i) —

G(i,:
falls 2(_

; (% reell), resp.

-l-!i : (y reell).

Endlich ist noch die Primzahl 2 ins Auge zu fassen. Die nicht schon
erwahnten Nebencharaktere sind je zu zweien konjugiert komplex (vgl.
Pg- 165).

Tritt der voile Korper der 2Ao ten Einheitswurzel in K auf, so liefern
die beiden Produkte von (42), nur uber die Teiler tx von 2h° erstreckt

Mithin ergeben beide Produkte als Faktor, der aile Potenzen von 2

enthalt :

1 \h — 1 • g (44)
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Tritt nur der réelle Unterkôrper vom Grade 2Âo~2, wo Âo^3, in K
auf, so liefern die beiden Produkte von (42), nur uber die Teiler tx von
2Ao erstreckt, den Faktor:

&quot;Ci

(p{2ho)

Mithin ergeben beide Produkte von (42), als Faktor, der aile Potenzen

von 2 umfafit:

K- 2 _
2h0— 2 (45)

Wir haben damit in jedem Falle die beiden Produkte von (42) be-

stimmt ; wir wollen aber dièse Grôfie noch durch die Diskriminante von
K ausdrûcken.

Wir bestimmen zunachst die Diskriminante d des Unterkôrpers k der
lhr =z lh ten Einheitswurzel, wo / ungerade ist, der den Grad c=zalh~l

=^5 hat.
b

Ist b=i9 mithin ^ /— I, und c (/— \)ih~\ so tritt der voile
Kôrper K der lh ten Einheitswurzel in K auf, dessen Diskriminante D
(Hilbert, § 96) gleich

(46)

ist. Es sei mithin ô&gt; 1. Die Elemente, welche Teiler der Relativ-
differenten von K z\xh (vgl. Hilbert, §§ 14 und 15) sind, sind aile gleich

dem Idéal £ (1 — Z) von ^T Hier ist Z=:Zr elrkr Denn sie

sind gleich

i, 2,

und die Kongruenz

— I EEO (mod. /), 5= 1, 2, 3, *— 1,
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ist nicht moglich. Denn g ist a fortiori Primitivwurzel mod. /, und es
muGte Balk&apos;~1=o (mod. (/—i)), d. h. Ba o (mod. (/—i)) sein. Das

ist aber nicht moglich 15). Die Relativdifferente von K zu h ist mithin
gleich £^~J) ; die Relativdiskriminante von K in bezug auf k mithin
£^(^—!) — [(* —l)

y wo ï die gleiche Bedeutung hat wie aul pg. 184. Nach
dem Fundamentalsatz uber die Korperdiskriminanten (Hilbert, Satz 39)
ist die gesuchte Diskriminante d, da T ein Primideal 1. Grades in k ist :

/*-&apos;(&apos;-0

(47)

Da fur b 1 die Formel (47) in die Formel (46) ubergeht, gilt die
Formel (47) allgemein. Im Ganzen tritt dièse Diskriminante (Hilbert,

w (lh)
Theorem 88) in der G: ten Potenz in der Korperdiskriminante D

von K auf. Der Faktor von D, der aile und nur die Potenzen von lr
enthalt, ist mithin:

lr
hr—±- G. (48)

Tritt der voile Korper K der 2Ao ten Einheitswurzel in K auf, so

lautet der Faktor von D, der aile und nur die Potenzen von 2 enthalt,
analog :

(49)

Tritt schliefilich nur der réelle Unterkorper k vom Grade 2h* -2 in K
auf, so beachte man, daf3 die Relativdifferente dièses Korpers k zu K
gleich dem Elément

15) Man hute sich vor dem Trugschlusse, dasb aile Elemente von /C gleich £ seien. Es

gibt auch Elemente, welche hohere Potenzen von £ smd. Dieser Punkt wird nicht genauer
untersucht bei Beeger, ist aber we-enthch. (Vgl. Beeger, 1. c pg. 460/461),
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2 TV l

q- *), ZQ e wie oben,

ist. Die Relativdiskriminante ist mithin das Idéal in k:

Die Norm dièses Idéales in k in bezug auf den rationalen Zahlkôrper
2 ir i

2^0—!
ist, falls £=&lt;r bedeutet:

hm —
I

x —

lim
h—2

zzn /1,

Mithin ist, falls ^T die Diskriminante von k bedeutet, unter Berucksich-

tigung des Wertes + i) 2^0&quot;~1)2 ° der Diskriminanten von ~K\

- 1)2&quot;

¦ 2

Der Faktor der Diskriminanten i) von iT, welcher aile und nur die Po-
tenzen von 2 enthàlt in diesem Falle, ist mithin :

-2 2—1)
(50)

Hait man jetzt die Ausdriicke (43) mit (48), bezw. (44) mit (49), bezw.

(45) mit (50) zusammen, so ergibt sich jetzt fur (42) der Ausdruck:

\tn I \VD\x(-i)—— i
S -y{k).k 1 -v(fc).logsin — •(Si)
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Hier bedeutet r rt -f- ^ — l&gt; w*e ublich. Fuhren wir (51) statt (42)
in (41) ein, so erhalten wir die Schlussformel:

X

X 4 i
(52)

log sin -—

-|- hohere Potenzen in (s — i).

Die Produkte und Summen gehen uber aile G — i eigentlichen Neben-
charaktere der Gruppe der G Charaktere, die isomorph ist mit der
Galois&apos;schen Gruppe des Korpers K&gt; naturlich je nur uber die eigentlichen

Nebencharaktere von der verlangten Art. Gibt es darunter keine
Charaktere mit ^(— i) — i, so ist fur das betreffende Produkt der
Wert i, fur die betreffende Summe der Wert o zu setzen.

§ 7. Die Klassenzahl der Ausgangs-Kreiskôrper

Die Klassenzahl h des Korpers K erhalt man aus der bekannten
Formel :

/~rC I rrai I ^ /~TT I oP &apos; wO/

und wo ç o, falls r2 o

p 1, falls r2 &gt; o.
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G ist der Grad des Korpers K&gt; zo die Anzahl der in îhm auftretenden
Einheitswurzeln, D die Korperdiskriminante, R der Regulator. Fur den

Regulator sind zwei Definitionen in der Literatur gebrauchlich, die sich,
falls r2 &gt; o ist, uni den Faktor 2r2-1 unterscheiden : R* 2r2~1 R,
und sonst sich decken. Die Verschiedenheit der Definitionen ruhrt da-

von her, daB die Autoren, die R* verwenden, in R* die Logarithmen
der Normen der komplexen Grundeinheiten der konjugiert algebraischen
Zahlkorper nehmen, die Autoren, die R verwenden, die Logarithmen
der absoluten Betrage der komplexen Grundeinheiten der konjugiert
algebraischen Zahlkorper 16).

Wir nehmen zuerst den Fall des total reellen Korpers K\ bly b2,
bR sind gerade, ferner ist hochstens der réelle Unterkorper vom

Grade 2Ao~2 in K. Die linke Seite von (53) ergibt dann, da rx G,

r2 o, w 2 [vgl. den Anfang von § 6]; vermoge (52)

2G~~]

n
X

i. log sin _
m

und die rechte Seite von (53)

h.- 2G.R

folglich ist

n
X

-2(fc)logsin —
R

wo das Produkt uber aile G— 1 eigentlichen Nebencharaktere zu er-
strecken ist.

16) Die Verwendung von /?* siehe z B. bei Hecke, die Verwendung von R m E. Landau,
Emfuhrung in die elementare und analytische Théorie der algebraischen Zahlen und der
Idéale, Leipzig und Berlin 1918. Der Hilbert&apos;sche Zahlbencht ist înkonsequent: lm VII.
Kapitel ist der Loganthmus der Norm der komplexen Grundeinheiten genommen (/?*), im
XXVI Kapitel fur allgememes m der Loganthmus des absoluten Betrages der Grundeinheiten

(R). Hierauf hat Beeger 1919 1. c. pg. 414 und spater, 1923, Mitchell aufmerksam
gemacht im ersten der in der Einleitung erwahnten Bulletins of the National Research Council
(cfr. dort, pg. 17).
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Fur den Fall des total imaginaren Korpers [wenigstens ein br ungerade,

oder, falls aile br gerade : K (Zo) liegt in K] ist rx o, r2 =—. Die

Anzahl w der Einheitswurzeln ist:
Falls m ungerade ist:

w 2 II lrhr, wo das Produkt uber aile r zu erstrecken ist,
fur welche br — i ist ;

Falls ni gerade ist, mithin o (mod. 4) :

w 2^0 II lrhr wo das Produkt uber aile r zu erstrecken ist,
fur welche br 1 ist.

Ist kein ^=1, so bedeutet in beiden Fallen das Produkt // die
Zahl 1.

Die linke Seite von (53) ergibt jetzt, gemaG (52):

G G ^_

n \l-(k).k\ rj
S l-y(fc).logsin —

die redite Seite von (53) ist:

h.
w | y d |

Folglich ist:

n
k zv k=\

nk)
01 n \

m]

(2 m)2 R

wo das erste Produkt uber aile — eigentlichen Nebencharaktere zu

erstrecken ist, fur welche ^(— 1) — 1 ist, wàhrend das zweite Produkt

uber aile 1 eigentlichen Nebencharaktere zu erstrecken ist, fur

welche ^(— 1) + 1 ist-

Im Hilbert&apos;schen Zahlbericht ist die letzte Formel, falls m^o (mod. 4)

ist, und es sich um den vollen Kreiskorper der m ten Einheitswurzel
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handelt, falsch angegeben. Vergleiche die in der Einleitung erwahnte
Arbeit von E. E. Kummer. w ist dann namlich nur gleich m. Vergleiche
auGerdem Anmerkung 16) betr. den Regulator.

Falls die Grappe der Charaktere, fur welche ^ (— i) -j- i ist, zyklisch
ist, kann man das Produkt

in Determinantenform schreiben, wie dies schon von Kummer [vgl. Crelle,
Bd. 40, pg. 93; Journal de mathématiques t. 16, pg. 377 (1850)] ausge-
fuhrt wurde in den von ihm betrachteten Kreiskorpern. Wir wollen darauf
nicht eintreten. Vergleiche auch Beeger 1. c, pg. 768/770.

III. Kapitel. Die Zetafunktion, die Kronecker&apos;sche Grenz-
formel und die Klassenzahl des allgemeinsten
Kreiskôrpers

§ 8. Die Zetafunktion des allgemeinsten Kreiskôrpers

Es handelt sich jetzt darum, noch samtliche Unterkôrper U eines

gegebenen Ausgangs - Kreiskôrpers K ins Auge zu fassen, die nicht
schon Unterkôrper eines «niedrigeren» Ausgangskorpers sind, d. h. eines

Ausgangskorpers, welcher wirklicher Unterkôrper von K wàre.
Set zunachst wieder m=^m ungerade. Die Zahlen von K sind invariant

unter sc*, sc*, scRR. Dièse Substitutionen und ihre Potenzen sind in
diesem Kapitel im wesentlichen von gleicher Bedeutung wie die Einheits-
Substitution. Die Galois&apos;sche Gruppe (g von K ist gegeben durch

S\ ^2 •.. sR \OS,nrS,cr — I ; r I, 2, K.

Wenn man nun verlangt, daG die Zahlen des Unterkôrpers U
invariant seien unter

s*. mithin auch unter s**, sB*, s(Mx+Ncr). m J\f ganz rational

so mufi der Modul (x, cr) mit (cr) identisch sein, denn sonst wàre U
Unterkôrper eines niedrigeren Ausgangskorpers. Daher kann man nur
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fordern, dafi die Zahlen von U invariant seien unter Substitutionen

vom Typus
X\ Xq X n

Ç Ç Ç xV

wo fur mindestens zwei verschiedene Indices r der Exponent xr eJe o

(mod. cr) ist. Sind die cr je zu zweien zueinander teilerfremd, so waren
die Zahlen von U auch invariant unter

c, c2... cR

X X X Cr Cr

(s11 s2 2... sR*) aquivalent sr

also mui3te, wie oben, xr o (mod. cr) sein fur r i, 2, R. Wir
mufien daher annehmen, daG die cr gemeinschaftliche Teiler haben. Nur
dann gibt es Unterkorper U.

Hat U den Relativgrad 7, so gibt es eine Gruppe 3 von 7
Substitutionen :

sfn S221 sfu 4*1 =/=Identitat

r=i,29...R.
S222 sf32... s**»

(54)

unter denen aile Zahlen von U invariant sind. Es gibt ferner g — —

Substitutionen, so da6 die symbolische Gleichung gilt:

yi2sy** syR*-\-~\ sy&quot;g sy*g syRg^ — O • Si S2 &quot;• SR

sy&quot; s?&quot; syR1 =1= Identitat. (55)
1 £ R

Wir wollen jetzt der Substitution s^ s^2 snRR der Galois&apos;schen

Gruppe © von K den Charakter (vgl. Anfang von § 5):

nR

(56)
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zuordnen. Dadurch sind die beiden zueinander holoedrisch isomorphen
Gruppen der G Substitutionen und der G Charaktere ein-eindeutig, d. h.

von inneren Isomorphien frei, aufeinander bezogen.
Setzt man jetzt sâmtliche Charaktere gleich i, welche den y

Substitutionen der Gruppe 3 entsprechen, so wird dadurch eine Gruppe

von genau g — Argumenten

festgelegt (Hecke, pg. 36/38), die also aile y Gleichungen

2 ni

XR*

ç\ C2 C3

I

— I

2 ni
I

7=1,2, ...g (57)

befriedigen.
Die iibrigens zu &lt;B/3 isomorphe Untergruppe von Charakteren ist

mithin folgende

?^ (a) (a)...XRbRbR&gt; {a);j=l,2,....g; (58)

wo die Charaktere dieselbe Bedeutung haben wie eben und im §5.
Es ist fur spàter wichtig, noch zu bemerken, daG man dièse Gruppe

von Charakteren als die zur Gruppe der 3 zugeordneten Charaktere

reziproke Gruppe nennt. Denn es geht aus einer aufmerksamen Betrach-

tung der Kette der Gleichungen (56) unmittelbar hervor, daG die

reziproke Charakteren - Gruppe der reziproken Charakteren - Gruppe die

ursprùngliche Charakteren - Gruppe selbst ist. Oder anders ausgedriickt :

Nur die y Système von Zahlen

204



(#11 » #21» #31» • •

(#12 » #22 » #32 » • • • #/?2J

(#13 y #23 y #33 &gt; • • • &amp;R9J

(#17» #27» #37» .-•#/?/)

befnedigen aile g Gleichungen : j i, 2, ...g:

e I.
Die Tatsache, dai3 £/* nicht Unterkorper eines niedngeren Ausgangs-

Kreiskorpers ist, druckt sich so aus, daf3 aile Moduln

(cr} bn, b^, brs, brg) i, r=i, 2, R (59)

sind. Denn ware dies nicht der Fall und etwa :

(cr, bri9 br2, b^, brg) (b&apos;r), Vr &gt; 1,

so ist klar, dal3 bei festgehaltenem xlt, x2t, %r-i,t &gt; %r+i,t, •• %Rt

u Cr 2Cr (&lt;^&apos;r— i) Crmit ^ auch xrt + -rr- » #^ + 77-, av* + 17&quot;^— unter den Ex&quot;

o r 0 r o r
ponenten - Systemen der Substitutionen von 3 auftreten wurde, und

Su

folghch ware die Substitution sr r in 3« Das ist aber gegen die Voraus-
setzung falls br&apos; &gt; 1.

Es sei jetzt p eine zu m teilerfremde Pnmzahl, p darf hier also auch

gleich 2 sein. Die Pnmitivwurzeln mod. lhrr und daher auch die Indices

seien die gleichen wie in § 5.

Wir betrachten jetzt die y simultanen Kongruenzen [vgl. (54)] :

it. indt/ xxt (mod. ct)
ît. ind2 p x21 (mod. c2)

Xzt (mod. cj

it. \wàRp xRt (mod. cR)

t=i,29. y. (60)

Falls eine solche simultané Kongruenz (bei festem t) uberhaupt eine

Losung it zulaGt, nehme man das kleinste positive f^, welches aile R
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simultanen Kongruenzen befriedigt. Wenn fur ein festes t keine Losung
ît existiert, so ist ït gar nicht definiert. Die Zahlen îti welche so exi-
stieren, bilden einen Modul, weil die zugehorigen Substitutionen von 3&gt;

wie man ohne weiteres einsieht, eine Untergruppe von 3 bilden. Im
ungunstigsten Falle ist nur ezn Wert (t erklart, der der Einheits-
Substitution von 3 entspricht und gleich unserem fruheren f (vgl. § 5)

ist. Es sei dann f der grôfite gemeinschaftliche Teiler aller îti dann ist
jedes ît ein Vielfaches von f, also auch unser fruheres /. Endlich gibt
es sicher mindestens einen Index T, fur welchen

f indj/ xxT (mod. ct)
f ind2/ x2T (mod. c2)

f

f ind^/

(6i)

ist; dies wieder, weil die Substitutionen von 3? denen ein ît entspricht,
eine Untergruppe von 3 bilden. Man sieht ubrigens, dafi es zu jedem
it nur eine Substitution geben kann, sodafi die Kongruenzen (60) gelten,
denn die linke Seite jeder Kongruenz legt doch die rechte Seite nach
dem Modul cr eindeutig fest. Mithin bilden die Substitutionen, denen

ein ît entspricht, eine zyklische Gruppe vom Grade -~
Jede ganze Zahl a von U lafit sich so darstellen :

Es sei jetzt F eine beliebige positive ganze rationale Zahl. Dann ist
wie in § 5, vgl. die Kongruenz (24):

p Fmdtp Fmd2p FmàRp tf.~\a1^ =s1 s% &gt;-&gt;sR
F a {moà. p) (°2j

Insbesondere ist fur das in (61) erklarte f, weil a nach Voraussetzung
invariant ist unter 3:

p f mdj p find2j0 îmàRp xxt X2T Xrt \a —^ ^2 -&quot;SR a st s2 Sr a~ a (mod./)

Also ist a fortiori fur jedes Primideal p von U, welches p teilt

a a (mod. p).
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Ist F der Grad von p in U\

F
n (p) /

so ist fur jede Restklasse mod. p

V
aP =a (mod. p), (63)

und es gibt auch kein kleineres f &quot;

&lt; F mit dieser Eigenschaft. Folglich
ist F ^ f. Wir behaupten : F f. Denn ware F &lt;^ f, so ware fur
j ïde ganze Zahl a von U gemaO (62) und (63) :

P
f&apos;

__ f&apos;mdt/? V ind2/? 1

CL S^ ^2 •. S]

Die Substitution

f &apos;

ind! p f &apos;

ind2p f f mdj?p
st s2 sR

gehort aber gewif3 zur Galois&apos;schen Gruppe von U und ist von der
Identitat verschieden. Denn es widersprache der Définition von f, falls
fur F &lt;^ f ein festes t existieren wurde, sodaB die R simultanen Kon-

gruenzen (60) erfullt waren fur f, f&apos;. Analog wie in § 5 folgt jetzt,
da!3 das Elément von U\

f&apos; m^/7 f&apos;ind2/? îf mdRp

durch p teilbar ware. Das ist aber ein Widerspruch und F f. Mithin
haben aile Primideale p von [7, welche / teilen, den durch die Kon-

gruenzen (61) erklarten Grad f und es gibt e -~- voneinander ver-

schiedene. Denn p ist ja zur Korperdiskriminante teilerfremd.

Es gilt immer noch die Gleichung

n (i-n (vrT1 n (i—% (p)p~Tl, (64)
VlP x

wo links p uber aile voneinander verschiedenen Primteiler p in U von

p z\i erstrecken ist, und rechts ^ uber aile den Charakteren in (58)

zugeordneten eigentlichen Charaktere. Da p zu m teilerfremd ist, kann
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man summieren uber die uneigentlichen Charaktere. Jeder Charakter ist
eine f te Einheitswurzel, denn es ist fur /= 1,2, ...g nach (61) und (57):

f indt p in bRj

b\JX\T

Cr

XrT
Cr

I.

Es gibt auch mindestens einen Charakter, der eine f te und keine
niedrigere Einheitswurzel, eine f &quot;

te mit f &quot;

&lt;^ f, ist. Denn ware dies
der Fall, so ware fur jedes j 1, 2, ...g:

2nz
ô2j ind2p

I.

Nach einer auf pg. 204 gemachten Bemerkung wurde aber daraus folgen,
daC fur einen wohlbestimmten Index t der Reihe /f=i,2, ...y die R
simultanen Kongruenzen bestehen wurden:

f &quot;

indj/ ^12f (mod. ct)
fff ind2/ x2t (mod. ^2)

f &quot;

ind3/ x§t (mod. ^3)

f &quot; i xRi (mod.

Das ist aber ein Widerspruch gegen die Définition von f.

Bei festgehaltenem Argument kommt aber in einer Charakteren-

gruppe, wie also

p);j=i,2,...g,
jede f te Einheitswurzel gleich oft vor (Hecke, Satz 32, pg. 35), mithin

-~r- e mal. Damit ist aber die Gleichung (64) bewiesen, denn die linke

Seite ergibt ebenso

(1— ~sî\-t
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Es sei jetzt l lR ein Primteiler von m.
Die y Substitutionen :

sœn sx21 sx1 l à

S

die aus den Substitutionen der Gruppe 3 durch Unterdruckung des

letzten Faktors entstehen, sind dann aile von einander verschieden und
bilden eine Gruppe 3&apos;- ^n der Tat konnen nicht zwei von ihnen einander

gleich sein, weil sonst die Substitution s®R mit einem gewissen xR, fur

welches o &lt;^ xR &lt; cR ware, in der Gruppe 3 vorkommen wurde.
Wir betrachten die R—i simultanen Kongruenzen:

ît indj / xxt (mod. c^)

it ind2 / x2t (mod. c2) *= I, 2, y.

jç—i / xR—\,f (mod. cR—\

Wie oben (pg. 206) schlieCt man, dafi es ein kleinstes positives f und
einen Index T derart gibt, daf3 die R~\ simultanen Kongruenzen

f. indj / e= x^r (mod. c^j

f ind2 / x2t (mod. c2)

f.ir

erfullt sind, und jedes ît, welches uberhaupt existiert, ebenso unser
fruheres /*, ein Vielfaches dièses f ist.

Wir behaupten, dafi f der Grad jedes Primideales l von U ist, welches

l — lR teilt, Wir bezeichnen die Idéale in U mit Minuskeln (ohne Stern
und unùberstrichen), die Idéale in K mit Majuskeln.

1. Im Unterkorper k von K vom Grade cR ist (vgl. pg. 184):
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Die Zerlegungsgruppe ist die voile Galois&apos;sche Gruppe, denn

se ï l
s% î ~l

Auch die Tragheitsgruppe ist die voile Galois&apos;sche Gruppe, denn

sR a — a o (mod. £),

ivo £ das Primideal im Korper der lRRten Einheitswurzel ist, welches

l teilt, und a eine beliebige ganze Zahl von k. Mithin gilt dièse Kon-

gruenz auch (mod. ï).
2. Im Unterkorper &amp;* vom Grade ct c2 Oe—i ist

/ i1*.i8*...iV, (65)

ivo e* f* ct c2 Oe-i un^ /&quot;* die kleinste positive Zahl ist, fur welche
aile R— 1 simultanen Kongruenzen :

f* indr / o (mod. cr), r= 1, 2, (7?—1),

•erfullt sind. Es sei ^r* eine Primitivwurzel mod. I*, wo I* irgend eines

der Idéale lt*, I2*, I%* ist. Ferner hege 7U* in jedem dieser Idéale
aufier naturlich in I*. Die Zahl tc* genugt dann einer irreduzibeln Kon-
gruenz /** ten Grades mit ganzen rationalen Zahlkoeffizienten :

F (x) o (mod. I*).

Dièse Kongruenz hat, wie man auf Grund des Fermat&apos;schen Satzes ein-

sieht, die Wurzeln:

Dièse Wurzeln kann man, da sie ja nur mod. l* festgelegt sind, auch

so ausdrucken:

ind l\n * -*(s «*, n= ï,2, .../*
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x ï t ind/ r ind, / indg / ind/?—\l T^wo zur Abkurzung s fur: ^i s2 ...sR^t steht. Die
zykhsche Gruppe /* ten Grades dieser Substitutionen bildet die
Zerlegungsgruppe von 1*. Denn die Annahme, daG eine dieser
Substitutionen nicht zur Zerlegungsgruppe gehore, fuhrt zu einem Wider-
spruch. Es wurde dann namhch fur mindestens ein n-\-f* gelten:

iC o (mod. s F), also (s n* o (mod. r),
oder &lt;n*l&quot; o (mod. I*).

Das ist aber nicht moglich.
Aus der Darstellung (65) geht ferner hervor, daG die Tragheitsgruppe

aus der Einheitsoperation allein besteht:

st s2 sR^Jl a* — a* o (mod. l*).

3. Im Korper K ist in Primideal - Darstellung

-, e*f*cR=G, (66)

wo £, ([,*,()? siehe pg. 185.
Es sei At irgend eine ganze Zahl von £z in K. Aile Zahlen À** von

fc*, welche durch Az teilbar sind, liegen dann im Idéal l/*, und aile

Zahlen À von k, welche durch At teilbar sind, liegen im Idéal ï. Die
Zahl sR At ist dann irgend eine Zahl vom Idéal sR £t in K. Aile Zahlen

von &amp;*, welche durch sR Az teilbar sind, liegen dann im Idéal sR l*
I,*, und aile Zahlen von k, welche durch sR At teilbar sind, liegen im
Idéal sR ï ï Mithin ist sR £/ £,.

smdl A, ist dann ferner irgend eine Zahl vom Idéal *lnd/£z in K. Aile
Zahlen von &amp;*, welche durch slndl At teilbar sind, liegen dann im Idéal
sindl j^* __ j^ uncj a\\e Zahlen von fc, welche durch ^md&apos; Az teilbar sind,

liegen im Idéal smdlï=ï Mithin ist ^lnd/ £, £,.
Zur Zerlegungsgruppe g von £,- in K gehoren demnach die cRf*

Substitutionen

&lt;n S /* — 1

und aus der Darstellung (66) folgt, daG dies auch aile Substitutionen
der Zerlegungsgruppe &lt;g von £,• in K sind.
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Die Idéale £,- haben den Grad /* und folglich besteht ihre Tràg-
heitsgruppe C aus cR Substitutionen. Man sieht unmittelbar, dafi es die
Substitutionen

snRR woo^%&lt;c^-i
sind.

Damit kennen wir die Zerlegungsgruppe g und die Trâgheitsgruppe
C jedes Primideales £,- in K.

4. Wir betrachten jetzt die Zerfâllung von / in Primideale I,- in U\

l2...l,|c (67)

Die Substitutionen sRR, wo nR= 1,2, Oe-i&gt; cR ist, gehoren gewifi
zur Trâgheitsgruppe t irgend eines Idéales I,- in U. Denn es ist fur jedes
Idéal £y in K und jede ganze Zahl A von K

sR A — A o (mod. £y),

also a fortiori fiir jede ganze Zahl a von U und jedes Idéal 1/ von U

sR a — a O (mod. I,-).

Die Substitutionen sR, sR, ^ sind aber, abgesehen von der Identitât

(sR cr) aile verschieden von den y Substitutionen der Gruppe 3* Daher
besteht die Trâgheitsgruppe jedes Ideals I,- von U mindestens aus den
Substitutionen :

3 •
s°s + 3. /x + 3.4 + • • • + 3 •

se*-*,

und folglich ist der Grad der Trâgheitsgruppe jedes Ideals 1/ mindestens

gleich cR\
c^cr,

Aber die Ungleichung kann nicht bestehen, denn es geht aus den (in
jedem Galois&apos;schen Korper geltenden) Darstellungen (66) und (67) hervor,
daf3 c^Lcr ist. Mithin ist

c cR.

Die Trâgheitsgruppe t umfasst mithin die Substitutionen, die wir auch

so schreiben konnen:
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Die Substitutionen, die sowohl 3&apos;&gt; a^s aucn der zyklischen Gruppe

(s&apos;màl)n, oSn^p — i

angehôren, bilden eine zyklische Untergruppe dieser zyklischen Gruppe.

Ihr Grad ist -—- Bildet man die Gruppe 5 aller Substitutionen, die so

entstehen, dafi man eine beliebige Substitution aus g mit einer beliebi-

gen Substitution aus 3&apos; multipliziert, so entstehen genau

f*CRy\-Y fcsy

voneinander verschiedene Substitutionen von (S. Aile gehôren zur Zer-
legungsgruppe 3 von l{ in U und mithin ist der Grad von l{ in U min-
destens gleich f. Der Grad von lt&gt; kann aber nicht grôOer sein als f.

Denn sonst mùOte es in 5 eine Substitution s geben, die nicht in 3 liegt,
und fur welche

wàre.
Die Faktorgruppe &lt;B/&lt;5 hat den Grad é* und es ist

c
S(i) Ê s{2) £ ^*) £ *

; s{1) Identitat, s{i) £ 7^ s(k) £, z^k,

falls die Substitutionen je einer der é* voneinander verschiedenen Neben-

gruppen von ^ unter &amp; entnommen werden. Es gibt dann genau

/* yf
y : tj- —^ unter diesen Nebengruppen von g unter ©, die eine auch

in 3&apos; Hegende Substitution enthalten, so dafi bei geeigneter Wahl der
Bezeichnung

*&lt;i) £ •%) £

in U liegt ; und da kein Primideal von K in hôherer als erster Potenz
in einem Primideal von U aufgeht (c cB), so ist bei geeigneter Wahl
von £
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Die Substitution i&quot; muGte nun der Reihe s,} f \&gt; s/yf
(7Î-41) (ysr +

angehoren, da sie nicht zu 5 gehort. Es ware dann

Slt SS(1) £ SS{2) £ W/yfx ^ IZ J(i)£.^(2)£ J/Yfv £.

Folglich mufite ss^) s ^) ; k 1, 2, ...-~^- sein, d. h. ^ mufite zu 3

gehoren. Das ist ein Widerspruch. Damit ist bewiesen, daf3 der Grad
von 1 in U gleich f ist.

Analog wie oben beweist man jetzt die Gleichung

n (i-n (o-)-i n (i-x M z-&apos;)-1,

V X

wo links I uber aile voneinander verschiedenen Primteiler \t von U zu
erstrecken ist, welche / teilen, und rechts ^ uber aile, den Charakteren
in (58) zugeordneten eigentlichen Charaktere.

Zunachst ist namlich der Charakter auf der rechten Seite nur von
Null verschieden, wenn bBj o (mod. cB) ist (Vgl. § 1). Dann aber ist der

XRR bJ (l) zugeordnete eigentliche Charakter gleich 1 und der zu-
geordnete eigentliche Charakter hat den Wert (vgl. immer den §1):

weii / zu den andern Primteilern vom m teilerfremd ist. Der weitere
Beweis ist der gleiche wie oben. [Vgl. Bemerkung zu Formel (72)].

Mithin gilt auch in U die Formel

Zv{) (,X)

wo ^ uber aile den Charakteren (58) zugeordneten eigentlichen Charaktere

zu erstrecken ist.
Dièses Résultat ist auch gultig, mutatis mutandis, wenn es sich um

Unterkôrper U handelt, die nicht Unterkôrper eines niedrigeren Aus-
gangskorpers sind, und der Ausgangskorper dabei den reellen Kôrper
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vom Grade 2V&quot;2, wo ko^3, oder den vollen Korper der 2*0 ten Ein-
heitswurzel (//0 &gt;= 2) noch enthalt.

Im ersten Falle moge U wieder den Relativgrad y haben, dann sind
die Substitutionen der Gruppe 3 von der Form (vgl. das Ende von § 5) :

Das System der Gleichungen (57) wird ersetzt durch das folgende:

(68)

e

2 7ZZ

e

V

e

2%t

e

X*l L
2&quot;o-* *¦

X*2 L

2»&lt;T* *

2&gt;&apos;&lt;r*

2 Ao~2
*&quot;

Xn h
ct

i ^l2 h
J I r U\J

] x\%i
C\

1

c1

I ^21 A

1

-, 2^
2

^1 /
CR

\ 1 ^2 £*J J tyjK/

1 ^3à

1 • • • • 1

ç rj

I

IZZI I

J

— I

G

Es ist dann, vgl. (59) :

i 2 3 «

[brl, br2à, br%, brgi cr) I ; r 1, 2, 72.

Die zu &lt;B/3 isomorphe Untergruppe von Charakteren ist die folgende :

X.b&quot; (a) X^ {a) X^hj (a) ....XJ!*b*J (a); j i, 2, ...g= |.
X* {a) ist der am Ende von § 5 erklarte Charakter.
Im zweiten Fall moge U auch wieder den Relativgrad y haben, dann

ist die Gruppe 3 von der Form (vgl. Ende von §5):

^ î

cr — \y r= 1,2, R.
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Das System der Gleichungen (57) wird ersetzt durch das folgende:

2 OJ &apos;

2^o

2nt

0?A

Hfefc...

2 V&quot;2

2^2i

2^o~2

2V~2

»
I Xn

c\

cl

*J
C\

i i ^21

7 i ^22
1&gt;7 &apos;

C

h 1 ^

—+^-x

z=z I

J2J&quot;

I

(69)

Es ist dann, vgl. (59):

Die zu @/3 isomorphe Untergruppe von Charakteren ist die folgende :

Xo (a) ist der am Ende von § 5 erklàrte Charakter.

§ 9. Die Umformung des Ausdruckes fur die Zetafunktion von U

Die Funktion gu (s) hat in allen Fâllen die Gestalt :

oder, vergleiche Formel (41):
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n77 £.z(k).logsm^{x

X
*£rz(fc)

r
l°gr(.

(B
-B

(7°)

2
2&apos; sin

-)- hohere Potenzen in (5*—1).

Die Summen und Produkte sind zu erstrecken bezw. uber diejenigen
der g — 1 eigentlichen Nebencharaktere, welche den weiter oben in
jedem Falle erwahnten Nebencharakteren zugeordnet sind, fur welche

^(— 1) — 1, bezw. %(— 1) ~f- 1 ist. Hiebei ist fur 77 der Wert 1,

fur S der Wert Null zu setzen, falls kein Charakter von der Art y(— 1)

— 1 existiert. tx ist wie oben der Teiler von m, fur welchen der
betr. Charakter eigcntlich wird.

Der Korper U ist wieder als Galois&apos;scher Korper entweder total reell
oder total imaginar. Der erste Fail tritt offensichtlich dann und nur
dann ein, wenn die Zahlen von U unter der Substitution

bx Ci b2 £2 bu cr

bezw. im Falle, in welchem U ,,direktera Unterkorper eines Ausgangs-
korpers ist, welchem auch der voile Korper der 2h* ten Einheitswurzel
angehort (k0 ^ 2), unter der Substitution

CR

sost

invariant sind.
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Man kann dies auch so ausdrucken, daB man sagt, dafi aile Charak-
tere von der Art ^(— i) -j- i sein mussen. Denn fur einen erzeu-
genden Charakter mod. lh wo / eine ungerade Pnmzahl ist, gilt, wie
schon in § 6 benutzt :

mithin

Der Charakter gehort folglich zu den Charakteren mit ^ (— i) :z= — i?

falls bx b1:&gt;-\- b2 b2j + + bRbRj ungerade ist,

und zu den Charakteren mit ^ (— i) —[— i?

falls M1/ + M2./+ +àRbRj gerade ist.

Im zweiten Fall ist Xo (— 1) — 1 und Jf* (— 1) -\- 1, daher.

v vb2b2J, x F bRbRj v

b0J + bx bXJ-\-b2b2J-\- •

Der Charakter gehort daher zu den Charakteren mit #(— 1) — 1,

falls bOJ-\-31b1J-\-b2b2j-\r bRbRj ungerade ist,

und zu den Charakteren mit &lt;£ (— 1) -[- 1,

falls bOj-\-b1b1J-\- b2b2j+ -\-bRbRj gerade ist.

In der Tat ist dann und nur dann, wenn aile %(—1) ~\- 1 sind,

fur aile Werte j 1, 2, g

\ 2 ct
&apos;

2 r2 ~ &quot; &quot; ^ 2 Cr
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vergleiche die Formeln (57), bezw.

2 n t
O

&apos; * o/tn — 2 1 n r I O ^

vergleiche die Formeln (68), bezw. (6g), so da6 die erwahnten Substi-
tutionen zu 3 gehoren. In jedem andern Falle sind die Gleichungen
(57), bezw. (68), bezw. (69) nzcht fur aile Werte j 1, 2, £* erfullbar
und die erwahnte Substitution gehort nicht zu 3« Uebrigens gibt es

dann naturhch gleich viel Charaktere von der Art ^(— 1) — 1, wie
von der Art 2 (— x)z== ~f&quot; x-

Wenn U total reell ist, so ist rx =£&quot;, r2 :=:: °&gt; r :=::: ri~l~r2 — 1 =^*— 1.

Wenn U total imaginar ist, so ist rx ==0, r2 —, r =— 1. Unter

Berucksichtigung des Corollars, pg. 172 erhalten wir fur die beiden
Produkte der rechten Seite der Formel (70) wieder, vgl. die Formel (42):

m] 2
TJ n X

II
xi i) m

Wir berechnen die beiden ersten Produkte dièses Ausdruckes. Sei zu-
nachst m m wieder ungerade. Dann ist fur die Primitivwurzel gr

mod. //v, r 1, 2, i?, die, wie am Anfang von § 5, 1 mod. j

gewahlt werden soll:

\ ^ b*l (gr) XR

eine cr te Einheitswurzel. Weil der Modul

r) X*&apos; b^ [gr) (72)

ist, so gibt es auch Werte brji fur welche der Charakter (72) genau eine

£rte Einheitswurzel und keine kleinere ist. Da die g Charaktere eine
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Gruppe bilden17), kommt jede cr te Einheitswurzel gleich oft, und mithin
jederWerto, i, 2, cr—1 unter den^- Werten brj(j 1, 2, ...g) gleich
oft vor (Hecke, Satz 32, pg. 35). Mithin kommt jeder Wert o, 1, 2, cr— 1

genau — oft vor18). Die Potenz, in der lr —
% mithin uberhaupt in

cr
diesen beiden Produkten auftritt, ist folghch (vgl. pg. 195) :

lr~ *
Il/y —— J~~T, î 7~f \

Mithin ist der Wert der beiden ersten Produkte des Ausdruckes (71):

n n

Wir wollen dièse GroCe wieder durch die Diskriminante d des Korpers
U ausdrucken. Sei D die Diskriminante des zugehorigen Ausgangs-
Kreiskorpers K:

+ D

Nun konnen in der Relativdiskriminanten von K zu U nur Teiler von
m aufgehen wie in der Diskriminanten von K selbst. In der Relativ-
differenten von K zu U konnen nur solche Primideale von K aufgehen,
welche in hoherer als erster Potenz in einem Primideal von U aufgehen19).
Solche Primideale gibt es aber, wie wir gesehen haben (siehe pg. 212)
keine, und folglich ist die Relativdifferente und daher auch die Relativ-
diskriminante gleich 1.

Also ist

17) Wie man sich leicht uberlegt, macht es nichts aus. wenn wir fur den Moment den
Hauptcharakter auch mitnehmen.

18) Die Zahlen 1 2 ——— — smd also ganz, was man mit den emlei-

tenden Betrachtungen dièses Kapitels (pg. 203) vergleichen moge.
19) Dieser Satz ist ja gerade îm Falle emes relativ-Galois&apos;schen Korpers sehr leicht zu

beweisen, vgl. z B. Hecke, Satz 115, pg. 147.
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i£

und

n n

Die gleiche Ueberlegung gilt naturlich auch in jedem der beiden
Falle, wo m durch 4 teilbar ist. Es ist dann statt gr nur ein Argument
ins Auge zu fassen, welches 1 (mod. lrK)y r— 1, 2, i?, aber =5,
bezw. — 5 (mod. 2Ao) ist.

Folglich bleibt die Schlussformel (52) erhalten:

m
B.

I7&gt;

2-%(k}.k\ .n }l- sin X

X

*X

(73)

~2~

S -¦

k—l
¦ X sin 7-

-f- hohere Potenzen in (s — 1).

Die Produkte und Summen gehen uber aile g — 1 eigentlichen Neben-
charaktere der Gruppe der g Charaktere, die isomorph ist mit der Ga-
lois&apos;schen Gruppe des Korpers Uy naturlich je nur uber die eigentlichen
Nebencharaktere von der verlangten Art. Gibt es darunter keine
Charaktere mit £(—1) — 1, so ist, wie immer, fur das betreffende Pro-
dukt der Wert 1, fur die betreffende Summe der Wert Null zu setzen.
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§ 1 0. Die Klassenzahl des allgemeinsten KreiskSrpers

Die Anzahl w der Einheitswurzeln ist im Falle eines reellen Korpers
U gleich 2.

Im Falle eines imaginaren Korpers U sei m zunachst ungerade. Dann
kann eine primitive lhf te Einheitswurzel (krf &lt;L kr) hochstens in Kund folg-
lich hochstens in £/auftreten, wenn br i ist, d. h. wenn cr= (lr— i) lh/~l.
Dies vorausgesetzt, sei [vgl. die Substitutionen von 3 im Tableau (54)]:

(xrl, Xtt, xn, (4—1) lhrr-1) (ar&apos;/y-1),

wo (aj, /r) 1 ist, r= 1, 2, R. Eine primitive lh/ te Einheitswurzel

und auch keine /Jr&quot; te Einheitswurzel, wo kr&quot; ^&gt; Ar&apos; ist, wird, wie

man durch Betrachtung der Wirkung der Substitutionen srXrt auf Zr,
bezw. (Zr)/y&gt;, bezw. (Zr)lr2, etc. sofort einsieht, dann und nur dann
in U auftreten, wenn arf lr — 1 ist. Mithin ist

wo der Index r nur diejenigen Werte durchlauft, fur welche br 1 und

a/ —lr—\ ist 20).

Die gleiche Formel gilt, wenn der Ausgangs-Kreiskorper nur den
reellen Unterkorper vom Grade 2Âo~2, wo ko^3, enthalt.

Ist endlich im Ausgangskorper der voile Korper der 2^0 ten Einheitswurzel

enthalten, wo ko^2 ist, so gilt immer noch dieselbe Formel, falls

(XO1 Xo2 #Q3 XOy 2) I

ist. Es bleibt nur noch der Fall, wo

ist. Ist dann

(x*l9 x^, xn, #n, 2^0 2)

so ist

W 2hf Il&apos; lh/

20) Vgl. die analogen Ausfuhrungen bei Beeger, 1. c. 408.
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Genau wie in § 7 ergeben sich dann die Formeln fur die Klassenzahl
h. Im Falle eines reellen Korpers U ist:

n
__ X

2

log sin
;k\
m

R

im Falle eines imaginaren Korpers U\

h w

n m

i 2 -&apos;

/7 2

)log sin —1

wo in beiden Formeln die Produkte und Summen uber aile g — 1

etgenthchen Nebencharaktere, je von der verlangten Art, zu erstrecken
sind.

Auch hier kann man das Produkt uber aile eigentlichen Nebencharaktere
von der Art ^(— 1) ~\~ 1 m eine Déterminante verwandeln, falls die

Gruppe dieser Charaktere zyklisch ist. Naturlich wird man fur die

praktische Berechnung in allen Fallen, in denen tx
tbezw. —
2

ist, das Corollar am Ende von § 3 in umgekehrten Sinne verwenden.
Man sieht, daG die Klassenzahlformel, abgesehen von dem von den

Einheitswurzein herruhrenden Faktor zu, genau die gleiche Form hat
wie fur den vollen Korper der m ten Einheitswurzel, einen «ersten» und
einen «zweiten» Klassenzahlfaktor (nach Kummer&apos;scher Bezeiehnungsweise)
bei den imaginaren Korpern, und nur einen «zweiten» Klassenzahlfaktor

(wenn man so will ; ohne Einheitswurzelfaktor î) bei den reellen Korpern.
(Vgl. die Beeger&apos;schen Arbeiten).

IV. Kapitel. Eine weitere Méthode zur Berechnung
der Klassenzahl eines beliebigen Kreiskôrpers

§11. Die Klassenzahl eines beliebigen Kreiskôrpers

Eine andere Art, die Klassenzahl zu berechnen, ergibt sich ganz im
Gegensatz zu dem oben gegebenen, mit den einfachsten Mitteln ope-
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rierenden Beweisgang durch starkere Herbeiziehung analytischer, ihrer-
seits sehr tiefliegenden Beziehungen, namlich der Hecke&apos;schen Funktional-
gleichung und der Funktionalgleichungen der X-Reihen21). Dagegen
braucht man dann die Diskriminante des Korpers, und das Produkt der

G(i,%) niçht zu berechnen. Man geht aus von den beiden Formeln

n
X

(74)

&lt;ias Produkt erstreckt uber aile eigentlichen Nebencharaktere, und, vgl.
auch (53)

s=i (s) w\yd (75)

Hiebei ist k ein beliebiger Kreiskorper vom Grade n rx -f- 2 r2
Die Hecke&apos;sche Funktionalgleichung lautet22)

2 S — I

-^); (.76)

die Funktionalgleichung der gewohnlichen Zetafunktion23) :

25 — 1

(77)

die Funktionalgleichung der Z-Reihen mit eigentlichem Charakter, fur
welchen ^ (— 1) — 1 24) :

(78)

die Funktionalgleichung der Z-Reihen mit eigentlichem Charakter, fur
welchen ^ (— i) -f- i :

21) Man vergleiche die in der Anmerkung 14) erwahnte Note.
22) E. Hecke, Ueber die Zetafunktion beliebiger algebraischer Zahlkorper, Gottinger Nach-

richten, Jahrgang 1917, pg. 77—89.
23) B. Riemann, Werke, pg. 146.

Vgl. die in der Anmerkung 9) erwahnte Arbeit vou H. Kinkelin, oder E. Landau,
Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Leipzig und Berlin 1909, 1. Bd.,
Pg- 497-
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V. 9 X) (79)

Fuhrt man (76) und {77) in (75) ein, so wird

k lim \r(i— s)

oder unter Berucksichtigung von (74)

lim (80)

Ist A: total reell, r1=n, r2 o, w 2 ; aile ^(— i) -}~ x&gt; so wi
durch Einfuhrung von (79), vgl. auch (53)

k -

x

also nach Formel (13) und unter Anwendung des auf jene Formel fol-
genden Corollars:

111 S -%(«¦) log sin — i

h= -^=! ^ Q.E.D.R

Ist k total imaginàr, r1 o, r2 — so folgt aus (80) unter Ein-
2

fuhrung von (78) und (79), vgl. auch (53)

h w n n
22 R
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also nach den Formeln (12) und (13) und unter Anwendung des auf
jene Formel folgenden Corollars :

n
h — w.

n

Q. E. D.

(Eingegangen den 20. Marz 1929)

nk
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