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Zur Theorie der endlichen Gruppen topo-
logischer Abbildungen von geschlossenen
Flachen in sich

Von WILLY SCHERRER, Winterthur

In dicser Arbeit soll gezeigt werden,*) daf3 man die grundlegenden
Resultate von Brouwer? und v. Kerékjarto1) betreffend die endlichen
Gruppen topologischer Abbildungen von zweiseitigen geschlossenen Fli-
chen ausdehnen kann, 1. auf alle endlichen Gruppen, welche die Indi-
katrix nicht invariant lassen, und 2. auf die endlichen Gruppen der ein-
seitigen Flachen.

In einer friiheren Arbeit3) iiber topologische Involutionen habe ich ohne
Beweis die Charakterisierung der 2-periodischen Abbildungen beliebiger
zweiseitiger Flichen und der einseitigen Flachen vom Geschlecht 1 an-
gegeben. Diese Ergebnisse konnen durch direkte Konstruktion eines
Diskontinuititsbereichs gewonnen werden. Unmittelbar daran anschlief3end,
habe ich die z-periodischen Abbildungen der zweiseitigen Flachen be-
handelt.4) Obwohl diese Abbildungen einer analogen Behandlung fihig
sind, habe ich mich dabei der Brouwerschen Methode der Ueberla-
gerungsfliche bedient, weil sie viel rascher zum Ziel fiihrt, und iiberdies
viel leichter verallgemeinert werden kann. Die vorliegende Arbeit schlief3t
sich methodisch im wesentlichen an die letztere Arbeit an. Die Dar-
stellung soll aber so gehalten werden, daf3 die Kenntnis der beiden eben
erwahnten Arbeiten nicht nétig ist. Um die Arbeit leicht lesbar zu
machen, werde ich an einigen Stellen Argumentationen ausfiihren, welche
in @hnlicher Form schon von den oben erwidhnten Autoren angegeben
worden sind. )

Der erste Teil der Arbeit enthdlt die allgemeine Theorie, d. h. die-
jenigen Resultate, welche fiir alle geschlossenen Flachen Giiltigkeit haben.
Die Moglichkeit der Charakterisierung der endlichen topologischen
Gruppen beruht wesentlich auf ihrem Verhalten im Kleinen. Die Unter-
suchung hat daher an diesem Punkte einzusetzen. (§ 1.) Die Untersuchung
im Kleinen fiihrt auf die endlichen topologischen Gruppen der Kreis-
scheibe. In dieser Hinsicht ist bekannt, daf3 jede endliche Gruppe von
topologischen Abbildungen der Kreisscheibe in sich, welche die Indikatrix
invariant lassen, einer Rotationsgruppe der euklidischen Kreisscheibe

*) Fufinoten sollen durch das Zeichen *) markiert werden. Die Literaturnachweise hin-
gegen werden fortlaufend numeriert und am Schlufle der Abhandlung zusammengestellt,

6 Commentarii Mathematici Helvetici 69



aquivalent ist. Weiterhin ist bekannt, daf3 jede periodische Abbildung
der Kreisscheibe, welche die Indikatrix umkehrt, einer Spiegelung einer
euklidischen Kreisscheibe an einem Durchmesser Adquivalent ist. Diese
Resultate miissen also ergianzt werden durch die Charakterisierung aller
endlichen Gruppen der Kreisscheibe, welche die Indikatrix nicht invariant
lassen. (§ 2.) Hieran schlief3t sich die Untersuchung der Gruppen im
Grof3en. Dabei erweist es sich als notwendig, den Begriff der Ueber-
lagerungsfliche in dem Sinne zu erweitern, daf3 neben Verzweigungs-
punkten auch noch Faltungslinien zugelassen werden. (§ 3.) Die in Be-
tracht kommenden Ueberlagerungsflichen sind reguldr. Dies bedingt
eine Relation zwischen den Verzweigungen und Faltungen, welche eine
Erweiterung der Hurwitz’'schen Relation darstellt. Um dann aus der
Konstruktion einer reguliren Ueberlagerungsfliche auf die gesuchte
Gruppe schlie3en zu konnen, ist es notwendig, den Zusammenhang der
durch die Konstruktion gegebenen Monodromiegruppe und der Gruppe
der Decktransformationen zu kennen. (§ 4.)

Der zweite Teil der Arbeit enthdlt zwei Anwendungen. Erstens
werden die endlichen Gruppen der Kugel und der projektiven Ebene
aufgestellt. (§ 5.) Dabei zeigt sich deutlich, daf3 man zwischen der ab-
strakten Gruppe und ihrer Darstellung durch topologische Abbildungen
wohl zu unterscheiden hat. So 1a{3t zum Beispiel die projektive Ebene
zwei topologisch verschiedene Darstellungen der Tetraedergruppe zu.
Es ist bemerkenswert, daf3 die im ersten Teil entwickelten Begriffe ohne
weiteres eine vollstindig zwangsldufige Aufzdhlung samtlicher Darstel-
lungen ergeben. In § 6 werden die involutorischen Transformationen
samtlicher geschlossenen Fliachen hergeleitet, und hinsichtlich topolo-
gischer Aequivalenz klassifiziert.’)

I. Teil: Die allgemeine Tfleorie

§ 1. Untersuchung im Kleinen

Wir denken uns eine geschlossene Fliche /4, welche einer endlichen
Gruppe g von eineindeutigen und stetigen Transformationen unterworfen
sei. Der Punkt 2 bleibe bei einer der Transformationen von ¢ invariant.
Dann bildet die Gesamtheit derjenigen Transformationen aus g, welche
P invariant lassen, eine Untergruppe y von g, deren Ordnung mit »
bezeichnet werde. Es ist von entscheidender Bedeutung, daf3 um einen

*) Vergleiche auch die Schlufibemerkung.
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derartigen Punkt 7 immer eine Jordanumgebung angegeben werden kann,
welche bei siamtlichen Operationen von y und nur bei diesen in sich
iibergeht. Unser niachstes Ziel besteht also darin, diese Behauptung
sicher zu stellen.

Sei Q irgend ein von P verschiedener Punkt auf /. Wir wihlen eine
Jordanumgebung # von P derart, dal3 Q und alle vermittelst ¢ aus Q
erzeugten Bilder aufderhalb # liegen. Das ist immer moglich, falls nur
Q mit keinem der vermittelst ¢ aus ¢ erzeugten Punkte zusammenfallt.
Weiter wiahlen wir eine zweite Umgebung #, von 7 von solcher Klein-
heit, daf3 #, zusammen mit seinen durch y erzeugten Bildern #,, #,, . .
.. #y_y ganz im Innern von « liegt. Dies ist moglich, weil 7 bei y in-
variant bleibt und die Zahl dieser Umgebungen endlich ist. Die Um-
gebungen #g, #,, ... u,_, bedecken zusammen einen Bereich 5. Das-
jenige der durch 2 auf / bestimmten Restgebiete, welches den Punkt
Q enthilt, geht bei allen Transformationen der Untergruppe y in sich
tiber. Um das zu zeigen, bezeichnen wir das in Frage stehende Rest-
gebiet mit G und wiahlen irgend eine Transformation z von y aus. Sei
Q. das durch 7 erzeugte Bild von (. Der Bereich B ist derart definiert,
daf3 @ mit Q. verbunden werden kann, vermittelst eines einfachen Bo-
gens «, welcher 7 nicht trifft. Also gehort Q. zu G. Sei nun weiter
R irgend ein beliebiger Punkt von G, so kann man ihn mit ¢ verbinden,
vermittelst eines ecinfachen Bogens g8, welcher B nicht trifft. Bei der
Transformation 7 geht aber g iber in einen Bogen 8., welcher ebenfalls
B nicht treffen kann. Das folgt ebenfalls aus dem Begriff von B. Die
Linie o -, stellt somit eine Verbindung zwischen ¢ und R dar,
welche B nicht trifft, also ganz im Innern von ( verlauft. R_ gehort
somit ebenfalls zu G.

Wir bezeichnen nun die zu G gehorige Komplementirmenge, welche
also den Bereich A umfafdt, mit B*. B5* liegt ganz in # und geht bei
y in sich iiber, da es alle Punkte umfaf3t, welche nicht zu G gehdren.
Wir weisen nun nach, daf3 B* selbst ein Jordanbereich ist, indem wir
zeigen, daf3 der Rand von B* eine Jordankurve ist.

Es geniigt, denjenigen Teil von G zu betrachten, welcher innerhalb
# liegt. Wir bilden nun # topologisch auf eine Kreisscheibe X ab und
behalten fiir die Abbilder aller in Betracht kommenden Elemente die
eingefithrten Bezeichnungen unveriandert bei.

Wir erhalten somit im Innern von K die Jordanbereiche #,, #, ... uy1,
welche miteinander den innern Punkt 2 gemein haben und zusammen
einen Bereich B bilden. 2B ist ein beschrinktes Kontinuum, von dem
wir zuerst zeigen wollen, daf3 es im kleinen zusammenhidngend ist.
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B ist sicher im kleinen zusammenhingend fiir jeden Punkt, welcher im
Innern eines der Teilbereiche #,, #;, ... #, liegt und auch fiir jeden
Punkt, welcher gleichzeitig den Réndern aller dieser Teilbereiche ange-
hort. Sei also O ein Punkt von 5, welche den Randern der Bereiche
#g, 2y, ...u;; < v— 1, hingegen keinem der Bereiche #) 44, ... #v_
angehort. Ist B in O nicht zusammenhdngend im kleinen, so gibt es
in beliebiger Ndhe von O Punkte von B, welche mit O nicht durch einen
kurzen zu B gehorigen Bogen verbunden werden konnen, Wihlen wir
nun eine gegen O konvergierende Reihe von solchen Punkten, so kann
diese Reihe von einem gewissen Index an keine Punkte der Bereiche
g, %y, ... 2%, enthalten. Also enthilt diese Reihe sicher eine Teilfolge,
deren Punkte alle einem und demselben der iibrigen Bereiche ange-
horen, sagen wir etwa dem Bereiche #;,,. Dann muf3 aber auch O zu
#y43 gehoren. Dies geht gegen die Voraussetzung, und die Annahme,
B sci in irgend einem Punkte nicht zusammenhingend im kleinen, fithrt
somit zu einem Widerspruch. £ stellt also nach Hahn®) und Mazurkiewicz$)
eine stetige Kurve dar. Daher muf3 B nach Schonflies?) in jedem seiner
Restgebiete allseitig erreichbar sein. Wir betrachten nun insbesondere
dasjenige Restgebiet G, welches £ vom Rande von K trennt und be-
zeichnen mit o die Menge derjenigen Randpunkte von G, welche im
Innern von K liegen. o besteht aus einem Stiick, da sonst 5 zerfallen
miif3te.

Wir zeigen nun, daf3 ¢ durch irgend zwei verschiedene seiner Punkte
P, und £, zerfillt in zwei Teilkontinuen, welche aufder 7, und Z, keinen
Punkt gemein haben. Zu diesem Zwecke fiilhren wir von zwei Punkten
R, und R, des Kreisscheibenrandes durch das Innere von G zwei resp.
gegen die Punkte P, und 7, konvergierende Streckenziige &; und oy,
welche einander nicht treffen. «; und @, miissen zusammen G in zwei
Gebiete G, und G, zerlegen, da sonst B zerfallen wiirde. Nun kann
man die Punkte von o einteilen in diejenigen Punkte, welche innerhalb
G, und diejenigen Punkte, welche innerhalb G, erreichbar sind. Die
beiden so entstehenden Klassen haben auf3er 2, und £, keinen Punkt
gemein. Andernfalls konnte man vom Rande der Kreisscheibe zwei
gegen einen gemeinsamen Punkt 7, konvergierende Streckenziige £, und
g, angeben, welche ganz in G, resp. G, verlaufen. @, und g, bilden
dann zusammen einen einfachen Querschnitt der Kreisscheibe, welcher
diese in zwei Gebiete A, und A, zerlegt. Sowohl /A, wie /, miif3ten
innere Punkte von B enthalten. Die mnern Punkte von B bilden aber
ein Gebiet, da die Bereiche #%,, #,, ... #,_, alle den innern Punkt P
gemein haben. Dann mii3te aber auch Z; ein innerer Punkt von 5 sein,
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was einen Widerspruch bedeutet. Nun kann mean folgern, dafl die durch
a, und a, bestimmten Punktklassen Kontinuen sind, welche zusammen
o erschopfen. Somit ist ¢ ein Kontinuum, welches durch irgend zwei
seiner Punkte in zwei Kontinuen zerfillt, die aufder diesen Punkten keinen
Punkt gemein haben und zusammen @ erschopfen. Ein derartiges Kon-
tinuum ist nach Janiszewski®) eine Jordankurve.

Wir haben so das Resultat gewonnen, daf3 zu jedem bei einer Unter-
gruppe y invarianten Punkte / eine Jordanumgebung B* gehort, welche
bei allen Transformationen von y in sich iibergeht. Um solche Abbil-
dungen ndher zu charakterisieren, bilden wir B* topologisch auf eine
Kreisscheibe ab und erhalten so eine endliche Gruppe von topologischen
Abbildungen einer Kreisscheibe in sich.

§ 2. Die endlichen topologischen Gruppen der Kreisscheibe

Wir betrachten zuerst eine endliche Gruppe g von topologischen
Abbildungen einer Krezsiznze % in sich und behaupten, daf3 auf £ Punkte
existieren, welche bei keiner Abbildung aus ¢ festbleiben. Zu dem Zwecke
zeigen wir, daf3 bei einer einzelnen von der Identitit verschiedenen
Abbildung hochstens zwei Punkte festbleiben. Angenommen, bei der
Abbildung # aus ¢ blieben die drei Punkte 4, B und C auf % fest, so
miiften die aufderhalb von einander liegenden Bogen AB, BC, CA in
sich iibergehen. Dann finden wir aber auf mindestens einen dieser Bogen
cinen Punkt X, dessen Bild X’ von ihm verschieden ist. Daraus ergibt
sich aber die Existenz eines Bogens, welcher bei # in einen echten Teil-
bogen von sich selbst iibergeht. Eine derartige Abbildung kann aber
nicht periodisch sein. Somit existiert nur eine endliche Menge 1T von
Punkten, welche nicht bei allen Transformationen aus g bewegt werden.
Nun wiahlen wir irgend einen Punkt 27, welcher nicht zu 21T gehort und
tiben auf ihn alle Transformationen von g aus. Dadurch erhalten wir
die #—1 von einander und von P verschiedene Punkte P, 2, ... P,_1,
wo » die Ordnung von g bedeutet. Wiirden ndmlich zwei verschiedenc
Transformationen # und s aus g dasselbe Bild erzeugen, so lie3e die
Abbildung #s—! den Punkt P fest. Da aber #—! von der Identitit ver-
schieden ist, resultiert ein Widerspruch gegeniiber den fiir 2 gemachten
Annahmen. .

Die Punkte 2, P, ... P,_y, seien so numeriert, wie sie auf der Kreis-
linie bei einer bestimmten Durchlaufung unmittelbar zyklisch aufeinander
folgen. Wir betrachten nun diejenige Abbildung, welche P in 2 iiber-

<2 e —-—} . . . .
fihrt, Dabei muf3 der Bogen Pr, wieder in einen Bogen iibergehens
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welcher im Innern keine LPunkte 2; enthilt, da sonst die inverse Abbil-
dung einen zum System der P; dquivalenten Punkt erzeugen wiirde.
Dies widerspricht aber der Festsetzung, daf3 2, im Sinne der Durch-
laufung unmittelbar auf P folgt. Daraus folgt, daf3 nur zwei Fille in
Betracht kommen:
—p —— —— —
1. Die Abbildung P—P, filhrt PP, iiber in PPy, PP, tiber in PF;
etc. Es liegt eine z-periodische Gruppe von indikatrixerhaltenden Abbil-
dungen vor, welche mit einer eukhdxschen Rotatxonsgruppe aquwalent 1st

2. Die Abbildung P—F, fiihrt PP uber in PP P, P2 in PP,,,_l, P2P3

. >

—2, allgemein Py P in P, 41 P,l_,L Hierausfolgt, daf3 » gerade

. .o .e . - _->— . . —‘h——*
sein muf3. Wire niamlich =21 so ginge P, £, 4o liber in P, .1/,
d. h. 2,4+, bliebe fest, was wiederum gegen die gemachten Annahmen
versto3t.

Das gleiche Resultat ergibt sich fiir jede Transformation, welche irgend
einen Punkt Z; in einen benachbarten /7;,.; oder P;_; iiberfithrt. Tritt
namlich einmal der Fall 1. ein, so ergibt sich sofort eine Rotationsgruppe
und somit ausnahmslos der Fall 1. Weiter folgt, daf3 jede derartige
Abbildung, welche also benachbarte Punkte /7; ineinander iiberfiihrt, zwei-
periodisch ist. Das Quadrat dieser Transformation laf{3t ja die benach-
barten Punkte fest und ist somit die Identitit oder nach den am Anfang
dieses Paragraphen angesteliten Ueberlegungen iiberhaupt nicht periodisch.
Ueberdies existiert auf jedem primitiven Bogen /Z;/F;,; genau ein Punkt,
welcher bei der Abbildung invariant beibt. Diese Abbildung 1df3t auch
den ,,Diametralbogen* invariant und nur diesen und besitzt somit genau
zwei Fixpunkte.

Auf die gleiche Weise kann man irgend eine Transformation Z;>/F
charakterisieren und man erkennt insbesondere, daf3 alle Operationen
der Gruppe aus irgend zwei benachbarten ,,Spiegelungen‘ zusammen-
gesetzt werden konnen, oder falls man zwei benachbarte Spiegelungen
zu einer primitiven Rotation zusammenfaf3t, aus einer Spiegelung und
einer primitiven Rotation. Man erhilt so die Struktur einer euklidischen
Gruppe von Rotationen und Spiegelungen. Man’ kann nun leicht die
Aequivalenz im engern Sinne mit einer solchen Gruppe nachweisen,
indem man die Kreislinie % folgendermaf3en auf eine Kreislinie £ abbildet:
Man bezeichne die auf den primitiven Bogen PP, und PF,_, liegenden
Fixpunkte derjenigen Abbildungen, welche diese Bogen invariant lassen,
mit @ und Q,_; und bilde den Bogen Q,_,PQ topologisch ab auf einen

Bogen (,_,P O der Kreislinie # von der Linge _?;j_t‘ Hierbei ordnen wir
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derjenigen Abbildung s von £, welche PPZ,, also auch den Punkt Q in-
variant 1if3t, diejenige Spiegelung der Kreislinie % zu, welche den Punkt
O fest 1af3t. In entsprechender Weise ordnen wir derjenigen Abbildung
S,—1, welche PP,_; in sich iberfithrt, die Spiegelung $,—1 zu, welche
also den Punkt Q,_, fest laf3t. So wie die Gruppe ¢ aus den Elementen
s und s,_; erzeugt wxrd erglbt sich aus s und S,—1 eine zu g vollstindig
isomorphe Gruppe g von %, von der jede Operation die Bogenlinge
invariant 143t, also eine Drehung oder Umklappung von £ darstellt,
Nun gehort zu einem beliebigen, aber bestimmten Punkt 44; eines Inter-
valles Q;_, P;Q; genau ein hinsichtlich ¢ zu M; aquivalenter Punkt A/
im Innern von (,_;£Q. Diesem entspricht bei der Abbildung auch
0,10 ein Punkt M. Bedeuted nun z diejenigen eindeutig bestimmte
Abbildung von g, welche A7 in A/; iiberfiihrt, so lassen wir den Punkt
M; denjenigen Punkt M, von /c entsprechen welcher durch die z ent-
sprechende Abbildung 7 von ¢ aus M erzeugt wird. Analog verfihrt
man mit dem Punkte Q;_,, mdem man in der iiblichen Weise zu jedem
Intervall Q;_, PQ; den Anfangspunkt, nicht aber den Endpunkt hinzu-
rechnet. Die Zuordnung auf %2 wird eindeutig, weil die beiden zur Ver-
figung stehenden Abbildungen 7 den Punkt Q in ein und denselben
Punkt Q,_, iiberfithren. Damit ist die Kreislinie %4 derart topologisch aut
die Kreislinie # abgebildet, daf3 die Gruppe ¢ in cine euklidische Gruppe
g von Rotationen und Spiegelungen iibergeht.

Wir betrachten jetzt eine endliche Gruppe g von topologischen Ab-
bildungen einer Kreisscheibe K in sich. Enthdlt ¢ keine Abbildung,
welche die Indikatrix umkehrt, so ist sie einer euklidischen Rotations-
gruppe aquivalent. Weiter brauchen wir die Tatsache, daf3 eine einzelne
die Indikatrix umkehrende Abbildung von K in sich, falls sie einer end-
- lichen Gruppe angehort, mit einer euklidischen Spiegelung an einem
Durchmesser dquivalent ist. Wir bezeichnen deshalb eine derartige Ab-
bildung s kurz als Spiegelung und nennen die einen einfachen Querschnitt
von K bildende Fixpunktmenge von s die Achse & der Spiegelung.))

Wir setzen nun ausdriicklich voraus, daf3 ¢ Spiegelungen enthalte und
lassen auch den Fall auf3er Betracht, daf3 g aus einer einzigen Spiegelung
besteht. Dann bilden die indikatrixerhaltenden Operationen eine invariante
Untergruppe vom Index 2, deren siamtliche Operationen das im Innern
von K liegende Rotationszentrum O als einzigen Fixpunkt haben.
Haben also die Achsen a; und a; zweier Spiegelungen s; und s, von ¢
einen Punkt gemein, so bleibt dieser auch bei der indikatrixerhaltenden
Abbildung s; s, invariant und muf3 deshalb mit dem Punkt O zusammen-
fallen, Hieraus folgt vorerst, daf3 irgend zwei Achsen hochstens einen
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Punkt gemein haben. Die gerade Ordnung der Gruppe sei bezeichnet
mit 22. Wir greifen nun irgend eine Spiegelung s heraus, und bezeichnen
die Endpunkte ihrer Achse ¢ mit 4 und A4,. Die Achse a zerlegt K
in zwei einfache Bereiche. Wir gehen nun von A4 aus auf dem Rande X
in denjenigen Bereich, welcher Punkte einer zweiten Achse enthilt, bis
zu einem nachsten Achsenendpunkt 4, und bezeichnen den andern End-
punkt der so gefundenen Achse ¢, mit 4,,,. Wiirde 4, in demselben
der durch a bestimmten Teilbereiche liegen, wie A4,, so ergdbe sich fiir
die Abbildung s s, auf der Pheripherie von X ein Bogen, welcher in
einen echten Teilbogen von sich selbst uiberginge, was der Periodizitat
widerspricht. Hieraus folgt, daf3 die Achse @, die Achse & genau in
einem Punkte, nimlich dem Rotationszentrum O iiberkreuzt. Wir be-
zeichnen den im Innern keine Achsenpunkte enthaltenden Winkelbereich
AA; O A mit w. Da diese Tatsache der Ueberkreuzung fiir irgend zwei
Achsen gilt, so folgt weiter, daf3 der zu o diametrale Winkelbereich
w, = A, Ay O A, im Innern auch keine Achsenpunkte enthalten kann.
Denn eine in «, vorhandene Achse miif3te sowohl & als auch ¢, in O
einfach iiberkreuzen und somit in « hineinfihren. Von A4, gehen wir
weiter im Sinne des primitiven Bogens 4, 4, und finden ecine nichste
Achse @, mit dem Endpunkt 4,. Der so erhaltene primitive Winkel-
bereich heif3e w,. Die gleichen Ueberlegungen zeigen, daf3 ihm in der
gleichen Umlaufsrichtung von A, ,; ausgehend der diametral gegeniiber
liegende primitive Winkelbereich w,4+; entspricht. Wir erhalten so
schlie3lich eine Zerlegung von % in die 2z primitiven Winkelbereiche
w, 0y, ... wz,—1, deren Scheitel im Rotationszentrum O liegen. Dabei
entfallen die vier «Radien» von je zwei einander gegeniiber liegenden
Winkelbereichen w; und w,,; auf die zwei Achsen @; und ;.. wobei
eben gilt, a,4) = a,.

Nun erzeugt die Gruppe g von K auch auf dem Rande von K eine
endliche Gruppe ¢’ von topologischen Abbildungen, deren invariante
Elemente gegeben sind durch die Punkte 4, 4, ... 4., und deren Ord-
nung <27 sein mufd. Hieraus folgt auf Grund der fiir die Kreislinie
gefundenen Resultate, daf3 auch die Gruppe der Randabbildungen g’
aus 27 verschiedenen Elementen besteht und dafd jedem innern Punkte
eines primitiven Bogens innerhalb jedes andern primitiven Bogens genau
ein und nur ein hinsichtlich ¢’ dquivalenter Punkt entspricht. Hieraus
kann man weiter schlief3en, daf3 dieselbe Behauptung zutrifft, fir die
primitiven Winkelbereiche hinsichtlich der Gruppe ¢. Beweis: Wir nehmen
an, einem Punkte 7 im Innern von w entspreche bei einer Transfor-
mation # von g ein Punkt 7~ im Innern oder auf einem «Radiusy von

¢
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w. Dann verbinden wir den Punkt 7’ durch einen im Innern von w
verlaufenden Bogen 2’ mit einem innern Punkte des primitiven Bogens
AA,. Diesem Bogen entspricht bei der Abbildung #' ein Bogen g, welcher
zu einem innern Punkte eines andern primitiven Bogens hinfiihrt, also
einen der Radien von w notwendigerweise in einen vom Rotationszen-
trum verschiedenen Punkt Q innerhalb X trifft. Diesem Punkt Q ent-
spricht bei der Abbildung 7 nach Konstruktion von g’ ein Punkt Q' im
Innern von w. Bezeichnen wir nun mit s diejenige Spiegelung, welche
die O enthaltende Achse fest 14{3t, so fiihrt die Abbildung #—! s# den Punkt
Q' in sich iiber. Da nun aber Q' von O verschieden ist, so miif3te im
Innern von w eine Achse vorhanden sein, was der Konstruktion von o
widerspricht.

Es ist nun ersichtlich, daf3 man die Gruppe ¢ von K in der gleichen
Weise wie beim Falle einer Kreislinie in eine endliche Gruppe von
euklidischen Drehungen und Umklappungen verwandeln kann und wir
sind somit zu folgendem Resultat gelangt:

Sats 1: Fede endliche Gruppe von topologischen Abbildungen einer Kreis-
schezbe tn sich ist topologisch dquivalent mit emmer euklzdischen Gruppe
von Drehungen und Spiegelungen.

§ 3. Untersuchung im GroBen

Wir kniipfen wieder an § 1 an und konnen iiber die Menge 7 der bei
einer Untergruppe y von ¢ invarianten Punkte /7 folgende Aussagen
machen : !

1. Ist ¥ eine Rotationsgruppe, so ist P ein isolierter Punkt von XIi.

2. Ist ¥ eine aus einer einzigen Spiegelung bestehende Gruppe, so
besteht die in eine geniigend kleine geeignete Jordanumgebung z von
P entfallende Teilmenge von 21T aus einem einfachen Bogenstiick, wel-
ches P enthilt und dessen samtliche Punkte bei y invariant bleiben.

3. Ist y aus Rotationen und Spiegelungen zusammengesetzt, so laufen
in P eine gerade Anzahl von Bogen der unter 2. beschriebenen Art
zusammen und der Punkt P ist in dieser Eigenschaft isoliert. Der Ein-
fluf3 der Gruppe y ist fiir eine geniigend kleine geeignete Umgebung
# von P vollstindig beschrieben durch Satz 1, § 2.

Daraus folgt nun, daf3 der fruchtbare Gedanke von Brouwer *), die
Systeme der hinsichtlich ¢ zquivalenten Punkte zu einer Mannigfaltig-
keit zusammen zu fassen, auch hier anwendbar ist?). Wir wihlen also

*) Dieser Gedanke tritt iibrigens im Gebiete der konformen Abbildung schon bei Poincaré
auf in seinen Untersuchungen iiber automorphe Funktionen.



_irgend einen Punkt 7 von F aus, fiigen die durch g aus /P erzeugten
Elemente 7, B, ../P,_1, hinzu und fassen die Punkte (P, P, B,, .. P,—y)
auf als einziges Element 5. Die Menge der Elemente s werde be-
zeichnet mit @. Bleibt P bei keiner Operation aus g invariant, so
existiert um /7 eine Jordanumgebung #, welche von ihren siamtlichen
Bildern verschieden ist. Die Gesamtheit der zugehorigen Elemente '
ist ein umkehrbar eindeutiges und stetiges Abbild der die Umgebung
# erfiillenden Punkte P’ und bildet daher im Sinne der Topologie
eine volle Umgebung des Punktes x. Bleibt hingegen / bei einer Unter-
gruppe y von g invariant, so tritt einer der durch 1. 2. und 3. charak-
terisierten. Ausnahmefille ein. In jedem Falle existiert zum Punkte /2
ein primitiver Winkelbereich », dessen Punkte 2’ mit den zugehorigen
Systemen s’ in umkehrbar eindeutiger und stetiger Beziehung stehen.
Im Falle 1. speziell sind die Punkte der Grenzradien von w paarweise
aquivalent und die zugehorigen Elemente mii3en also paarweise iden-
tifiziert werden, d. h., die Punkte s’ bilden wiederum eine volle Um-
gebung des Punktes x. In dem Falle 2. und 3. hingegen sind die Punkte
der Grenzradien eines primitiven Winkels  nicht dquivalent hinsichtlich
g. Die zugehorigen Punkte o’ bilden somit eine Halbumgebung des
Punktes s#. Zusammenfassend erkennt man, daf3 die Menge @ im Sinne
der Topologie eine Flache bildet, welche eine endliche Zahl von Rin-
dern aufweist, sofern die Fille 2. und 3. bei der Gruppe g verwirklicht
sind: Diese Flache @ nennen wir mit Brouwer die Modulmannigfaltigkeit
von / hinsichtlich der Gruppe g.

Die transformierte Flache # selbst kann nun als Ueberlagerungsflache
von @ aufgefasst werden und die Art der Ueberlagerung fiir jeden ein-
zelnen Punkt s« von @ ergibt sich aus den oben auseinandergesetzten
Tatsachen. Reprisentiert der Punkt s ein System von nichtinvarianten
Punkten P, A, ..F,_;, so liegen iiber einer Umgebung von s genau
die n schlichten Umgebungen #, #,, ..#,_,, dieser Punkte. Entspricht
hingegen dem Punkte s« ein System, von dem etwa der Punkt 2 bei
einer Rotationsgruppe y der Ordnung 2 invariant bleibt, so liegt erst
einmal iiber einer Umgebung von s ein schlichter primitiver Winkel-
bereich w, dessen Grenzradien relativ zu @ iibereinander liegen, aber
nicht vereinigt werden diirfen. An dem einen der Grenzradien an-
schlief3end, iiberlagert sich dem Bereich w der zweite Winkelbereich o,
u. s. f. bis schlief3lich nach Durchlaufung des letzten Winkelbereichs
wy_, die Vereinigung mit  stattfindet. Man erhidlt so einen Verzwei-

gungspunkt im klassischen Sinne. Ueber diesen lagern sich 7—;-—— I
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weitere Verzweigungspunkte der Ordnung A—1. Bedeutet nimlich 7z eine
Abbildung, welche den Punkt /2 in einen von P verschiedenen Punkt
[’ iiberfiihrt, so sind diejenigen Abbildungen, welche /2, invariant lassen,’
gegeben durch die Gruppe z—!y 7, welche wiederum eine Rotations-
gruppe der Ordnung A darstellt.

Die Faille 2. und 3. fassen wir zusammen und nehmen also an, P
bleibe bei einer auch Spiegelungen enthaltenden Untergruppe y der
Ordnung 2 y invariant. Um hier die Art der Ueberlagerung anschaulich
bequem zu erfassen, bedienen wir uns der Darstellung von y durch
eine euklidische Gruppe einer Kreisscheibe., Wir denken uns auf dieser
Kreisscheibe einen Punkt (@, welcher in kontinuierlicher Bewegung
nacheinander die primitiven Winkelbereiche o, w,, ... v, p—1 durchlauft.
Diesem Punkte lassen wir in jedem Moment denjenigen Punkt Q aus w
entsprechen, welcher mit ihm hinsichtlich y aquivalent ist. O vollfiihrt
in w im Ganzen 2¢ Oszillationen. Wenn man nun in der iiblichen Weise
die den verschiedenen Winkelbereichen entsprechenden, aber in w
koinzidierenden Lagen des Punktes () dadurch unterscheidet, daf3 man
sie ,iiber einander* anordnet, erhilt man ein Ueberlagerungsgebilde,
welches iiber den beiden Grenzradien g-mal gefaltet, iiber dem
Scheitel aber iiberdies noch g-mal verzweigt ist. Natiirlich ist es
unwesentlich, ob eine einzelne Faltung jeweils ,,nach oben“ oder ,,nach
unten* erfolgt. Immerhin empfiehlt es sich, zur Erhohung der Anschau-
lichkeit folgendes Verfahren einzuschlagen: Man denke sich die einzelnen
liber einander liegenden Bereiche w, w;, ..wzp—1 als Winkel von der
Grofde a, entsprechend einer zu Grunde liegenden Halbumgebung von
a und unterscheide die Grenzradien mit rechts und links. Nun werde
w, an w rechts angesetzt und nach oben gefaltet, hierauf w,, welches
sich notwendigerweise links anschlief3t, nach unten gefaltet, aber so,
daf3 w, iiber o liegt. Hierauf kommt rechts w; an w, nach aufwirts,
aber wieder so, daf3 w; unter o, liegt, etc. Dieser Prozel3 stellt ge-
wissermafden eine Einwickelung dar. Im letzten Schritt werden links
«—1 Hillen durchbrochen, um w:p—1 an o anzuschlieiden. Vergegen-
wirtigt man sich dieses raumliche Modell, so erkennt man, daf3 man
von einer zwischen wy,_, und w,, , liegenden Stelle aus dasselbe mit
einer Bewegung auseinander falten kann. Dabei entsteht ein gewohn-
licher Verzweigungspunkt der Ordnung g¢— 1. Umgekehrt erhilt man
dieses Modell, wenn man einen gewohnlichen Verzweigungspunkt
Ordnung lings eines Durchmessers faltet. Ich nenne deshalb einen
derartigen Punkt einen gefalteten Versweigungspunkt (u— 1)t Ordnung.
Oder auch kurz cine Faltverswergung.
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Die Abbildungen von / in sich erscheinen nun auf der Ueberlage-
rungsfliche als Decktransformationen, denn die hinsichtlich g dquiva-
lenten Punkte machen ja gerade samtliche iiber einem Punkte von @
liegenden Punkte aus. Die erhaltene z-blittrige Ueberlagerungsfliche
von @ gestattet also gerade z Decktransformationen und erweist sich
somit als reguldre Ueberlagerungsfliche von @.

Wir formulieren als Ergebnis
Sats 2.: Wird eine geschilossene Fliche F einer endlichen Gruppe g von
n topologischen Abbildungen unterworfen, so bilden die Systeme der hin-
sichtlich g dquivalenten Punkie eine Polyederfliche ®@. Die Flache F ist
ezne regulire Ueberlagevungsfliche von @, fiir deren singuliven Flemente
folgende Miglichkeiten in Betracht kommen:

1. Ueber dem Innern von @ liegen endlich wviele Verswergungspunkie.
2. Ueber jedem Rande von @ liegen Y Faltungslinien.

3. Ueber ivgend einemm Rande liegen endlich viele Faltversweigungen.

Daf3 es sich um regulire Ueberlagerungsflichen handelt, ist von aus-
schlaggebender Bedeutung. Die daraus sich ergebenden Konsequenzen
sollen aber erst im ndchsten Paragraphen gezogen werden. Hier soll
vorerst noch die Konstruktion einer beliebigen Ueberlagerungsflache mit
Faltungslinien und gefalteten Verzweigungspunkten auf Grund einer
passenden Zerschneidung der Grundfliche angegeben werden.

Wir wiahlen im Innern von @ einen Punkt O, iiber welchem keine
Verzweigung stattfindet, und fiihren von diesem Punkte aus

a) je einen einfachen Schnitt zu jedem Verzweigungspunkt im Innern

von @.

b) je einen einfachen Schnitt zu jedem Rand, welcher iiberdies eine

der eventuell vorhandenen Faltverzweigungen trifft.

c) ein vollstindiges kanonisches Schnittsystem.

Ueber die so zerschnittene Fliche @ legen wir » mit ihr kongruente
und gleichzerschnittene Blatter. Hierauf heften wir die » Blatter lings
jedes einzelnen der gefithrten Schnitte in beliebiger Permutation an-
einander, wobei nur darauf zu achten ist, daf3 bei O keine Verzweigung
entsteht. Nun muf3 die Heftung noch lings der Rédnder von @ erklirt
werden. Wir betrachten einen bestimmten Rand, welcher etwa
gefaltete Verzweigungspunkte enthalten moge. Durch diese s Punkte
zerfallt der Rand in s Bogen. Lings jedes dieser Bogen vollziehen wir
die Heftung in unabhingiger Weise, aber derart, daf3 lauter Faltungs-
linien entstehen. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daf3 das Quadrat
der zugehorigen Blitterpermutation die Identitit ergibt. Durch die voll-
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zogene Heftung langs der Randbogen sind, wie weiter unten gezeigt
wird, die Faltverzweigungen bestimmt. Falls also der Rand keine der-
artigen Singularititen enthalt, muf3 man darauf achten, daf3 bei der
Heftung lings des einzigen Bogens auch keine Faltverzweigung entsteht,
in demjenigen Punkte, wo der von (O ausgehende Schnitt eintritt.

Wihlen wir nun im Ilnnern von @ und auf3erhalb des Schnittsystems
einen bestimmten Punkt 3/, so ist die zu diesem Punkte gehorige Dar-
stellung der Monodromiegruppe durch die oben beschriebene Konstruk-
tion bestimmt. Wir fiihren folgende Bezeichnungen fiir die die Mono-
dromiegruppe konstituierenden Substitutionen ein:

a) Wir numerieren fortlaufend von 1 bis v die einfachen Schnitte,
welche zu den gewodhnlichen Verzweigungspunkten hinfiihren und
bezeichnen die zugehorigen Substitutionen mit },, V,, ... V).

b) Wir numerieren ebenso die zu den Rindern hinfithrenden Schnitte
von I bis » und bezeichnen die zugehorigen Substitutionen mit
Ry, Ry, ... R,.

c) Wir greifen cinen einzelnen, etwa den 7% Rand heraus und be-
zeichnen die Anzahl der auf ihn entfallenden Faltverzweigungs-
punkte mit v;. Dieser Rand zerfillt also in v; Bogen, welche wir
in einer bestimmten Durchlaufung numerieren. Die den einzelnen
Bogen entsprechenden Faltungsubstitutionen mégen dann bezeichnet
werden mit S;y, S;e, ...S;y;; die Substitutionen der zugehorigen
Faltverzweigungen seien Vi, —17,-2, V,-UZ.. Hierbei soll V;; im
Sinne der Durchlaufung am Ende des zu S;; gehorigen Bogens
stehen. Die };; gehdren nach der obigen Konstruktion nicht zu
den die Monodromiegruppe konstituierenden Elementen. Enthalt
der Rand keine Faltverzweigung, so lassen wir einfach den zweiten
Index weg und haben dann das einzige Element .S;. Wir werden
zum Ausdruck bringen miissen, da3 in diesem Falle }; — 1 ist.

d) Wir bezeichnen schlief3lich mit 4,, B, ,4,, By, ... As, By die Sub-
stitutionen der p Paare konjugierter Riickkehrschnitte, falls @ zwei-
seitig und vom Geschlecht p ist oder mit A4,, 4,, .. A, die Substi-
tutionen der p ecinufrigen Riickkehrschnitte falls @ einseitig und
vom Geschlecht p ist.

Die Substitutionen a) und d) sind aus der Theorie der ungefalteten
Ueberlagerungsflichen bekannt und bediirfen keine Erlduterung. Aber
auch fiir die Substitutionen b) gilt dieselbe Bemerkung, denn fiir sie
spielen die Rinder die Rolle von Verzweigungspunkten. Die Forderung,
daf3 im Punkte O keine Verzweigung auftritt, driickt sich bei der oben
angegebenen Anordnung der Schnitte aus durch die Relation
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1

—1 —_
o Ve ViR Ry...R, A B A B
falls @ zweiseitig ist oder durch
(I') V, Vy.. VyR, Ry .. R, Ay A5 ... Ay — 1
falls @ einseitig ist.

Einer besondern Erlduterung bediirfen die unter c) erwdhnten Sub-
stitutionen. Die Faltungssubstitutionen .S; gewinnen wir, wenn wir durch
den Punkt #/ folgende geschlossene und gerichtete Spurkurve « ziehen:
Wir verbinden 17 mit einem Punkte des zu .S;, gehorigen Randbogens
vermittelst eines einfachen Bogens £, welcher ganz innerhalb der zer-
schnittenen Fliche @ verlauft und durchlaufen diesen Bogen zuerst in
seiner Entstehungsrichtung und hierauf in der entgegengesetzten Rich-
tung. Fur das Verhalten der einem in « laufenden Punkte Z° iiber-
lagerten Punkte /2~,, £,... [/, wihrend des Wechsels von /7 beim
Randbogen kommen, da das System der iiberlagerten Punkte in ein
dquivalentes iibergehen muf3, zwei Moglichkeiten in Betracht. Das System
der iiberlagerten Punkte erfihrt die Identitit, d.h. jeder Punkt /7 geht
beim Riicklauf von 2 ebenfalls im selben Blatt zuriick, in welchem er
angekommen ist. Dann hat kein eigentlicher Uebergang stattgefunden
und « kann kontinuierlich auf 4/ zusammengezogen werden. Soll also
S;z ein Ausdruck der an dem betreffendem Randpunkt vorgenommenen
Faltung sein, so mufd jeder Punkt /Z; in das auf Grund der Faltung
zugeordnete Blatt iibergehen. Dann kann aber ¢ nicht mehr auf A/
zusammengezogen werden, ohne daf3 die iiberlagerten Kurven zerreif3en.
Einzig in diesem Falle sprechen wir von einem Uebergang iiber eine
Faltungslinie (Randiibergang).

Wenn man nun beachtet, daf3 die Darstellung der Monodromiegruppe
durch eine Verschiebung von 7 innerhalb der zerschnittenen Fliche @
nicht beeinflusst wird, daf3 man also .J/ in beliebige Nahe einer Falt-
verzweigung bringen kann, und wenn man weiter die oben gegebene
Modellvorstellung fiir derartige Singularititen heranzieht, so erkennt
man, daf3 fiir jeden Index 2 = 1,2,,.v;, — 1 gilt

(I1) Sioaer Sion = Via

Eine Ausnahme bildet die dem Index A — wv; entsprechende Faltver-
zweigung und zwar deshalb, weil, wie man unmittelbar sieht, bei einer
«Umkreisung» dieses Punktes der hier einmiindende Schnitt iiberschritten
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werden muf3. Eine kurze Ueberlegung ergibt, dafd3 die Relation II in
diesem Falle zu ersetzen ist, durch

—1 —
R: S;1 R; S; v, — Viv; (1)

Enthilt insbesondere der betrachtete Rand keine Faltverzweigung, so
gilt v; = 1; S;; = .S; und somit folgt aus III die Relation

1

R S:iR:S: — 1 (1I1')

Damit sind die fiir den allgemeinen (nicht-reguldren) Fall in Betracht
kommenden Relationen aufgezihlt. Sofern wir aber vorausgesetzt haben,
daf iiber jeden Randbogen nur Falten (keine einfachen Rinder) liegen,
haben wir eine Regularititsbedingung bereits beriicksichtigt, und in
dieser Beziehung wiren also die Relationen #» == 0 (mod. 2) und

2

Sz'k — (IV)

wo 7 die Ordnung der Gruppe bedeutet, hinzuzufiigen.

Nachdem wir so die Konstruktion der Uberlagerungsfliche auf Grund
der wesentlichen die Monodromiegruppe konstituierenden Verzweigungs-
und Faltungssubstitutionen beschrieben haben, bleibt uns noch die
Aufgabe, den Zusammenhang zwischen den Invarianten der Grundfliche
und denjenigen der Ueberlagerungsfliche anzugeben. Dabei ergibt sich,
dafd die Art, wie die Flachen @ und Z hinsichtlich Threr Orientierbar-
keit zusammenhingen im allgemeinen nicht-reguliren Falle nicht durch
geschlossene Relationen zwischen den Operationen der Monodromie-
gruppe zum Ausdruck gebracht werden kann. Da wir aber fiir die
Zwecke der endlichen Gruppen nur den Fall der reguliren Ueber-
lagerungsflichen benétigen, beschrinke ich mich auf diesen Fall. Die
nahere Charakterisierung der Ueberlagerungsflichen soll Gegenstand des
folgenden Paragraphen sein.

§ 4. Regulsre Ueberlagerungsfldchen

Die Charakterisierung der reguldren Ueberlagerungsflichen zerfillt im
wesentlichen in drei Teilaufgaben. ,

1. Es muf3 eine Formel angegeben werden, welche gestattet, auf
Grund der Verzweigungsart und der Blitterzahl die Zusammenhangszahl
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der Ueberlagerungsfliche aus der Zusammenhangszahl der Grundfliche
zu berechnen. Diese Formel wird also eine Verallgemeinerung der be-
kannten Formel von Hurwitz darstellen.

2. Es muf3 in einem ,,Verzweigungssatz‘* der Zusammenhang zwischen
der Monodromiegruppe und der Gruppe der Decktransformationen an-
gegeben werden. Dieser Verzweigungssatz ist fiir die wirkliche Auf-
zihlung der Gruppen von fundamentaler Bedeutung, den nach den Er-
orterungen des vorausgehenden Paragraphen bildet bei der Konstruktion
einer Ueberlagerungsfliche die Monodromiegruppe das Primadre, wahrend
die gesuchte Gruppe ihren Ausdruck in den Decktransformationen findet.

3. Es muf3 angegeben werden, wie die Grundfliche und die Ueber-
lagerungsfliche hinsichtlich der Orientierbarkeit von einander abhidngen.
Man konnte auf den ersten Blick erwarten, daf3 diese Frage an zweiter
Stelle zu behandeln sei. Der Leser wird aber beim Gang der Entwick-
lungen selber sehen, daf3 die hier getroffene Anordnung zweckmaf3iger ist.

Wir behandeln nun diese drei Aufgaben in der angegebenen Reihen-
folge.

1. Um die Aufzihlung der einzufithrenden Bezeichnungen zu erleichtern,
benutzen wir voriibergehend folgende Benennungen. Ein Punkt 7; auf
der Ueberlagerungsflache F heif3t ein frezer Punkt, wenn er weder mit
einem Verzweigungspunkt zusammenfillt, noch in einer Faltungslinie liegt.
Ein Punkt 7; von F heil3t ein freier Randpunkt, wenn er in ciner Fal-
tungslinie liegt, aber mit keinem Faltverzweigungspunkt zusammenfillt.
Wenn also ein Punkt weder ein freier Punkt noch ein freier Randpunkt
ist, so muf3 er entweder ein Verzweigungspunkt oder ein Faltverzwei-
gungspunkt sein. Da F eine regulire Ueberlagerungsfliche von @ ist,
so kommt allen Punkten 7, 7,, . .. Pr_y, Piy1, . .. P,, welche denselben
Spurpunkt 2 auf @ besitzen, auch dieselbe Benennung zu. Daraus folgt
weiter, daf3 man auch den Spurpunkten /2 dieselbe Benennung beilegen
darf.

Wir fithren nun auf @ eine Triangulation ein, in welcher siamtliche
gefalteten und ungefalteten Verzweigungspunkte als Ecken auftreten.
Enthdlt @ Rénder, so gehoren diese zu dem Kantensystem der Trian-
gulation. Die Triangulation von @ iibertrigt sich ohne weiteres auf /.
Wenn man nun die Elemente der beiden Triangulationen aufzahlt um
die Charakteristik *) zu bilden, so muf3 man dabei die Verzweigungspunkte
einzeln auffihren. Liegt z. B. iiber dem Punkt P von @ ein Verzwei-
gungspunkt der Ordnung A — 1, so folgt aus der Regularitit von /£,

#) Charakteristik = Anzahl der Punkte — Anzahl der Kanten -}- Anzahl der Flichenstiicke.
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daf3 iiber 7 genau —’)—i— Verzweigungspunkte der Ordnung A — 1 liegen.

Bezeichnen wir also in leicht verstindlicher Abkiirzung die Anzahl der-
jenigen Punkte P von @, iiber welchen ungefaltete Verzweigungen liegen,
mit Y 1, so ist die Anzahl der ungefalteten Verzweigungspunkte auf #

gegeben durch 2 = wobei natiirlich die Summation iiber die fiir die ein-

zelnen Punkte 2 geltenden Werte A zu erstrecken ist. Ist hingegen /2
ein Punkt auf dem Rande von @, iiber welchem ein gefalteter Verzwei-
gungspunkt der Ordnung « — 1 liegt, so schlief3en sich die samtlichen

n :
dem Punkt P iiberlagerten Punkte zu genau gefalteten Verzweigungs-

)
punkten der Ordnung ¢ — 1 zusammen. Hier ist also mit ¢ — 1 die

Ordnung der eigentlichen Verzweigung gezdhlt, wihrend der Faktor 2
auf Rechnung der Faltung kommt. Die Anzahl der eben beschriebenen
Punkte /° von @ bezeichnen wir nun mit 3’ 1 und die Anzahl der Falt-

verzweigungspunkte ist somit gegeben durch 3’ — .

24

Nun werden die folgenden Festsetzungen ohne weiteres verstindlich
sein,

Die Triangulation der Grundfliche @ betreffend:
Anzahl der freien Punkte
Anzahl der freien Randpunkte
Anzahl derjenigen Punkte, iiber welchen ge-
wohnliche Verzweigungen liegen = 21
Anzahl derjenigen Punkte, iiber welchen Falt-

I
8

I
*

verzweigungen liegen =21
Anzahl der innern Kanten = o
Anzahl der Randkanten = #,
Anzahl der Dreiecke = ay

Die Triangulation der Ueberlagerungsfliche betreffend:

Anzahl der freien Punkte = a,
Anzahl der freien Randpunkte = b,
Anzahl der gewohnlichen Verzweigungspunkte — X ;l
Anzahl der Faltverzweigungspunkte = X é’i/

Anzahl der innern Kanten — a,
Anzahl der Randkanten b,
Anzahl der Dreiecke

i

I
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Zur zweitletzten Zeile ist zu bemerken, daf3 die Bezeichnung als
Randkanten aus Griinden der Bequemlichkeit gewihlt worden ist fiir
diejenigen Kanten von #, welche iiber den Randkanten von @ liegen.
Sie sind natiirlich keine Randkanten, sondern gehdren zu den Faltungs-
linien. Zwischen den eingefithrten Zahlen bestehen nun gewisse Rela-
tionen, die ohne weiteres ersichtlich sind und die ich deshalb einfach
angebe. Die erste Relation driickt eine Beziehung zwischen Elementen
von @ aus, wahrend die iibrigen im wesentlichen zum Ausdruck bringen,
daf3 F sozusagen die Ver-z-fachung von @ ist.

Bi= o +2"1
7”7
al == 720(1
Y/
b, = —
=2
a2 = ”a2

Bedeuten nun { resp. z die Zusammenhangszahlen von @ resp. /~ so
liefert die bekannte Zusammenhangsrelation

2—({= (g + o+ 21+ 2 I)“(“1+ﬂ1)“|"a2.
2_5:(“o“l‘ﬁo‘f‘z‘%‘f‘2"2%)““(‘21"1‘51)”*"“2

Wenn man die erste dieser beiden Gleichungen mit » multipliziert und
hierauf von der zweiten subtrahiert, so erhilt man unter Benutzung der
eben angegebenen Beziehungen vermittelst einfacher Umformungen die
Relation

2 s=n(2— )—-2%(1——%)——2’—2—(1———~3) (H)

i

Unterdriickt man in dieser Formel die Summe 2’, so resultiert die
Hurwitz’sche Relation. Die Formel (H) bringt die gesuchte Beziehung
zwischen gewdhnlichen Verzweigungen, Faltverzweigungen und Zusam-
menhangszahlen zum Ausdruck.

2. Um den Zusammenhang zwischen den Decktransformationen und
den Verzweigungssubstitutionen zu ermitteln, fasse ich denjenigen Punkt
M von @ ins Auge, der uns schon frither zur Darstellung der Mono-

86



dromiegruppe gedient hat. Die iiber ihm liegenden Punkte von 7 seien
bezeichnet mit A,, M,, ... M,.

Irgend eine Operation .S, der Monodromiegruppe’) wird bekanntlich
folgendermaf3en definiert: Man zieht durch A/ auf @ eine stetige, ge-
schlossene und gerichtete Kurve y und lif3t einen Punkt P ausgehend
von M eine einmalige und vollstindige Durchlaufung von y ausfiihren.
Dann vollfilhren die dem Punhte / iiberlagerten Punkte 7, 7, ... P,,
ebenfalls ausgehend von den Anfangslagen M,, M,, ... M,, = Durch-
laufungen y,, y,, ... 7., welche, zufolge der vorausgesetzten Regularitit
alle entweder gleichzeitig geschlossen oder ungeschlossen sind. Wenn
P seine Endlage, also wiederum /47, erreicht hat, so ist das System 7,
By, ... P, seinerseits wieder mit dem System M, M,, ... M, in Deckung,
wobei aber im allgemeinen die Reihenfolge der einzelnen Endlagen von
derjenigen der Anfangslagen verschieden ist. .S, ist dann erkldrt als
diejenige Substitution, welche die Anfangspermutation in die Endpermu-
tation iiberfiihrt. Hieraus folgt, daf3 im reguldren Falle die Substitution
S; eindeutig bestimmt ist, durch Angabe desjenigen Punkfes 47, in
welchen etwa der Punkt /7, iibergefithrt wird. Leistet ndmlich eine

Substitution .S, dasselbe, so entspricht bei S, Sk_l dem Punkte A7, die

- —1 X3 -
geschlossene Kurve y, y; . Dann miissen aber alle der zugehdrigen

Spur iiberlagerten Kurven geschlossen sein, d. h. alle Punkte A7,, #7,,
... M, bleiben bei 5, S, ' fest. Also gilt S; S, =1 oder S, — .S, .

Eine Decktransformation 7; hingegen ist folgendermaflen definiert:
Man wihlt irgend einen Punkt von #, etwa A/;, und ordnet ihm irgend
einen dariiberliegenden, etwa A/; zu. Hierauf verbindet man den Punkt
M, mit einem beliebigen Punht 7, von # durch eine stetige und ge-
richtete Kurve §;, welche keine singuliren Punkte trifft. Nun ordnet
man von J/; ausgehend der Kurve ¢, diejenige Kurve J; zu, welche in
@ dieselbe gerichtete Spur J besitzt. Diese Kurve {; ist durch diese
Festsetzung als eindeutige Ueberlagerung von J, bestimmt, falls im Sinne
der in § 3 getroffenen Festsetzungen dafiir gesorgt wird, daf3 jedem
wirklichen Randiibergang von ¢, ein wirklicher Randiibergang von J;
entspricht und umgekehrt. Das Bild des Punktes 2, bei der in Betracht
gezogenen Decktransformation wird jetzt erklirt als der dem Punkte /7,
tiberlagerte Endpunkt /Z; der Kurve J; .

*) Hier ist Sz als Zeichen fiir irgend eine Operation anzusehen und nicht zu verwe.chs'eln
mit der im vorigen Paragraphen benutzten Bezeichnung S; fiir die kte Faltungssubstitution
des jten Randes.
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Der Vergleich der beiden Definitionen ergibt, daf3 die Decktransfor-
mation 7 die Kurve y, iiberfiihrt in die Kurve y; . Der Anfangspunkt
von y, ist der Punkt 47,, der Endpunkt aber der oben schon eingefiihrte
Punkt M, . Der Anfangspunkt von y; ist der Punkt 7;, der Endpunkt
soll bezeichnet sein mit 47,. Bezeichnen wir weiter mit 7, diejenige
Decktransformation, welche 7, iiberfithrt in 47, und mit S; diejenige
Monodromiesubstitution, welche A7, iiberfithrt in 47;, so folgt, daf3 so-
wohl die Decktransformation 7, 7; als auch die Substitution .S; S, den
Punkt 47, iberfithren in den Punkt 47,. Ordnen wir also in den beiden
Gruppen diejenigen Elemente einander zu, welche den gleichen Index
haben, so entspricht einem beliebigen Produkt .S; .S, das Produkt 77, 7.
Die beiden Gruppen sind somit vollstindig isomorph unter Vertauschung
der Faktorenfolge. Als Ergebnis formulieren wir

Satz 3: Die Monodromiegruppe einer reguliven Ueberiagerungsfliclie
zst vollstindig isomorplh mat der Gruppe iltver Decktransformationen
unter Vertauschung der Fakforenfolge. '

Um sich die Bedeutung dieses Resultats klar zu machen, beachte man,
da3 jede Ueberlagerungsfliche eine Monodromiegruppe besitzt, hingegen
nur die regularen Ueberlagerungsflichen die volle Gruppe der Deck-
transformationen zulassen.

3. Um zu entscheiden, ob die Ueberlagerungsfliche /# orientierbar ist
oder nicht, betrachte ich geschlossene stetige Kurven y auf /, welche
sich aus einer endlichen Zahl einfacher Bogen zusammensetzen. Z/ ist
dann und nur dann nicht orientierbar, falls einufrige Kurven y existieren.
Es ist ohne weiteres ersichtlich, daf3 man eine Kurve y durch eine end-
liche Zahl kleiner Deformationen so verlagern kann, daf3 sie keinen der
singularen Punkte trifft und nur endlich viele Randiiberginge besitzt.
Man kann nun weiter annehmen, daf3 y nach dieser Deformation in end-
lich viele konsckutive einfache Bogen zerfillt, von denen jeder in einem
bestimmten Exemplar der » Blitter von F liegt. Jeder einzelne dieser
Bogen kann weiter im Innern des zugehorigen Blattes so deformiert
werden, daf3 er genau einmal durch einen der Punkte M, M,, ... M,
lauft. Hier bedeutet J/ wiederum denjenigen Punkt von @, welcher
schon frither zur Darstellung der Monodromiegruppe gedient hat. Sei
etwa @; der in das zt¢ Blatt fallende Teilbogen von y. Er zerfillt durch
M; in zwei einfache Teilbogen, deren von J/; verschiedene Endpunkte
auf dem Schnittsystem liegen. Wir ordnen nun y eine bestimmte Durch-
laufung zu und fassen die von A7; ausgehende Hilfte zusammen mit
der anschlie3enden analog definierten Hilfte des konsekutiven Bogens.
Der letztere Bogen fiihrt also wieder zu einem Punkte 47, hin. Dieses
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Verfahren getzen wir fort, bis die ganze Kurve y durchlaufen ist. Jedem
der so erhaltenen Bogen entspricht eine geschlossene Spur auf @ und
die zugeordnete Substitution der Monodromiegruppe stellt eine der bei
der Konstruktion von / (§ 3) benutzten Schnittsubstitutionen dar, welche
bezeichnet waren mit V,, V,, ... Vo, Ry, Ry, ... R,, Si;, Sies - - - Stu1,
521, Szz, o e Sguz, S,q, S,-z, o v S,-u,-, Al’ ]5’1, Az, BZ’ . e e A},, B},. Im Falle
eines einseitigen @ tritt an Stelle der letzten Reihe die Reihe 4,, 4,,
... 4, welche die Substitutionen der einufrigen Riickkehrschnitte ent-
halt. Der vollstindigen Durchlaufung von y entspricht somit ein Produkt
derartiger Substitutionen. Die Tatsache, dafd3 y geschlossen ist, driickt
sich dadurch aus, daf3 dieses Produkt gleich der Einheitssubstitution ist.
Um nun festzustellen, ob y ein- oder zweiufrig ist, erteilen wir der Um-
gebung des Punktes #/ von @ eine Indikatrix, welche sich direkt auf
die Umgebung der iiberlagerten Punkte A7,, ... M, iibertrigt. Hierauf
wihlen wir aus M, M,, ... M, einen der auf y liegenden Punkte
aus, etwa M;, und betrachten ihn als Anfang einer Durchlaufung von
y. Die Indikatrix der zu 47; gehorigen Umgebung sei reprisentiert
durch eine kleine geschlossene und gerichtete Kurve x. Fiihrt man
uun bei der Durchlaufung von y die Indikatrixkurve x kontinuierlich
mit, so erkennt man, daf3 nach Durchlaufung eines Bogens @ die Indi-
katrix » in Bezug auf die Indikatrix der Umgebungen der Punkte
My, ... M, dann und nur dann umgeschlagen hat, wenn g iiber einc
Faltungslinie oder iiber eincn einufrigen Verzweigungsschnitt fithrt. Um
dies einzusehen, beachte man, daf3 die gemeinsame Indikatrix der Um-
gebungen des Systems (4/;, M,,..../,) ohne weiteres erstreckt
werden kann auf die ganzen, aber zerschnitten gedachten » Blitter von
. Hieraus folgt sofort, daf3 die Indikatrix bei Ueberschreitung einer
Faltungslinie umschligt. Aber auch bei Ueberschreitung eines einufrigen
Verzweigungsschnittes muf3 ein Umschlag erfolgen, da in diesem Falle
die Spur g, von @ notwendig einufrig ist. Zum Beweis bezeichnen wir
die kanonischen Riickkehrschnitte von @ mit «,, ay, . . . @, und nehmen
an, daf3 etwa der Riickkehrschnitt @, von einem zweiufrigen g, iiber-
schritten werde. Unterdriicken wir nun «,, so erhalten wir p—1 ein-
ufrige Riickkehrschnitte ey, a5, ... a;, welche zusammen mit dem zwei-
ufrigen Riickkehrschnitt B, die Flichc @ nicht zerlegen. Das bedeutet
cinen Widerspruch, da das Geschlecht von @ gleich p angenommen
worden ist. Uebrigens kann man sich die letzte Behauptung auch leicht
klar machen, indem man @ durch ein mit der iiblichen Rénderzuordnung
versehenes kanonisches Polygon darstellt. Die ganze Kurve y wird also
ein- oder zweiufrig sein, je nachdem das zu y gehérige Substitutions-
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produkt von den Operationen S, 4, eine ungerade oder gerade Anzahl
enthilt. Hierbei ist klar, daf3 man die Orientierbarkeit der Grundfliche
@ in dem Sinne zu beriicksichtigen hat, daf3 die Operationen A; nur als
Substitutionen fiir einufrige Riickkehrschnitte, also nur bei einseitigem @
in Betracht kommen. Bei der Zihlung der einzelnen Operationen muf3
natiirlich ihre Multiplizitit beriicksichtigt werden. Umgekehrt gehoren
aber zu jedem Substitutionsprodukt, welches die Einheit ergibt, geschlossene
Kurven y der angegebenen Art. Wir erhalten somit als Resultat:

Sats 4: Eine endlichblattrige, regulive Ueberlagerungsfliche I ist dann
und nur dann einsertrg, wenn die Monodromzegruppe ecine Relation ent-
hilt, in welcher die unter DBeriicksichitigung der Multiplisititen [festge-
stellte Ansahl der indikatrixumbkehvenden evseugenden Operationen
ungerade i5t. Als indikatvixumbkehrende Operationen sind daber diejenigen
Substitutionen beseichnet, welche einem Randiibergang oder einem ein-
ufrigen Riickkehrschnitt entsprechen.

Fiir die richtige Anwendung dieser Regel ist die schon in der Ein-
leitung gemachte Bemerkung wichtig, wonach man zu unterscheiden hat
zwischen der abstrakten Gruppe und ihrer Darstellung durch topologische
Abbildungen. Als erzeugende Operationen sind siamtliche bei der Kon-
struktion der Ueberlagerungsfliche auftretenten, den Schnittlinien ent-
sprechenden Substitutionen anzusprechen, auch wenn mehrere von ihnen
ein und dasselbe Element der abstrakten Gruppe darstellen. So kann
z. B. einem einufrigen Riickkehrschnitt die Einheitssubstitution ensprechen.
Wir haben damit eine Relation 4;—1 und die Ueberlagerungsfliche #
erweist sich nach der obigen Regel als einseitig.

Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir noch das im vorausge-
henden Paragraphen hergeleitete Relationssystem vervollstandigen. Wir
haben namlich noch auszudriicken, daf3 die gewohnlichen Verzweigungs-
punkte vorgeschriebene Ordnungen und ebenso die Faltverzweigungen
vorgeschriebene Ordnungen besitzen. Wir erhalten so zu den Relationen
1, ', I, I, [II', IV und (A) noch folgende zwei Relationen:
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ll. Teil: Anwendungen

§ 5. Die Gruppen der Kugelfliche und der projektiven Ebene

Die Grundlage der Aufzihlung liefert die im vorigen Paragraphen her-
geleitete Formel

’

z—z:n(z—g-)—-%:;lz(l_%)—ﬁlg(x—%) (H)

Wir setzen allgemein s =2p,+p, +7; {=2a,+ 7, +¢. Hier be-
deutet im iiblichen Sinne p, die Anzahl der zweiufrigen, p, diejenige der
einufrigen Riickkehrschnitte der Ueberlagerungsfliche /# und » die An-
zahl ihrer Rinder. Die entsprechende Bedeutung haben die Zahlen w,,
s, und g fiir die Modulfliche @. Da wir /# als geschlossen voraussetzen,
so ist » immer gleich Null zu setzen.

Wir beginnen mit der Kugelfliche 5 — o und schreiben Gleichung (H)
in der Form

Da auf jeden Fall gilt 2> 2 und > 2, so erhalt man durch eine leichte
Umformung die Bedingung

e+t <o ®)

L ]

Da weiter die linke Seite von (A) nicht negativ sein kann, ergibt sich
aus der rechten Seite die zweite Bedingung

vt L2 )

wo iiberdies das Gleichheitszeichen nur fiir » — 2 eintreten kann. Wir
ordnen nun die Losungen nach aufsteigenden Werten der Summe
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o=¢(+vt+v =2a,+a,+o-+v-+v'. Entsprechen einem be-
stimmten Werte o mehrere Losungen, so ordnen wir diese in der Weise,
daf3 den Grof3en &5, ,, ¢, v, v' von links nach rechts moglichst grof3e
Werte erteilt werden. In diesem Sinne ist die folgende Tabelle zu ver-
stehen. Dabei sind aber diejenigen Fille von vorneherein unterdriickt
worden, fiir welche Gleichung (A) zu einem Widerspruch fiihrt oder
welche im Widerspruch zur Definition der benutzten Grofden stehen. So
muf3 z. B. mit p =0 auch v’ = 0 sein, da Faltverzweigungen nur auf
Riandern vorkommen.

6 |y A @ v v
1 | o 1 0 o ¢
1 | o0 o I o) o
2 | o I o I 0
2 | o 0 I I 0
2 | o o o) 2 o
3]0 0 I 1 I
3|0 0 1 o) 2
3 | o 0 0 3 o
4 | o0 o I 0 3

Fiir die projektive Ebene 5 — 1 ergibt sich an Stelle von (A) die
Gleichung

r

] v

b —{—Zizn(§+v—}—%—-2)+l. (A)

A1 7 p=-1 2{” .

n

Die Ungleichungen (B) und (C) hingegen gelten unveridndert, ausge-
nommen davon, daf3 bei (C) das Gleichheitszeichen nicht mehr in Frage
kommt. Somit ist auch fiir diesen Fall die eben angegebene Tabelle
mafdgebend. Jeder Zeile entspricht eine spezielle Gleichung (A) resp.
(A’). Wir numerieren nun die Zeilen von oben nach unten und ent-
sprechend die Gleichungen. Wenn wir dabei noch von vorneherein
diejenigen Gleichungen weglassen, welche keine von der Identitit ver-
schiedene Losung zulassen, erhalten wir schlief3lich folgende Uebersicht.
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1 n - 2 b —— — —_ -
2 n =2 - = — —_ —
3 ”n , 7 o
. 3 — =
4 " =2 =1
) A o A o
: n n .,
Ay ho
”n n n n n 7
6 - -— = - 42 — + — = — 1
A 2u 2 hy 2w 2
”n n
7| gt =0 - = = = =
Uy Ug
n n n n n 7
.| T rtr =tz | bt =
A’l /\.2 7L3 A.j )Lz /\.3
n " 7 7 n n n n
0| St =D 4o Fi e =
24y 22Uy 2ug 2 24y 2uy  2ug 2

In dieser Reihenfolge sollen die Fialle durchbehandelt werden. Dabei
bedienen wir uns der in den Paragraphen 3 und 4 eingefiihrten Be-
zeichnungen und benutzen iiberdies fiir Kugel und projektive Ebene die
Abkiirzungen A und E£.

1. Die Bedingungen &y = 0, #; = 1, ¢ = O bedeuten, daf3 die Modul-
fliche @ eine einseitige geschlossene Fliche vom Geschlecht 1 ist, also
selbst den Zusammenhang von £ hat. v —= v’ — o bedeutet, daf3 / eine
unverzweigte Ueberlagerungsfliche von @ ist. Das Schnittsystem von
@ besteht aus einem einufrigen Riickkehrschnitt @ und die bei Ueber-
schreitung von « _erfolgende Substitution A ist die einzige in Betracht
kommende Operation. In Uebereinstimmung mit » — 2 mufd gelten
(Gleichung I' § 3) 4% = 1. Die Konstruktion der Ueberlagerungsfliche
7 von @ geschieht folgendermaf3en: Ausgehend vom Punkte 4/ von «
wird @ lings a zerschnitten. Das eine Ufer von a setzt sich zusammen
aus zwei «neben einander liegenden» Hilften, von denen jede einer
einmaligen Durchlaufung von o entspricht. Das Gleiche gilt von den
zwei iiber @ liegenden Blittern #, und %, von F in bezug auf die zu-
gehorigen Schnitte «, und @,. /#, und %, sind nun so zusammenzu-
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fiigen, daf3 die eine Halfte des Ufers von @; verschmolzen wird mit
derjenigen Hilfte des Ufers von «, deren Projektion neben der eben
benutzten Hilfte des Ufers von g, liegt und vice-versa. Dafd /= A
ist, folgt schon aus z == 0. Die Orientierbarkeit von # kann auch da-
durch bestitigt werden, dafl die einzige vorkommende Relation 42 = 1
die indikatrix-umkehrende Operation 4 in gerader Anzahl enthilt, (Satz 4
§ 4). Die zugehorige Decktransformation bedeutet eine involutorische
Transformation mit Umkehrung der Indikatrix von K in sich, welche
keinen Punkt von K invariant 1a(3t. Modell: Spiegelung der euklidischen
Kugel an ihrem Mittelpunkt.

2. 7p=0; ;;=0; og=1; v=0; v =o0. @ ist vom Geschlecht
Null und hat einen Rand, kann somit als Kreisscheibe aufgefaf3t werden.
F liegt unverzweigt liber @ mit einer Faltungslinie iiber dem Rand. Die
Konstruktion ist ohne weiteres ersichtlich. Die einzige Operation ist .S
und es gilt $S2 —= 1 und natiirlich auch #—= K. Modell: Spiegelung der
euklidischen Kugel an einer Hauptebene.

3. Ig=0; 4y = 1; 0 —=0; v=1; v' =o0. Als Operationen kommen
in Betracht die Substitution A4 langs des einufrigen Riickkehrschnitts &
und die Substitution } langs der von ¢ zum Verzweigungspunkt hin-
fiihrenden Schnittlinie. Fiir die Konstruktion langs a gilt wieder das
unter 1. Gesagte. An Stelle des dort sich ergebenden Zweierzyklus
konnen natiirlich mehrere Cykel beliebiger Ordnung treten. Gleichung
IT ergibt V A2=1, also = A4~%. Alle Operationen setzen sich aus
A zusammen und die Gruppe ist somit zyklisch. Ist » der Grad, so gilt
A? = 1. Hier ist nun zu unterscheiden zwischen geradem und ungeradem
n. Die erste der Gleichungen 3. sagt aus, dafd fir /' — K gelten muf3,

7z =0 (mod. 2) und A :—%. Es gilt aber auch das Umgekehrte. Sei
etwa #» = 2 m, so folgt aus V= A2 die Gleichung }” = A4~ =1,
A::m:fzz— und somit /= K. Fiir =1 (mod. 2), oder » = 2m 4 1

erhalten wir A427+! = 4 = = 1. Wir haben somit eine Relation,
welche das indikatrixumkehrende A nur einmal enthilt, woraus A= £
folgt.

Modelle : Wir wihlen in einer euklidischen Kugel K|, eine feste Achse
a, und verstehen unter 7 (o) eine zur Achse ¢, gehorige Rotations-
spiegelung vom Winkel o, d.h. eine Rotation von K, um den Winkel
a mit der festen Achse ¢, gefolgt von einer Spiegelung an der zu g,
senkrechten Hauptebene. Dann gilt
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fir K: A— T(-z-;); #=o0 (mod. 2)

2a
2n

fir £: A:T( ); 7 =1 (mod. 2)

wobei im zweiten Falle diametral gegeniiber liegende Punkte von K|
zu identifizieren sind.

Hier mochte ich folgendes bemerken: Die Angabe der Modell-Dar-
stellungen hat nur den Zweck, sofort die bekannten Beispiele zur Ver-
fligung zu stellen. Im iibrigen enthalten die hier angegebenen Ueber-
lagerungsgebilde alle und nur die topologisch wesentlichen Eigenschaften.
Sie sind die eigentlichen Modelle und haben fir alle geschlossenen
Flachen Giiltigkeit. Aus ihnen ergeben sich alle denkbaren raumlichen
Modelle in einer von zufilligen Aeufderlichkeiten unabhingigen Weise,
wenn man das Ueberlagerungsgebilde auseinanderfaltet und den einzelnen
Operationen V, R, A, B, .S im topologischen Sinne Rotationen, Trans-
lationen, Gleit-Spiegelungen und Spiegelungen des zerschnittenen @ in
eindeutiger Weise auf Grund der durch die Gruppe bestimmten Rander-
Zuordnung entsprechen 1af3t. Ein derartiges Verfahren wurde von Brouwer
zur Herleitung der indikatrixerhaltenden Gruppen des Torus19) ver-
wendet. Da wir fir den vorliegenden Zweck dieses Verfahren nicht
benétigen, soll es auch nicht weiter beschrieben werden.

4. g =0; ;,=0; p=1; v—=1; v =0, die erzeugenden Opera-
tionen sind I, R, S. Nach Definition gilt

S2=1; Vl: I.

Gleichung I liefert
VR—1; oder /= R~'.

Schlief3lich muf3 zufolge v — o auf Grund von Gleichung IV ausgedriickt
werden, daf3 auf dem Rand keine Faltverzweigung liegt. Dies ergibt

R SRS—=1; oder RS—= SR

Im Falle # = K gilt die Gleichung » — 2 A. Die Gruppe setzt sich zu-

s ]
sammen aus einer zyklischen Rotationsgruppe 1, R, R?%, ... R? und
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einer mit ihr vertauschbaren Spiegelung S. Hier ist noch besonders der
Fall A =1 (mod. 2) anzumerken. Die Gruppe ist in diesem Falle zyklisch
mit dem erzeugenden Element RS [([RS)* = S]. Im Falle /= £ gilt
n — A, somit wird die ganze Gruppe durch die Operationen 1, R, R?...
R»-! erschopft. Die Operation .S muf3 daher unter diesen Operationen
vorkommen, Hieraus folgt » — 0 (mod. 2), S = R?. Diese Gleichung
bestitigt wiederum die Einseitigkeit von /.

Modelle:- Wir benutzen wieder die unter 3. beschriebene Kugel A,
und die die Rotationsspiegelung 7 (a) zusammensetzenden Operationen
R () und S,. R (a) bedeutet also eine Rotation vom Winkel « und S,
eine Spiegelung an der zur Achse senkrechten Hauptebene. Dann gilt

fir K: die Gruppe wird dargestellt durch R (2;:

), S, speziell fiir 2 — 1

(mod. 2) durch 7(2;’) :R(-Z—;) Sy,
23t

fir £: die Gruppe wird dargestellt durch T( ); ’==0 (mod. 2).

%

Hier sind wieder die diametral einander gegeniiber liegenden Punkte
von K, zu identifizieren. Man vergleiche das Ergebnis mit den unter
3. angegebenen Modelle und beachte, daf3 damit tatsichlich alle Mog-
lichkeiten fiir 7 (a) erschopft sind.
5. 1y = q9g — 9 = O; v=2; v —o. Die zugehorige Gleichung
Z— ;CZ—: 2 besitzt die einzige Losung i, = Ay = #. Die erzeugenden
1 2
Operationen [, und J, geniigen den Gleichungen }Vi»= }J,*» =1;
V,V,=1. Man erkennt ohne weiteres fir /— K die Existenz einer
Rotationsgruppe, welche im Sinne von 4. modellmif3ig dargestellt wird
durch R (2?
"

n n” . y
- -+ -— =1 keine Losung
)\.1 ).2

hat. Wir iiberspringen nun 6. und behandeln vorerst

). /7= [ existiert nicht, da

’

7. y=a,=0; 9o = 1; v =2, die erzeugenden Substitutionen sind

S, und S,.
In Betracht kommen die Relationen III, V und VIIL.

S8 =V, SS="7; 111
2= T S>=1 »n—=—o0 (mod. 2) \Y,
VM —1; pe= VII



Aus III. und V. folgt

V. V.= 1.

w

oy n " . L .

Die Gleichung S |- o = 2 besitzt die einzige Losung ¢, =~ w, = u;
¢ U2 i

n— 2 u. Auf Grund der Resultate von 3. erkennt man sofort, daf3 die

T e . % . V(4 .
I7y, 17, fiir sich eine zyklische Gruppe vom Grade w = —-erzeugen. Wir

setzen deshalb ¥, =1; V,= V"' und weiter S, — 5. Dann folgt

S,= VS§-= SV, Man erkennt dic Existenz ciner Diederspiegelungs-
gruppe.

Modell: Einer Rotationsgruppe ist eine Spiegelung an einer die Achse
enthaltenden Hauptebene iiberlagert. Damit ist die Gruppe fiir /71— A’

charakterisiert.

Fir /71— F existiert keine Gruppe, da —-ﬁ- + " — 1 keine LLosung
2 Ul 2 ‘U2
hat.

6. Dieser Fall ist im Hinblick auf die projektive Ebene /~— £ beson-
ders instruktiv. Die Gleichung (A) ergibt

n 7 2

a - — = + 2 fir =K
) A 2w i f
und (A')
n /4 4
b — — = 1 fir /A= F
A 2u 2 +
Man erkennt leicht, da3 die Losungen von a) gegeben sind durch
n
al) ); - 2 N Z{ - 2
a,) A= 3, 4 = 2; 72 =24

Ebenso crhilt man die Losungen von b):
bl )\. - 2 "”il"“ e |
b,) h=—3 ; u=—2; n=—12
Wir behandeln diese Falle am bequemsten in der Reihenfolge a,), b)),
32): bz)-
a,) Die erzeugenden Operationen sind [/, R und S. Sie geniigen den
Relationen I, V und VI:

VR — 1 I
.52 - Vv
1/72 - 1 VI
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Hinzu tritt nach Gleich. IV die Operation

RISRS=T7 1A%

welche der Relation VII geniigen muf3:
_I;'/u - 1 VII

Aus I und 1V folgt R — 7' = V. Man kann also R ohne weiteres
eliminieren und erhilt

V—=VsSVrs

Nun findet man leicht, (VV)2 — (SVS)2 — 1 und daraus ergibt sich
die Beziehung

VvV =V

Dies bedeutet, da3 die Elemente 7 und 77 allein eine Diedergruppe y
erzeugen, deren simtliche Operationen gegeben sind durch

= =2 5pu—1
L, YV, V,...V
v, V7, vV, .. v

Die volle Gruppe g erhilt man durch Hinzufiigung der Elemente

1

S, VS VS,... Vs
VS, VS, VV.S, ... vV"'s

Aus den fiir V, S und } giiltigen Relationen erhilt man leicht

SVS = VV; SV°S = P*°

Diese Relationen beschreiben vollstindig, wie y in ¢ enthalten ist. Ins-
besondere erweist sich y als invariante Untergruppe von g, was schon
aus dem Umstande folgt, daf3 y die indikatrixerhaltenden Operationen
umfaf3t. Die Gruppe g ist die erwezterte Dzedergruppe.

)

93



b,) Die erzeugenden Operationen sind dieselben, wie bei a,). Ebenso
gelten die niamlichen Relationen. Hingegen muf3 der Grad von g
nicht 4 4 sondern 2y sein. Es muf3 also noch eine Relation hinzutreten.
In der Tat, F— FE ist einseitig und Satz 4 fordert cine Relation,
welche unter den schon angegebenen nicht enthalten ist. Auf Grund
der Resultate unter a,) erkennt man sofort, daf3 die gesuchte Rela-
tion darin besteht, daf3 eines der Elemente der Nebenreihe von y
gleich 1 sein muf3. Anders ausgedriickt, S gehort zu y. KEs mufl
also ein Element von y ausfindig gemacht werden, dessen Qua-
drat 1 ist und welches fiir .S eingesetzt werden kann ohne daf3 die

Gruppe y verkiirzt wird, Da aus S —= J die GleichunOr V=1 folgt,

scheidet diese Moglichkeit aus. Wir setzen nun S— FV V Dann miif3en
die Bezichungen V' — VSVS und S°= 1 erfiillt sein. Die zweite Bedin-

—27 —f27—1

gung ist fiir jedes 7 erfiillt. Die erste ergibt V— ) , V — 1,

p+1 —1
_l_ s

;=% " Fir ungerade u kann man also setzen S—= V) * =} * }.
' had

Fiir gerade y erhilt man als einzige Moglichkeit S-— }/®. Man hat

somit das Resultat, daf3 in jedem Falle die Einordnung von S in y fest-

gelegt ist. Modellmif3ig erhdlt man die Gruppe sowohl aus der Dieder-

spiegelungsgruppe als auch aus der Diederdrehgruppe, wenn man aut

der Kugel diametral gegeniiberliegende Punkte identifiziert.

ay) Erzeugende: V, R, S.
Relationen: Vsr: I, VR—=—1, 52: I; dazu tritt von der Faltverzwei-
gung her wieder J— R SRS mit 7 = 1. Wir climinieren wieder R
und erhalten 7 =— V'S ¥S. Man folgert nun leicht die Relation

VIV VY =1
Ihr zufolge erzeugen  und } eine Untergruppe y von der Struktur

der Tetraedergruppe. Die Hinzunahme von .S ergibt die voll 24-gliedrige
Gruppe g, in welcher y invariant enthalten ist. Es gelten die Relationen

SVS=VV;SVS— 1V
Die Gruppe g ist nicht die sogenannte erweiterte Tetraedergruppe. Sie
wird vielmehr modellmi3ig dargestellt durch die 3-zdhligen Drchungen

des Wiirfels vermehrt um die Spiegelungen an den zu den Seitenflichen
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parallelen Symmetrieebenen. Man tiberzeugt sich auf Grund dieses Modells
leicht davon, daf3 diese 24-gliedrige Gruppe auch nicht die Struktur
der Oktaedergruppe besitzt. Die Zusammensetzung einer 3-zdhligen
Drehung mit einer der hinzugefiigten Spiegelungen ergibt namlich eine
6-periodische Rotationsspiegelung, wahrend die Oktaedergruppe iiber-
haupt keine 6-periodische Operatoren enthilt.

b,) Die Argumentation verlduft analog wie bei b,). Fiir .S kommen
als einzige 2-zahlige Elemente aus y in Betracht vV 47 Vz, V Z?V,
welche iibrigens zusammen mit dem Einheitselement die Vierergruppe

crgeben, Zufolge der Relation J — J/ *SYySund ¥V = 1 wird y nur
dann nicht verkiirzt, wenn man setzt

S=vv v
Damit erscheint y als Tetraedergruppe der projektiven Ebene.
8. Die Gleichung ;z —+ —;— % — n -} 2 ergibt bekanntlich die
‘1 2 3

reguliren Drehgruppen in folgender Weise:

A’l }\.2 }\.3 Y/

Dieder 2 2 m 2m
Tetraeder 2 3 3 12
Oktaeder 2 3 4 24
Ikosaeder 2 3 5 ¢o

Dazu gehoren die Operatoren V,;, V,, V,;, welche den Relationen

V?u

A A R A AT
geniigen, Man kann also immer einen Operator eliminieren und erhailt
so die Erzeugung der Gruppe aus 2 Elementen. Es ist bemerkenswert,
daf3 die angegebenen Relationen die Gruppe eindeutig bestimmen, falls
die A; ein Wertsystem der obigen Tabelle darstellen. Anders ausgedriickt:
Irgend ecine abstrakte Gruppe, welche den angegebenen Bedingungen
geniigt, ist eine regulire Drehgruppe. Der Grad 7 stellt sich von selbst
her. Die Gruppe enthilt keine indikatrixumkehrende Operation und
dementsprechend resultiert auch keine Gruppe fiir die projektive Ebene.
9. Hier sind wieder die Fille /*— K und / —— F£ auseinander zu
halten.
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N~ . - . V(2 n n
a) /F— K, die Glelchungzﬂ1 -+ . - o
erweiterten Drehgruppen:

p— —2— -+ 2 liefert die

{ He Us 7
Dieder 2 2 m  4m
Tetraeder 2 3 3 24
Oktaeder 2 3 4 48
Tkosaeder 2 3 5 120

Als erzeugende Operatoren sind zu nehmen S;, S,, S; mit den Rela-

2 2 2
tionen S, = S5, = S, = 1. Dazu kommen im Sinne von III die
Substitutionen ¥, =S, S,, V=153 S,, V3 =15;.S,; mit den Relationen
Vit = V3? = V4® = 1. Man folgert ohne weiteres das Bestehen von

vV, V, V3 = 1. Damit ist die invariante Untergruppe y der indikatrix-

erhaltenden Operationen gewonnen., Man sieht leicht, daf3 sich die volle

Gruppe g ergibt, wenn man etwa y rechtsseitig mit irgend einem

Element S = S; komponiert.
. L : 7 7 n n

b) /= F£; die Gleichung 20, -+ 200, -+ 2 2 + 1 hat genau

dieselben Losungen wie die entsprechende Gleichung von 8. wenn
man dort an Stelle der A; die y; treten 1if3t. Die Operatoren sind
die unter a) angegeben: S, S,, S; mit den ndmlichen Relationen.
Hier muf3 ein S ausgewidhlt werden, welches mit einem Element
A" von y identifiziert werden kann, ohne daf3 y verkiirzt wird.
Man kann sich wieder davon iiberzeugen, daf3 zu einem gegebenen
S das passende X eindeutig bestimmt ist. Die Bedeutung dieser
Tatsache fiir das Modell kann man sich folgendermaf3en klar
machen. Fiir die Kugel mit diametral identifizierten Punkten muf3
die Operation SX die Identitit bedeuten. S.X mufd daher eine
Zentralspiegelung sein. Bei gegebenem S gibt es aber nur ein X
welches dieser Forderung geniigt, nimlich diejenige Halbdrehung,
welche die zu S gehorige Spiegelungsebene invariant 1a{3t.

Wir haben somit auch fiir die projektive Ebene die Realisierungen
der regularen Drehgruppen gewonnen. Die Oktaeder- und Ikosaeder-
gruppe treten hier zum ersten Mal auf. Die Diedergruppe erhielten wir
unter 64; und die Tetraedergruppe unter 64,. Diese Realisierungen
sind jedoch von den zuletzt erhaltenen topologisch verschieden, d. h. es
gibt keine topologische Abbildung von £ in sich, welche die eine in
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die andere iiberfiihrt. Man erkennt dies ohne weiteres aus der verschie-
denen Verzweigungsart, welche die Verschiedenheit der invarianten
Elemente zum Ausdruck bringt.

§ 6. Involutorische Transformationen

Aus den vorausgehenden Erorterungen ist zu ersehen, daf3 man wohl
unterscheiden muf3 zwischen der abstrakten Gruppe und ihrer Reali-
sierung durch topologische Abbildungen. Dies wird noch deutlicher,
wenn man die einfachste endliche Gruppe, namlich die Gruppe der
Involution: 1, T, T® = 1 zu Grunde legt. Ueber diese Gruppe ist kein
Wort zu verlieren. Hingegen sind die Moglichkeiten ihrer Realisierung
durch topologische Abbildungen schon recht mannigfaltig.

Je nachdem die Ueberlagerungsfliche F einseitig oder zweiseitig ist,
bezeichnen wir sie mit /; oder /,. Ebenso unterscheiden wir fiir @
zwischen @, und @,. Wir legen wiederum die Gleichung (H)

3, I Z“,’,;z 1
2—s = n (2—¢§) — ; 72(1———):) — 2 «5»(1——-;)

zugrunde. Da die Gruppe zyklisch ist, gilt v = o0. Weiter ist zu
setzen A, = Ay = ... = Ay= 7 = 2. Indem man dies beriicksichtigt,
erhilt man nach leichter Umformung die Gleichung

g4+2 =2¢+wv (1)

Hier ist wieder zu setzen

fir F= F,: 5 = 2p, ;
fir F = F: 2 = p, g
fir @ = @: (= 2my+}0;
fir @ =@&,: {= a,+to.

Als erzeugende Operationen ergeben sich

fir 0 =0p: 4;=7%;B=T%;,V,=T; R =T7"; S=T

fir 0 =0,: 4, =7%; Vi=T; Re=7T";S=T

Die Gleichung 1. § 3 reduziert sich in beiden Fillen auf
ViVeoro Vy RyRy .. .R, = 1

Dies ergibt die dquivalente Bedingungsgleichung
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(é) v+ 7 + rg + ... + 7, = O (mod. 2)

Jede der Zahlen «;, &4;, #;, ist modulo 2 zu nehmen, kann also
immer gleich 0 oder 1 gesetzt werden. Man sieht ohne weiteres, daf3
damit auch alle iibrigen Bedingungen erfiillt sind. Die Orientierbarkeit
soll in den einzelnen zu unterscheidenden Hauptfillen jeweils besonders

diskutiert werden. Wir gehen nun der Reihe nach die drei sich erge-
benden Hauptfille durch.

a) Indikatrixerhaltende Involutionen 2-seitiger Flichen.

Man erkennt unmittelbar, dafd3 folgende Bedingungen erfiillt sein

miissen: /= Fy, 5= 2p,; ® = @y; o = 0; { = 2a,. Gleichung (1)
ergibt somit :

(1) 200 + 2 = 4m + v
Da v auch die Anzahl der Fixpunkte bedeutet, folgt der

Satz 5: Die Anzakhl der Feixpunkie einer indikatvixerhaltenden Involu-
tion einer geschlossenen 2-seitigen Fliche in sich ist kongruent 2p - 2
modulo 4 und evvecht im Maximum den Wert 2p -+ 2 wo p das
Geschlecht der Fliache bedeutet.

Fiir ein festes @, 52 0 ergeben sich verschiedene Moglichkeiten, die
Ueberlagerungsfliche zu konstruieren. Man kann namlich den Expo-
nenten a;, 4; der Operatoren 4 = 7%, B—=17T * in beliebiger Weise
den Wert 0 oder 1 erteilen, sofern nur einmal das Element 7 realisiert
wird. Diese einem festen s, entsprechenden Abbildung stimmen in der
Anzahl der Fixpunkte iiberein. Es erhebt sich nun die Frage, ob sie
im engern Sinne dquivalent sind, d. h. ob es moglich ist, die Fliche /
so in sich zu transformieren, dafd irgend eine dieser Abbildungen in
irgend eine andere von ihnen iibergeht. Diese Frage wird entschieden

durch
Satz 6: Zwei indikatrvixerhaltende Involutionen einer 2-seitigen Fliche

sind dann und nur dann topologisch dquivalent, wenn sie in der Anzakl
der Fixpunkte iibeveinstimmdt.

Der Beweis dieses Satzes beruht darauf, daf3 es moglich ist, einen
eindeutig bestimmten «reduzierten Fundamentalbereich» anzugeben. Es
ist zweckmi(3ig folgende Bezeichnungen einzufiihren: Ein die Fliche
nicht zerlegender Riickkehrschnitt, welcher sein Bild nicht trifft, bildet
zusammen mit seinem Bilde ein Zyke/paar. Ein invarianter Riickkehr-
schnitt, dessen Ufer bei der Abbildung vertauscht werden, heif3e ein
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Schnitisykel. Ein Schnittzykel geht mit umgekehrter Indikatrix in sich
iiber und tragt somit genau zwei Fixpunkte. Ein System von Zykel-
paaren und Schnittzykeln, welche zusammen die Flache in zwei Teile
zerlegen, die bei der Abbildung mit einander vertauscht werden, heifde
ein die Involution halbievendes Schnitisysten: oder kurz ein Jialbzerendes
Schnittsystem.

Nun beweisen wir

Hilfssatz 1: Zu einer indikatviverhaltenden Involution lassen sich
immer halbierende Schnitisysteme angeben.

Die Richtigkeit der Behauptung fiir den Fall der Kugel folgt ohne
weiteres aus dem Umstande, daf3 die in Frage kommende Involution
der Kugel mit einer Halbdrehung &quivalent ist. Jedes halbierende
Schnittsystem besteht aus einem Schnittzykel. Wir setzen also den Hilfs-
satz voraus fiir Flachen, deren Geschlecht kleiner ist als p und beweisen
ihn fiir p. Ist w#, = 0, so kann @, als Kugel aufgefasst werden und es
gilt fiir die Anzahl v der Fixpunkte v = 2p -}- 2. Man bezeichne die
Spurpunkte der Verzweigungen mit 2, /%, 5, ... [2p41, P22 und
zwar in der Reihenfolge, welche einer zyklischen Durchlaufung der von
O ausgehenden Verzweigungsschnitte entspricht. Hierauf verbinde man
in der Grundfliche @, die Punkte 7, und /7°, vermittelst eines cinfachen
Bogens ¢, welcher das Schnittsystem nicht trifft, hierauf /2 und 2
vermittelst eines ebensolchen Bogens a,, welcher iiberdies , nicht trifft
und so fort; allgemein /Z,;_; und /%,; vermittelst eines Bogens ¢;,
welcher weder das Schnittsystem noch die vorausgehenden Bogen
&y, Ay, ...0p_ trifft. Den Bogen «,, a;, ... as4; liberlagert sind dann
genau p -} 1 Schnittzykel ¢,, ¢,, ... ¢4341, welche zusammen ein hal-
bierendes Schnittsystem bilden, wie man ohne Schwierigkeit cinsieht.

Ist @y, 7% 0, so betrachten wir irgend ein Riickkehrschnittpaar «;,
b; mit den zugeordneten Substitutionen A4; und B;. Ist eine der beiden
Substitutionen, etwa A;, gleich der Identitit, so zichen wir eincn Zykel
o auf @,, welcher a; genau einmal iiberkreuzt, im iibrigen aber keinen
Punkt mit dem Schnittsystem gemein hat. Zufolge A; — 1 zerfidllt das
Ueberlagerungsgebilde von ¢ in ein Zykelpaar (o,, 0;). Gilt hingegen
A; = B; = T, so filhre man ¢ so, daf3 es sowohl «; wie §; genau ein-
mal iiberkreuzt, im iibrigen aber keinen Punkt mit dem Schnittsystem
gemein hat. Zufolge A4;B; — 7% = 1 ergibt sich wieder ein Zykelpaar
(0., 0s).

Nun sind 3 Fille zu unterscheiden:

1. (0,, 0:) zerlegt F in 2 Teile /' und /*, welche bei der Abbildung
ineinander iibergehen. Dann bildet (o,, 6,) ein halbierendes Schnittsystem.
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2. (0,, 0,) zerlegt /7 in 2 Teile /' und F?, von denen jeder bei der
Abbildung in sich iibergeht. Da ¢, allein / nicht zerlegt, haben #* und
F* kleineres Geschlecht als /<. Wir zerschneiden nun / lings o, und
0.. Dann entsprechen den Schnitten ¢, und o, auf /' die beiden
Rander o,, und o6,, und ebenso auf /* die Rinder ¢6,, und o, . Die
berandeten Flachen /' und /? unterliegen selbst einer Involution und
unbeschadet der Rander kann man die Existenz von halbierenden
Schnittsystemen €' und C* annehmen. Durch €' zerfalle ' in /' und
F2 wobei /"' den Rand ¢,, und /" den Rand g, enthalte. Ebenso
zerfallt /* durch C? in /* und /* mit den resp. Randern ¢, und o,,.
Auf der unzerschnittenen Flache / hiangen /" und F* ldangs ¢, und
ebenso /' und /* lings ¢, zusammen und man erkennt, daf3 ' - C”
ein dic Involution von / halbierendes Schnittsystem bildet.

3. (0., 0.) zerlegt 7~ nicht. Wir schneiden / lings ¢, und g, auf und
erhalten eine Fliche # von niedrigerem Geschlecht mit den vier Randern
Ou, 01, Ui, 0. Bei der Involution von /# werden ¢,, und ¢,, vertauscht
mit ¢, respektive g, . Sei nun C ein die Involution von /# halbierendes
Schnittsystem, welches # in £ und 7 zerlegt, so gehoren ¢, und ¢y,
zu /' und ebenso ¢, und ¢, zu /!. Daraus folgt, daf3 C auch ein die
Involution der unzerschnittenen Flache halbierendes System ist. Damit
ist Hilfssatz 1 bewiesen.

Nun kann man aus den nach Hilfssatz 1 existierenden halbierenden
Schnittsystemen ein einfachstes auswahlen.

Hilfssats 2 : Unter den die [nvolution halbievenden Schnittsystemen
exzstieren zmmer minimale Schnittsysteme, welche dadurch gekenn-
seichnet sind, dass sie entweder aus lauter Schnitisykeln oder aus eimem
enzigen Zykelpaar bestelien.

Beweis: Sei C ein halbierendes Schnittsystem, welches /# in die bei
der Abbildung ineinander iibergehenden Teile &' und #* zerlegt.
Enthalt ¢ nur Schnittzykel, so liegt ein minimales Schnittsystem vor.
Wir nehmen also an, ( enthalte die Zykelpaare (g, 0,); (0/, 0)’); .
und wollen weiter voraussetzen, dai3 ¢ auch mindestens einen Schnitt-
zykel s enthalte. s enthdlt zwei Fixpunkte £ und @ und zerfillt durch
diese beiden Punkte in zwei einfache Bogen a, und a,, welche bei der
Abbildung mit einander vertauscht werden. Nun verbinde man, was
immer moglich ist, innerhalb /' die Punkte / und @ vermittels eines
cinfachen Bogens @,, welcher zusammen mit «,, o,, 6/, ¢,", ..., einen
schlichtartigen Teilbereich ' von /' begrenzt. Mit /' bezeichne man
den Bereich F'— ('. Dann begrenzt das Bild 8, von g, innerhalb #*
zusammen mit a,, 0., 0,’, 6,", ..., einen schlichtartigen Bereich G?
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welcher das Abbild von G*'ist. Ebenso ist AZ* das Bild von A Ersetzt
man jetzt im System C den Schnittzykel s zusammen mit den Zykel-
paaren (o,, o), (0., @.'), (6.", "), ...., durch den aus g und @
gebildeten Schnittzykel, so erhidlt man ein minimales halbierendes
Schnittsystem C, welches / zerlegt in die bei der Abbildung ineinander
iibergehenden Teile 7' = H' 4 G* und F* = H* 4 G'. Falls C
keine Schnittzykel enthilt, benutze man an Stelle von s ein Zykelpaar
(01, 05). Eine analoge Konstruktion ergibt dann die Reduktion von C
auf ein System C, welches aus einem einzigen Zykelpaar (g,, 0g) besteht.
Hiermit ist Hilfssatz 2 bewiesen.

Enthdlt die Abbildung v = 2w Fixpunkte, so besteht das minimale
Schnittsystem aus w Schnittzykeln. Enthilt sie keinen Fixpunkt, so
besteht das minimale System aus einem Zykelpaar. Gestiitzt darauf
ergibt sich der Beweis von Satz 6 folgendermaf3en, Seien ¥ und ¥’
zwei Involutionen von 7/, welche dieselbe Zahl von Fixpunkten besitzen
und (, C' zwei zugehorige minimale Schnittsysteme. C zerlegt / in
F' und F? ebenso C' in /Y und £*. Man sicht unmittelbar ein, daf3
sich der von den Zykeln aus C berandete Bereich /' derart topologisch
auf den von Zykeln aus ' berandeten Bereich /' abbilden 1df3t, daf3
die durch Fund ¥’ auf den Riandern von &' und /Y vorgeschriebenen
Zuordnungen erfiillt sind. Diese Abbildung kann folgendermaf3en zu
einer die Involutionen ¥ und ¥’ ineinander iiberfiihrenden Abbildung
der ganzen Fliche / in sich erweitert werden: Sei 2, irgend ein Punkt
aus F*® und P, das durch ¥ aus P, erzeugte Bild, welches also in /'
liegt. Sei weiter A’ das durch die Abbildung F'<—— /' in FY
erzeugte Bild von P,. Wir iiben auf 2, die Involution ¥’ aus. /' geht
dabei iiber in den Punkt 2’ von /7,’. Wir definieren nun die Erweiterung
der Abbildung F' <= F*. indem wir dem Punkte /7, von /£*das Bild
P’ in F, zuordnen. Damit ist eine topologische Abbildung von F in
sich erklirt, welche ¥ in ¥’ iiberfiihrt. Satz 6 ist somit bewiesen.

b) Indikatrixumkehrende Involutionen sweiseitiger Flichen.
F = F, ergibt £ = 2 p,. Die Modulfliche kann einseitig oder zweiseitig
sein. Wir nehmen voraus:

b,) ® = @,. Dies bedingt &, =0, o520, {=2m 9. Da aus
V' S=7T?=1 folgen wiirde # = F,, kann }/ nicht realisiert sein. So-
mit gilt v =—0. Nun erhalten wir aus Gleichung (1)

(I") 2?2“‘2:4“2"‘1“20
prt1=2m+1 0
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Da ¢ 3% o0ist, haben wir noch die Gleichung (2) zu beriicksichtigen. Man
sicht aber sofort ein, dafd3 auch alle », — 0 sein miissen. Wiare namlich
r; — 1, so ergdbe sich aus R; S = 7?2 = 1 wiederum F = F,.

b)) @ = @,. Es gilt &, = 0; &,520; {= a1, + 0. Man sieht wiederum
leicht ein, daf3 sowohl v wie auch alle », Null sein miissen, weil sonst
I = F, folgen wiirde. Wir erhalten aus (1):

(IIN) p2+ 1 :ﬂ2+0,

Eine Faltungslinie bedeutet fiir die Involution eine einfache geschlossene
Kurve, welche aus lauter Fixpunkten besteht und die wir der Kiirze
halber Fzxsykel nennen. Die Gleichungen (1'') und (1'’’) ergeben den

Satz 7: Die Ansall der Fixsykel einer indikatvixumbkehrenden I[nvo-
lution st gleich einem der Werte o, 1, 2, . ... p-+1, wo p das Ge.
schlecht der Fliche bedeutet.

Um die Bedingungen der topologischen Aequivalenz zu umschreiben,
reicht die Anzahl der Fixzykel nicht aus. Doch gelingt es wiederum,
die Frage auf Grund eines minimalen halbierenden Schnitt-Systems zu
entscheiden. Zur bequemen Formulierung ist es niitzlich, noch einen
weitern Begriff durch eine besondere Benennung herauszuheben: Ein die
Flache nicht zerlegender Riickkehrschnitt 6, welcher mit Erhaltung des
Umlaufsinnes in sich iibergeht, aber nicht fest bleibt, soll ein Dreksykel
genannt werden. Da auf. der Flache die Indikatrix umgekehrt wird,
werden seine Ufer bei der Abbildung mit einander vertauscht. Nun
kann man durch Schliisse, die im wesentlichen den unter a) ausgefiihrten
analog sind, zeigen, daf3 immer die Involution halbierende Schnittsysteme
existieren. Als Elemente solcher Schnittsysteme kommen in Betracht
Fixzykel, Drehzykel und Zykelpaare. Auch hier ist wiederum eine Re-
duktion auf minimale Schnittsysteme moglich. Dabei ist aber zu be-
achten, daf3 bei der Durchfithrung dieser Reduktion die Fixzykel nicht
verwendet werden konnen. Die Rolle, welche frither die Schnittzykel
inne hatten, iibernehmen jetzt die Drehzykel. Indem man beachtet, daf3
es immer mdoglich ist, zwei Drehzykel durch ein Zykelpaar zu ersetzen,
ergibt sich

Satz 8: Zu einer indikatrivumbkehrenden Involution einer sweiseitigen
geschlossenen Fliche existiert immer ein minimales halbierendes Schnitt-
system, welches neben eventuell vorhandenen Fixsykeln entweder noch cinen
Dreksykel oder ein Zykelpaar enthalten kann.

Ebenso ergibt sich durch analoge Schliisse wie friiher
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Satz 9: Zwei indikatrixumbkehrende Involutionen einer sweiseitigen
geschlossenen Flache sind dann und nur dann dquivalent, wenn sie in
den minimalen halbievenden Schnitisystemen iibereinstimmen.

¢) Dze Involutionen der einseitigen Flichen.

Es gilt /= F, und somit s = p,. Wir beginnen wieder mit dem Fall

c): ®=0,, d. h, o, = o. Damit F — F, erfiillt ist, mu{3 mindestens
entweder ein Fixpunkt (Verzweigungspunkt) vorhanden sein, oder eine
der Grossen 7»; muf3 von Null verschieden sein ( R; = 77 ). Gleichung
1) liefert:

(1) P2 = 4a+ 20+ v.

Weiter wird aber nun Gleichung (2) von Wichtigkeit, welche im Falle
der zweiseitigen Flachen entweder von selbst erfiillt war oder aus (1)
folgte. Wir teilen die Rinder in zwei Gruppen ein, je nachdem r;,—o0
oder = 1 ist. Das ist gleichbedeutend mit der Einteilung samtlicher
Fixzykel in zweiufrige und einufrige, deren respektive Anzahlen mit p,
und g, bezeichnet werden sollen. Dann gilt natiirlich ¢ — g, } ¢, und
Gleichung (2) geht iiber in

(29) v+ 0o =0 (mod. 2)

Nun fithren wir auch in (1) statt ¢ die Summe g, 4 ¢, ein und erhalten

1) ptz=4mt2otzo+tuo

c,): @ =@,, d. h. &, = 0. Damit F = £, erfiillt ist, muf3 mindestens
entweder g, + v 3240, oder &, 20 und g,3% 0, oder schlief3lich a, %0
und eine der Grof3en a; = 0 sein (A; = 7%).

An Stelle von (1) erhalten wir

(V1) pF2=2a4 20420 TV

wiahrend Gleichung (2') unverindert Giiltigkeit hat.
Die Gleichungen (2'), (1V) und (1V!) zusammen mit den einschriankenden
Bedingungen ergeben den

Satz 10: Bezeichnen wir die Anzakhlen der sweiufrigen Feixzykel, der
enufrigen Fixsykel und dev Fixpunkte respektive mit g,, o, und v, so
konnen diese Anzaklen durch eine Involution einer einsettigen geschlossenen
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Flache vom Geschlecht p immer dann und nur dann realisiert werden,
jalls folgende Bedingungen erfiillt sind:

0<20+20+v<p+2
0, = p (mod. 2)
v=p (mod. 2)
aussuschliessen sind dabez fiiv p=—0 (mod. 2) nuy die swez Falle o, — v =0,
gzzp/z—i—l und 01— Q: = O, v::/)—}—z.

Auch hier 1af3t sich auf Grund eines minimalen halbierenden Systems
die Frage der topologischen Aequivalenz erledigen. Die dazu notwen-
digen Ueberlegungen stimmen im Wesentlichen mit dem Friihern iiberein.
Doch ist die Analogie nicht ganz auf der Hand liegend. Die wich-
tigsten Punkte sollen deshalb hier erortert werden. Wir {ibernehmen
die Bezeichnungsart der verschiedenen Zykel. Dabei muf3 immer zwischen
Einufrigkeit und Zweiufrigkeit unterschieden werden. Wir erhalten so
einufrige und zweiufrige Fixzykel, die iibrigens schon oben erklart wor-
den sind. Unter einem Schnittzykel verstehen wir wieder einen swes-
ufrigen Zykel, welcher mit Umkehrung des Umlaufsinns in sich iibergeht,
somit zwei Fixpunkte tragt, und éiberdies seine Ufer vertauscht. Die
letztere Voraussetzung muf3, im Gegensatz zum Fall der zweiseitigen
Flachen, ausdriicklich hinzugefiigt werden. Ebenso verstehen wir unter
einem Drehzykel einen zweiufrigen Zykel, welcher mit Erhaltung des
Umlaufsinns aber nicht identisch in sich tlibergeht und sezne Ufer ver-
tauscht.

Was nun diejenigen einufrigen Zykel betrifft, welche bei der Involution
invariant bleiben, so erkennt man, daf3 folgende zwei Fille in Betracht
kommen: Der Zykel wird mit Erhaltung des Umlaufsinns und dann not-
wendig identisch in sich transformiert, stellt also einen einufrigen Fix-
zykel dar. Oder aber der Zykel wird mit Umkehrung seines Umlaufsinns
und dann notwendig mit zwei Fixpunkten in sich transformiert. In diesem
Falle wird die Umgebung des einen Fixpunktes mit Erhaltung der In-
dikatrix in sich iibergefiihrt, wahrend in der Umgebung des andern
Fixpunktes die Indikatrix umgekehrt wird. Im letztern Fixpunkte wird
daher der Zykel von einem Fixzykel iiberkreuzt. Wir sprechen von
einem eznujrigen Schnittzykel.

Schlie3lich ist noch zu unterscheiden zwischen einufrigen und zwei-
ufrigen Zykelpaaren.

Um die Zusammensetzung der halbierenden Schnittsysteme festzustellen,
beginnen wir mit demjenigen Falle, welcher keine Reduktion auf niedri-
geres Geschlecht gestattet. Dieser Fall tritt offenbar dann und nur dann
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ein, wenn @ — @, und s, — 0 ist, d. h. wenn die Modulfliche eine schlicht-
artige, eventuell mehrfach berandete Fliche darstellt. Die vom Punkte
O ausgehende Zerschneidung von @ wihlen wir insbesondere so, daf3
in zyklischer Anordnung aufeinander folgen:

1. Die Schnittlinien nach den Verzweigungspunkten;

2. Die Schnittlinien nach denjenigen Randern, welchen auf # einufrige
Fixzykel entsprechen und

3. Die Schnittlinien nach den iibrigen Réndern, welchen also auf F
zweiufrige Fixzykel entsprechen.

Wir fassen nun, ausgehend vom ersten Verzweigungspunkt in der an.
gegebenen Reihenfolge die Verzweigungspunkte und die einufrigen Fix-
zykel zu Paaren zusammen. Dies ist immer moglich, zufolge der Gleichung
(2"). Die Elemente jedes Paares verbinden wir durch einen einfachen
Bogen auf @ derart, daf3 irgend zwei dieser Bogen einander nicht treffen
und iiberdies kein Bogen eine Verzweigungslinie trifft. Auf3erdem soll
jeder dieser Bogen im Innern von @ verlaufen, abgesehen von denjenigen
Endpunkten, welche nach Konstruktion auf einem Rande liegen. Das
so erhaltene Liniensystem kann also folgende drei Arten von Elementen
enthalten :

1. Einfache Bogen, deren Endpunkte Verzweigungspunkte sind.

2. Einen einfachen Bogen, dessen einer Endpunkt ein Verzweigungs-
punkt ist, wihrend der andere auf einem Rande liegt, welchem auf /#
ein einufriger Fixzykel entspricht.

3. Einfache Bogen, deren Endpunkte auf Rindern liegen, denen auf
F wiederum einufrige Fixzykel entsprechen.

Diesem System fiigen wir noch hinzu:

4. Die iibrigen (unverbundenen) Rinder, denen also auf / zweiufrige
Fixzykel entsprechen.

Man sieht nun ohne weiteres, daf3 das Ueberlagerungsgebilde dieses
aus den Elementen 1, 2, 3 und 4 bestehenden Liniensystems ein die Invo-
lution halbierendes Schnittsystem ist, welches iiberdies durch die Zahlen
v, 0, und g, eindeutig festgelegt wird. Die Elemente dieses Schnitt-
systems sind die Ueberlagerungsgebilde der Elemente 1, 2, 3 und 4. Die
Ueberlagerungsgebilde der Elemente 1 und 4 sind Schnittzykel respektive
zweiufrige Fixzykel. Das Ueberlagerungsgebilde eines Elementes 2 setzt
sich zusammen aus einem einufrigen Fixzykel und einem einufrigen Schnitt-
zykel, welche sich genau einmal iiberkreuzen: Es soll deshalb ein Zyke/-
kreuz genannt werden. Das Ueberlagerungsgebilde eines Elementes 3
setzt sich zusammen aus zwei einufrigen Fixzykeln und einem invarianten
Zykel mit zwei Fixpunkten, dessen Ufer in sich iibergehen. Dieser
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Zykel ist also nicht als Schnittzykel zu bezeichnen. Er iiberkreuzt jeden
der beiden Fixzykel genau einmal an den Stellen, wo er seine Fixpunkte
hat. Dieses Gebilde soll Doppel-Zykelkreus genannt werden. Es besitzt
als Ganzes genommen zwei Ufer, welche bei der Involution vertauscht
werden.

Wir gehen nun iiber zu den Fillen, wo die Modulfliche nicht schlicht-
artig ist und behaupten die Giiltigkeit von

Sats 11: Auf einer involutorisch in sich transformiervien einsettigen
geschlossenen Fliache existieren immer minimale halbievende Schnitt-
systeme, welche hinsichtiich ihrer Konstitution folgende swe: Typen auf-
wetsen konnen:

1. Das Schnittsystem enthilt neben eventuell vorhandenen sweiufrigen

Fixsykeln, Doppel-Zykelkreusen wund Schnittzykeln hockstens ein Zykel-
kreus.

2. Das Schnitisystem enthilt neben eventuell vorhandenen sweiuprigen
Fixsykeln hiochstens entweder einen Drehsykel oder ein swerujriges Zykel.-
paar.

Durch die oben ausgefiihrten Betrachtungen ist der vorstehende Satz
bewiesen fiir den Fall, daf3 die Modulfliche schlichtartig ist. Das Schnitt-
system fillt unter den Typus 1.

Der Beweis fiir nichtschlichtartige Modulflichen wird gefiihrt unter
Voraussetzung von Satz 11 fiir Flichen, welche niedrigeres Geschlecht
haben als die zu untersuchende Fliache / und zerfillt naturgemifd in
zwei Hauptteile. In einem ersten Reduktionsverfahren, welches wesentlich
Gebrauch macht von der Darstellung der transformierten Fliche / als
Ueberlagerungsfliche der Modulfliche @ wird gezeigt, daf3 auf / immer
halbierende Schnittsysteme existieren, welche aber noch nicht von mini-
malem Typus zu sein brauchen. Durch ein zweites Reduktionsverfahren,
welches sich wesentlich auf # allein abspielt, werden die gewonnenen
halbierenden Schnittsysteme in minimale iibergefiihrt.

Wir beginnen also mit dem ersten Reduktionsverfahren und unter-
scheiden wieder die beiden Hauptfille @ — @, und @ — @, .

@) @ — @,: Wir schneiden die Modulfliche lings der von O ausge-
henden konjugierten Riickkehrschnittpaare a,, 4,; a., 6:; ... a,, b,
auf. Das einzelne Riickkehrschnittpaar a;, &; zerfillt dabei in eine Kette

von vier Bogen, welche wir der Einfachheit halber, so wie sie auf ein-
ander folgen, mit «;, 0;, a,-_l, b,-_l bezeichnen. Die Bogen «; und al'—l
sind also die beiden Ufer des soeben mit o; bezeichneten Riickkehr-
schnitts und das analoge gilt fiir 4; und b,-“l. a; und a,-—.l sowie &; und
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b,-—l sind in Bezug auf die entstehende schlichtartige Fliche @, mit um-

gekehrter Indikatrix zu identifizieren. Wir bemerken jetzt ausdriicklich,
daf3 die Zerschneidung nicht weitergefiihrt werden soll und unter dieser
Bedingung konnen wir @, auffassen als eine Kreisscheibe, deren Rand
von der Kette der kanonischen Bogen gebildet wird, welche aber in
ihrem Innern die auf @, vorhandenen Verzweigungspunkte und Rinder
(Locher) aufweist. An einem derartigen Modell kann man die in Betracht
kommenden Moglichkeiten ebenso bequem ablesen, wie an der vollstandig
zerschnittenen Modulfliche.

Sei nun /2 ein von O verschiedener Punkt des Bogens a; oder 4;, so
bezeichnen wir mit 2 den mit 7 zu identifizierenden Punkt des Bogens
az-_l respektive b,-—l. Den Uebergingen iiber «; und &; respektive a'z-_l
é,-—l entsprechen in der f{ritheren Bezeichnungsweise die Substitutionen
A;, B; respektive A,-_l, ])’,-“x

Wir diskutieren nun folgende Unterfille:

a;) Unter den Operatoren A4,, B, ... 4

Einheit, etwa A; — 1. Wir verbinden den von O verschiedenen Punkt 2 von

B

r, 1St einer gleich der

71'2’
a; mit P—l auf a,-_’ vermittelst eines im Innern von @, verlaufenden
Bogens ¢, welcher keine Verzweigungslinie trifft. ¢ stellt auf @, einen
nicht zerlegenden Riickkehrschnitt dar. Sein Ueberlagerungsgebilde
besteht zufolge A; =— 1 aus einem zweiufrigen Zykelpaar (¢, 0,). Wegen
F — F, (F, und F, bedeuten nach fritherer Abrede einseitiges respektive
zweiseitiges /) und @ — @, mufd ¢ |+ v £ 0 sein. Nun iiberzeugt man
sich leicht, daf3 (o,, 0.) die Ueberlagerungsfliche nicht zerlegt. Wir
schneiden jetzt / langs ¢, und ¢, auf. Dem zweiufrigen ¢, entsprechen
auf der zerschnittenen Flache /' zwei Rinder ¢,' und ¢,> und ebenso
zerfillt ¢, in ¢, und ¢,’. /' ist von niedrigerem Geschlecht als / und
besitzt somit nach Satz 11 ein minimales Schnittsystem, von dem wir
ohne weiteres annehmen konnen, dafd3 es die vier Rander nicht trifft.
La3t dieses Schnittsystem ¢,' und g,' auf derselben Seite, so bildet es
auch ein minimales Schnittsystem fiir unzerschnittene Flache /. Andern-
falls erhilt man ein halbierendes Schnittsystem fiir 4, wenn man dem
minimalen Schnittsystem von /' das Zykelpaar (o,, o0.) beifiigt.

) AAa—B—=A4,=B,—...= A%: B,,z;—: 7. Wir verbinden den
von (O verschiedenen Punkt 2 von ¢, mit einem ebenfalls von O ver-

schiedenen Punkt @ von 4, vermittels eines Bogens w im Innern von
@,, welcher wiederum keine Verzweigungslinie trifft. Hierauf verbinden

. —1 ~1 . —1 —1 . .
wir @ auf 4, mit P auf ¢, vermittels eines ebensolchen Bogens
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r, welcher iiberdies o nicht trifft. Die Linie ¢ — w -} r bildet einen

@, nicht zerlegenden Riickkehrschnitt. Wegen 4, B, = T *— 1 ist das
Ueberlagerungsgebilde von ¢ wieder ein zweiufriges Zykelpaar, welches aus
schon unter @) angegebenen Griinden F nicht zerlegt. Auf genau die-
selbe Weise ergibt sich nun ferner die Existenz eines halbierenden
Schnittsystems fiir /, welches wiederum gegeniiber einem minimalen
System ein iiberschiissiges zweiufriges Zykelpaar enthalten kann,

Wir gehen nun iiber zu
@8) @ — @,: Durch cine der unter @) angegebenen analogen Zerschnei-

dungen erhalten wir eine schlichtartige Fliche @,, deren Hauptrand von
. : .. —1 -2

den aufeinander folgenden kanonischen Bogen a,, @, , a,, a,

1

y -

—¥ . , P ~1 =
..a., a, gebildet wird. Hier sind #; und ¢; in Bezug auf @, mit
1

s
1
gleicher Indikatrix zu identifizieren und wiederum entsprechend den

Uebergangen tiiber die kanonischen Randbogen, die schon frither einge-

fihrten Substitutionen A,, A,_l, oA, AL . Ueber die Bedeutung
1 1

der Bezeichnungen /? und P~ soll wieder die bei a) getroffene Verab-
redung gelten.

Es ergeben sich drei Unterfalle:

8,) Eine der Operationen A,, A,, ... d, stellt die Einheit dar, etwa

™

A; =— 1. Wir verbinden den von (O verschiedenen Punkt P von «; mit

-1 —1 . a . . .
> auf a; vermittelst eines Bogens ¢, welcher die gleichen Eigen-

schaften besitzt, wie der unter ¢,) angegebene Bogen ¢. Sein Ueber-
lagerungsgebilde ist zufolge A;=— 1 ein einufriges Zykelpaar (o,, 0,),
welches schon dem Begriff nach £ nicht zerlegen kann. Wir schneiden
F langs (o0,, 0,) auf. Falls die zerschnittene Fliche /' wieder einseitig
ist, so existiert nach Satz 11 ein minimales Schnittsystem, von dem man
unmittelbar einsieht, daf3 es auch ein minimales System fiir F darstellt.
Ist hingegen F' zweiseitig, so unterliegt es einer Involution, welche je
nach dem die Indikatrix erhilt oder umkehrt. Nun erkennt man aber
aus den frither gewonnenen Resultaten, daf3 die dabei sich ergebenden
minimalen Schnittsysteme unter den nach Satz 11 zu fordernden ent-
halten sind. Wir erhalten somit wiederum ein minimales Schnittsystem
fiir £,

B:) R el qimdic=sa=d, =1

1

Wir verbinden in analoger Weise wie bei a,) den von O verschiedenen
Punkt P von a, vermittelst des Bogens w mit dem von O verschiedenen
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—1 —1 . . . —1
Punkte Q9 von @, wund hierauf Q auf @, vermistels 7 mit /°  auf
-1 .. c e .y .
a, . Die Linie ¢ = w -} 7 ist ein nicht zerlegender zweiufriger Riick-

kehrschnitt auf @,. Wegen 4, 4, —= T ® — 1 besteht das Ueberlagerungs-
gebilde aus einem zweiufrigen Zykelpaar (g,, 0,). Damit 7 — F, erfiillt
ist, muf3 ¢, + v =0 sein. Daraus folgt, daf3 das Zykelpaar (o,, 0,)
die Fliache F nicht zerlegt. Man erkennt wiederum die Existenz eines
halbierenden Schnittsystems auf /, welches gegeniiber einem minimalen
Schnittsystem das iiberschiissige Zykelpaar (o,, 0,) enthilt.

- Bs) w,—1; A, = 7. Wir verbinden 2 auf ¢, mit P_l auf @, ver-
mittels ¢,. Zufolge A, = 7 ist das Ueberlagerungsgebilde von g, ein
zweiufriger Zykel o, welcher mit vertauschten Ufern aber nicht identisch
in sich iibergeht, somit einen Drehzykel darstellt. Wiederum folgt aus
Ay,— T und F— F, die Bedingung g, 4+ v~ 0 und hieraus, daf3 ¢
die Fliche F nicht zerlegt. Wir zerschneiden / lings ¢ und erhalten

1 2
auf der zerschnittenen Fliache /' die beiden Réander ¢ und ¢, welche
einander involutorisch zugeordnet sind, da die Ufer von ¢ vertauscht

1 2 . .
werden. ¢ und ¢ werden daher durch das minimale Schnittsystem
von /' von einander getrennt und man erkennt die Existenz eines
halbierenden Systems auf #, welches den iiberschiissigen Drehzykel o
enthilt.

Damit ist die erste Reduktion erledigt und man erhdlt zusammen-
fassend das Resultat, daf3 auf jeder involutorisch in sich transformierten
einseitigen geschlossenen Fliche £ ein halbierendes Schnittsystem existiert,
welches sich von einem minimalen Schnittsystem hochstens um ein iiber-
schiissiges zweiufriges Zykelpaar oder einen iiberschiissigen Drehzykel
unterscheidet.

In welchem Sinne die zweite Reduktion zu erfolgen hat, erliutern
wir am bequemsten an einem bestimmten Falle. Wir nehmen an, es
liege ein halbierendes Schnittsystem vor, welches unter andern Elementen
eine Doppel-Zykelkreuz enthalte und auf3erdem ein iiberschiissiges zwei-
ufriges Zykelpaar. Dann gilt folgende Tatsache: Es ist moglich, durch
eine passende Abinderung das Zykelpaar wegzuschaffen derart, daf3 am
Schlusse der Abinderung ein halbierendes Schnittsystem vorliegt, welches
an Stelle des urspriinglichen Doppel-Zykelkreuzes ein abgeidndertes Doppel-
Zykelkreuz, hingegen kein Zykelpaar mehr enthilt. Das neue Schnitt-
system ist dann ein minimales. Wir driicken diese Tatsache kurz so
aus: Ein Doppel-Zykelkreuz kann ein zweiufriges Zykelpaar absorbieren.
In gleichem Sinne ist ein Zykelkreuz oder ein Schnittzykel oder schlief3lich
ein Drehzykel imstande, ein zweiufriges Zykelpaar zu absorbieren.
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Ebenso kann ein iiberschiissiger Drehzykel von einem Doppel-Zykel-
kreuz einem Zykelkreuz oder einem Schnittzykel absorbiert werden.
Hingegen kann ein Drehzykel von einem Drehzykel nicht absorbiert
werden. Abgesehen von der letzten Aussage konnen alle diese Behaup-
tungen durch analoge Konstruktionen sichergestellt werden. Ich greife
deshalb nur den am wenigsten leicht zu {ibersehenden Fall heraus. Dieser
ergibt sich, wenn ein Doppel-Zykelkreuz mit einem iiberschiissigen Dreh-
zykel zusammentrifft.

Seien J, und J, zwei ineinander iibergehende Bogen des Drehzykels,
welche in den ebenfalls ineinander iibergehenden Punkten D, und D,
zusammenhingen. Die Konstruktion geht aus vom mittleren Zykel des
Doppel-Zykelkreuzes. Dieser Zykel zerfillt durch seine zwei Fixpunkte
P und @ in zwei ineinander iibergehende Bogen ¢, und ¢,. Mit F* und
F? bezeichnen wir wieder die ineinander iibergehenden Hilften der
Flache /. Nun verbinden wir den Punkt 2 mit D, vermittels eines
Bogens «,, welcher abgesehen von seinen Endpunkten ganz innerhalb
F verlauft, und ebenso den Punkt Q mit D, vermittels eines Bogens g,
innerhalb #'!' derart, daf3 die Bogen a,, 0,, 8, 0, zusammen ein einfach
zusammenhingendes Gebiet G*' auf /' abgrenzen. Mit A' bezeichnen
wir das durch G' innerhalb /' bestimmte Restgebiet. Bei der Involution
geht G*' iiber in ein Gebiet G* von F? welches von den Bogen «,, 0y»
8., 0. begrenzt wird, und sein Restgebiet /* ist das Bild von A"
Unterdriickt man nun die beiden Bogen ¢, und J,, so verschmilzt G*
mit /'. Ebenso vereinigen sich G* und /* durch Aufheben der Bilder
g, und J, von ¢, und J;,. Die Gebiete G* 4+ H* und G* 4 H*' sind von
einander getrennt durch ein Schnittsystem, welches sich von den ur-
spriinglichen dadurch unterscheidet, daf3 o,, 0,, d,, J; ersetzt sind durch
e, B, az, . Die Bogen a,, 8, a;, B, bilden aber zusammen mit den
Fixzykeln des urspriinglichen Doppel-Zykelkreuzes ein neues Doppel-
Zykelkreuz. Man sieht namlich unmittelbar, daf3 die Linie &, -+ 8+ o, -+ £
mit zwei Fixpunkten in sich ilibergeht. Da aber das ganze Gebilde dem
zerlegenden System angehort, so besitzt es notwendig zwei Ufer, welche
bei der Involution miteinander vertauscht werden. Hieraus folgt wiederum,
daf3 die Linie o, 8, a8, zweiufrig ist und mit invarianten Ufern
in sich iibergeht. Hiermit ist die verlangte Reduktion auf ein minimales
Schnittsystem vollzogen.

Nun bleibt nur noch der Fall zu erledigen, daf3 ein iiberschiissiger
Drehzykel zu einem Schnittsystem hinzutritt, welches schon einen Dreh-
zykel aufweist. Seien y, und y, zwei ineinander iibergehende Bogen des
einen Drehzykels, welche begrenzt werden durch die zwei ineinander
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iibergehenden Punkte ¢, und (,. Fiir den andern Drehzykel iiber-
nehmen wir in analogem Sinne die schon oben gebrauchten Bezeich-
nungen J,, 0y, D,, D,. Nun iibertrage man die oben angegebene
Konstruktion wortlich, indem man an Stelle von £ und O die Punkte
C; und C, und an Stelle der Bogen ¢, und ¢, die Bogen y, und y,
treten la3t. Der wesentliche Unterschied gegeniiber oben besteht darin,
daf3 die Punkte €, und C, nicht mehr fest sind, sondern mit einander
vertauscht werden.

Es ergibt sich, daf3 die zwei Drehzykel in ein zweiufriges Zykelpaar
verwandelt werden. Die Konstruktion 14(3t sich in umgekehrter Richtung
ausfihren und liefert dann aus einem zweiufrigen Zykelpaar zwei Dreh-
zykel. Wir haben somit das Resultat, daf3 zwei Drehzykel und ein zwei-
ufriges Zykelpaar als Elemente eines "halbierenden Schnittsystemes mit
einander dquivalent sind. Satz 11 ist damit vollstindig bewiesen.

Wie in den frither behandelten Hauptfillen behaupten wir nun auch
fir einseitige Flachen die Giiltigkeit des folgenden Aequivalenzsatzes :

Satz 12: Zwei Involutionen einer cinseitigen geschlossenen Fliache sind
dann und nur dann topologisch dquivalent, wenn sie tn den sie halbieven-
den menzmalen Schnitisystemen tibereinstimmen.

Der positive Teil des Satzes, nimlich daf3 zwei Involutionen aquiva-
lent sind, wenn sie in den minimalen Schnittsystemen iibereinstimmen,
kann ganz analog erledigt werden wie die Aequivalenz der Indikatrix
erhaltenden Involutionen zweiseitiger Flachen. Daf3 hingegen zwei Invo-
lutionen mit verschiedenen minimalen Schnittsystemen wirklich ver-
* schieden sind, bedarf in einem Falle einer besondern Ueberlegung. Die
Verschiedenheit der Involutionen erkennt man ohne weiteres, wenn eine
der beiden Involutionen ein minimales Schnittsystem vom Typus 1. hat.
Dies beruht darauf, daf3 dieser Typus von minimalen Schnittsystemen
durch die Anzahlen der verschiedenen invarianten Elemente bestimmt
ist. Gerade dies ist aber bei den Schnittsystemen vom Typus 2. nicht
mehr der Fall. Fiir eine Involution auf einer Fliche kommen hier bei
vorgegebener Zahl g, von zweiufrigen Fixzykeln drei Moglichkeiten in
Betracht, welche wir der Reihe nach mit 2,), 2,) und 2,) bezeichnen
wollen.

2,). Das minimale Schnittsystem wird durch die zweiufrigen Fixzykel
erschopft. ’

2,). Es enthilt neben diesen Elementen einen Drehzykel.

2,). Es enthdlt neben den p, Fixzykeln ein zweiufriges Zykelpaar.

Daf3 2,) nicht mit 2,) aquivalent sein kann, folgt unmittelbar daraus,
da3 2,) iiberhaupt keinen Drehzykel aufweisen kann. Das Gleiche gilt
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von 2,) und 2,), da ein zweiufriges Zykelpaar nach dem vorausgehenden
Beweis mit zwei Drehzykeln iquivalent ist. Es bleibt somit nur noch
das Verhiltnis von 2,) und 2, zu untersuchen. Wir denken uns wieder
das Zykelpaar durch zwei Drehzykel ersetzt und nehmen nun an, es be-
stche Aequivalenz, d.h. es sei moglich, F derart topologisch auf sich
selbst abzubilden, daf eine Involution ¥ vom Typus 2,) in eine Involution
¥ vom Typus 2,) verwandelt wird. Durch diese Abbildung geht das
zu ¥ gehorende minimale Schnittsystem in ein minimales System der
Involution ¥ iiber. Wir konnen uns also auch so ausdriicken, daf3 ein
und dieselbe Involution ¥ sowohl ein minimales System S vom Typus
2,) als auch eines .S vom Typus 2,) zulif3t. Wir bezeichnen wie friiher
die durch S respektive .S bestimmten Flichenhilften mit ' und #?
respektive F' und /% Seien weiter ¢ respektive w, 7 die zu S respek-
tive S gehorenden Drehzykel. w und 7 miissen ¢ treffen und man kann
durch unwesentliche Deformationen erreichen, daf3 die Zahl der auf-
tretenden Schnittpunkte endlich ist. Da o und 7 geschlossene Linien
sind und ¢ zu einem halbierenden System gehort, so trifft » respektive
7 den Zykel ¢ in einer geraden Anzahl von Punkten, welche mit 2
respektive 2 » bezeichnet sei. Die 2 # Schnittpunkte von » mit ¢ sind
iiberdies auf Grund der Involution paarweise einander zugeordnet. Zu-
folge des Umstandes, daf3 Drehzykel ihre Ufer vertauschen, erhilt man
fir die Zahlen # und 2 die Bedingungen m=1 (mod. 2) und =1
(mod. 2), somit # -+ =0 (mod. 2). Wir erteilen nun ¢ einen Umlaufs-
sinn und numerieren simtliche Ueberkreuzungen in diesem Sinne durch,
gleichgiiltig ob sie zu w oder 7 gehoren. Unter dieser Bedingung erhilt
das Bild der Ueberkreuzung mit dem Index z den Index m -} 7 - 2.
Mit o, bezeichnen wir den im Sinne der Durchlaufung auf die Kreuzung
z folgenden Bogen, welcher also bis zur Kreuzung z -} 1 fithrt. Wir
konnen immer annehmen, da3 ¢, zu 7' gehort. Dann gehort o, zu 7,
o, wieder zum #, usw. Allgemein gehort gut1 zu F* oder F,, je nach-
dem ¢ =o0 (mod. 2) oder =1 (mod. 2) ist. Also gehort ¢y4,,+, nach
den obigen Bemerkungen zu F'. Anderseits ist aber o0y4,4+, das
Bild von ¢,, gehdrt somit zu /%, Damit sind wir zu einem Widerspruch
gelangt, welcher nur verschwindet, wenn die Typen 2,) und 2;) nicht
als dquivalent angesehen werden.

SchiuBbemerkung

Bei der Auswahl der Anwendungen waren folgende Gesichtspunkte
maf3gebend: Das Beispiel der Kugel und der projektiven Ebene soll an

9 Commentarii Mathematici Helvetici 117



einem allgemein bekannten und leicht kontrollierbaren Objekt den Her-
gang der Methode illustrieren. Die Anwendung auf die involutorischen
Transformationen der ein- und zweiseitigen geschlossenen Flichen gibt
Gelegenheit, die Verwendbarkeit der Methode an einem Beispiel zu de-
monstrieren, welches nicht durch Komplikationen rein gruppentheoretischer
Natur beschwert ist. Die Ausfiilhrungen von § 6 enthalten unter anderm
den vollstindigen Beweis fiir eine Reihe von Sitzen, welche ich in einer
friihern Arbeit3) als Behauptungen formuliert habe. Als nichstliegendes
weiteres Beispiel widre zu nennen die Aufzihlung simtlicher endlichen
Gruppen der einseitigen und zweiseitigen Ringflichen. Als Resultat
ergibt sich, daf3 dieses Problem vollstindig dquivalent ist mit der Auf-
zdahlung samtlicher invarianter Untergruppen der ebenen Kristallgruppen
vom endlichen Index. Die zugehorigen Faktorgruppen und nur diese
liefern Gruppen der gesuchten Art. Fiir die indikatrixerhaltenden Grup-
pen des Torus ist dieses Resultat von Brouwer %) gewonnen worden.
Als weiteres Beispiel kommen in Betracht die periodischen Transforma-
tionen von Flachen, deren Geschlecht grofder als 1 ist. Schon der Fall
der Doppelringfliche zeigt, daf3 diese Aufzdhlungen umfangreich werden.
Sie bieten aber keine wesentlich neue Schwierigkeit, da es sich um
zyklische Gruppen handelt. Es ist zu erwarten, daf3 sich dabei ein
rein topologischer Beweis des Wiman’schen Satzes iiber die maximale
Ordnung der Periode ergibt.

Schlief3lich mochte ich noch bemerken, daf3 die Behandlung beran-
deter Flichen prinzipiell nichts neues erfordert. Man braucht nur in
der Formel (H) Seite 13 fiir 2 = 2, 4 #, + » die Bedingung » 7% o zur
Geltung zu bringen, wo also » die Anzahl der Rénder der transfor-
mierten Fliche bedeutet, und in entsprechender Weise die Ueberlagerungs-
bedingungen zu modifizieren.
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