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Alain Haurie

La théorie des jeux dans la littérature éco-
nomique, politique et sociale

Une perspective historique

a théorie des jeux propose un langage qui facilite la modélisa-

tion, Ianalyse et la communication dans I’étude des conflits. La

littérature en sciences économiques, sciences politiques, rela-
tions internationales, conduite des opérations militaires et méme bio-
logie (théorie de I'évolution) accumule T'usage de paradigmes basés
sur la théorie mathématique des jeux « non coopératifs » ou « coopé-
ratifs ».

Dans ce bref essai, je retracerat les principales étapes du dévelop-
pement de cette littérature qui est, aujourd’hut, comme dans beau-
coup de domaines scientifiques, largement diffusée en langue an-
glaise.!

La Mishna mystérieuse

On peut retracer les premiers éctits pouvant étre considérés comme
des prémisses au développement d’une théorie des jeux dans certains
des plus vieux écrits religieux.? En effet, un des plus surprenants ré-
sultats de la théorie moderne des jeux concerne ’élucidation d’un des
mysteres du Talmud de Babylone. Robert Aumann et Michael
Mashler? ont pu montrer que la regle du « partage de la partie contes-
tée » qui se retrouve dans plusieurs mishnas du Talmud correspondait

! Plusieurs revues scientifiques de haut niveau contribuent au développement ct a
la diffusion de la théorie des jeux ; citons, par exemple, econometrica, Journal of
Game Theory and FEconomic Behavior, International Journal of Game Theory,
International Game ‘Theory Review, Annals of the International Society of
Dynamic Games, etc.

2 Barry O'Neill, « A problem of rights arbitration from the Talmud », Mathematical
Social Sciences, 2, 1982, pp. 345-371.

3 Robert ]. Aumann et Michael Mashler, « Game Theoretic Analysis of a Bank-
ruptcy Problem from the ‘T'almud », Jowrnal of Economic Theory, 36, 1985, pp. 195—
213.
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50 Alain Haurze

a un des criteres de solution élaborés dans la théorie mathématique
des jeux « coopératifs », avec coalition, appelé le «nucleolus ». La
Mishna mystérieuse qui a suscité de nombreux commentaires des
exépétes juifs du Moyen—Age propose différentes manicres de parta-
ger un héritage entre des héritiers ayant des réclamations différentes.
La regle parait changer avec le montant de Phéritage et elle a souvent
¢té considérée comme incohérente par les exégetes. Les héritages
sont évidemment source de conflit et la Mishna en cause propose dif-
férentes facons de partager un bien (estate) entre plusieurs personnes
réclamant un montant qui leur est da (claims). ILe tableau suivant, qui
est reproduit des articles d’Aumann et Mashler, indique le partage
d’un avoir de 100, 200 ou 300 francs, entre trois réclamants deman-
dant, respectivement, 100, 200 et 300 francs. Si Pavoir est 100, la
Mishna recommande de le partager en trois parts égales de 331/3
francs chaque. Si ’avoir est 300, la Mishna recommande de le partager
en trois parts de valeurs proportionnelles aux réclamations. Si 'avoir
est 200, la Mishna recommande de donner 50 a celut qui réclame 100
et 75 a chacun des deux autres, méme s’ils ont des réclamations de
200 et 300 respectivement.4

CLAIM
100 200 300
100 | 33173 33173 33113
ESTATE 200 50 75 75
300 50 100 150

Table 1: Division of the Estate in Ketubot 93a as per the Mishna

Aumann et Mashler ont étudié cette Mishna en s’inspirant des prin-
cipes de la théorie moderne des jeux coopératifs. Ils ont pu tout
d’abord établir un lien entre cette Mishna et une autre qui traite du
partage d’un tissu entre deux fripiers. Le premier réclame 50% de la
picce, le second 100%. La Mishna donne 25% au premier, car récla-
mant 50% 1l a déja reconnu que 50% appartiennent a autre.

4 Les trois prochains tableaux, intitulés ‘T'able 1, Table 2 et ‘T'able 5 sont reproduits
de la publication suivante, Robert . Aumann, Game Theory in the Talmud, Research
Bulletin Series on Jewish Law and Fconomics, June 2002 : http://dept.ccon.york
u.ca/~jros/docs/ AumannGame.pdf.
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CLAIM
50 100
GARMENT 100 | 25 | 75 |

Table 2: The Mishna in Bava Metzia 2a

Il s’agit la d’un « principe », appelé « partage de la partir contestée »
qui, comme on pourra le voir reste vérifié dans les recommandations
de la Mishna mystérieuse. Aumann et Mashler ont ainst découvert
que le partage recommand¢ par la Mishna mystérieuse satisfaisait le
principe du partage de la somme contestée pour chaque paire de
joueurs. Ils ont ausst montré qu’il n’existait qu’une seule fagon de par-
tager que satisfasse ce principe. On voit ict poindre les prémisses
d’une théorie. Il y a un « principe » qui sous—tend les partages suggé-
rés et, en appliquant ce principe, 1 y a une seule « solution » au pro-
bleme du partage.

De fait, comme nous le verrons a la fin de cet essai, 1l se trouve
que cette maniere unique de partager correspond a un concept de so-
lution dans la théorie moderne des jeux de coalition, appelé le « nu-
cleolus ».5 Vérifions donc que le principe est respecté dans la Mishna
mystérieuse.

CLAIM CLAIM CLAIM
100 200 100 300 200 300
623 [ | BB 623 [3BIB | BIB 623 [BIA | BIB
ESTATE 125 | 50 75 125 50 75 150 75 75
150 |50 | 100 200 50 150 250 [ 100 | 130

Table 5: Some Examples of Equal Division of the Contested Sum
Considérons la paire constituée par les deux premiers héritiers, qui
réclament 100 et 200, respectivement. Dans le cas ou I'avoir est 100,
la Mishna recommande de partager 66%7 entre ces deux héritiers.
Chacun réclame plus que cette somme, qui est donc contestée en to-
talité. Elle est donc partagée également entre les deux héritiers, qui
recoivent 33'/3 chacun. Quand l'avoir est 200, la Mishna recommande
de donner 125 a ces deux héritiers. Le premier réclame 100, le second
200. La pattie contestée est de 100, le premier héritier a concédé 25 a
autre. On partage donc la partie contestée et on trouve bien, 50 au
premier et 75 au second. Si 'avoir est 300, la Mishna recommande de
donner 150 aux deux joueurs, le premier ne réclame que 100, la partie

5 Elon Kohlberg, On the nucleolus of a characteristic function game, SIAM Journal of Ap-
plied Mathematics, 20, 1971, pp. 62-66.



52 Alain Haurie

contestée est divisée en deux et le premier recoit 50, pendant que le
second regoit 100. Les deux autres tableaux montrent que le principe
est aussi respecté pour les autres patres d’héritiers.

Donc le principe du partage de la partie contestée est vérifie. Il est
plus difficile d’établir que Papplication de ce principe a un probleme
de partage conduit toujours a une solution unique. Les raisonnements
de la théorie des jeux sont souvent subtils. La preuve que cette solu-
tion correspond aussi au concept de «nucleolus » proposé dans la
théorie moderne des jeux est encore plus délicate. Il s’agit alors de
mathématique, raisonnement logique irréfutable. I.a théorie des jeux
est une branche des mathématiques.

Pascal et le chevalier de Mérée

Une autre version de ce probleme de partage apparait dans la littéra-
ture francaise du XVIle siecle, sous la plume du tres catholique Blaise
Pascal, dans sa célebre et remarquable solution du probleme des par-
tis. Le probleme posé par le chevalier de Mérée est le suivant: « deux
joueurs jouent a un jeu de hasard en plusieurs parties. Chacun a misé
la moitié d’un enjeu total S, et le premier qui a gagné n parties obtient
la somme totale S. Or, le rot venant a passer, le jeu doit étre inter-
rompu avant la victoire de I'un d’eux. Il faut alors faire le « parti»,
C’est—a—dire le partage de 'enjeu total. Comment le définir? »©

La solution proposée par Pascal contenait en germe les ¢léments
caractéristiques de la théorie moderne des jeux dynamiques, avec in-
tervention de la « nature » de maniére aléatoire. Le probleme posé est
relié a un jeu de hasard. Il y a dans le probleme des partis tous les in-
grédients des jeux considérés dans la théorie moderne des jeux : des
acteurs en interaction, des actions répétées dynamiquement, la re-
cherche d’une solution équitable.

Les partages d’héritage et les dettes de jeu menent souvent au con-
flit, voire aux guerres. Les jeux de société, échec, jeu de go, jeu de
dame, poker, bridge—contrat sont des émulations de conflits, guerriers
ou économiques. La spécification de régles du jeu précises devait atti-
rer Pattention des mathématiciens, toujours intéressés a explorer les
conséquences logiques de certaines régles ou axiomes.

6 Blaise Pascal, (Ewvres Complétes, ed. Jacques Chevalier, Gallimard, 1954.
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La théorte moderne des jeux

Il est convenu de dire que la théorie mathématique des jeux est fondée au
début du XXe siécle par le mathématicien francais Emile Borel,” le logicien
allemand Ernst Zermelo et le génie mathématique hongrois John von Neu-
mann qui prouvent les premiers « théoremes » importants.

Zermelo s’intéresse aux jeux déterministes, c’est—a—dire ou le ha-
sard n’intervient pas sous la forme de lancers de dés ou de tirages de
carte, avec des actions alternces des deux joueurs. On reconnait ict la
structure des jeux de dame, échecs, go, etc. Ces jeux sont aussi a in-
formation parfaite, car chaque joueur observe toutes les actions et
s’en souvient. Le théoreme de Zermelo (1913) établit que, dans un tel
jeu, s’il est impossible d’arréter le jeu sur un « match nul », alors un
des deux joueurs doit avoir une stratégie gagnante. Il n’y a pas ainsi
de « hasard de la guerre » dans le jeu d’échecs mais une assurance de
gagner si on trouve la « bonne stratégie ».8 Le ratsonnement qui pet-
met de prouver ce théoréme est une récurrence, partant des situations
de fin de jeu et remontant la séquence des « traits »° de deux joueurs.
Cette manicre de raisonner allait avoir des conséquences importantes
dans la science du pilotage des systemes, la cybernétique, selon le
neologisme de Norbert Wiener.

En 1921, Emile Borel publie plusieurs théoremes sur le « théorie
des jeux ».10 I1 s’intéresse au jeu permettant le « bluff », comme le po-
ker et, surtout, le bridge—contrat ou I'art du bon joueur est d’anticiper
la réaction de I'adversaire, dans une situation ou I'information est im-
parfaite. Borel entrevoit que la théorie des jeux aura des applications
importantes en économie et dans les opérations militaires. Malheu-
reusement Emile Borel n’arrive pas a établir un théoréme d’existence
d’une facon optimale de jouer, qui étendrait le théoréme de Zermelo
a ces jeux a information imparfaite.

7 Maurice Fréchet, « Iimile Borel. Initiator of the Theory of Psychological Games
and its Applications », Econometrica, 21, 1953, pp. 95-96 ct 118-125.

8 Lmst Zermelo, « Uber cine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des
Schachspicls », Proceedings of the Ffth International Congress of Mathematicians, ¢d. par
Frnest W. THobson et Augustus L. . Love, Cambridge, Cambridge University
Press, 1913, vol. 11, pp. 501-504.

®  Dans le langage des jeux, le joueur qui « a le trait » est celut qui doit annoncer son
choix d’action.

10 FEmile Borel, « .a théorie des jeux et les ¢quations a noyau symétrique gauche »,

Comptes rendus de I'’Académie des sciences, vol. CLLXXIII, 1921, pp. 1304-1308.
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C’est John von Neumann, en 1928, qui prouve le premier grand
théoréme, en établissant Pexistence de stratégies optimales, dites de
«point de selle» dans tout jeu a somme nulle (ce que gagne un
joueur, I'autre le perd). Ces stratégies sont aléatoires (distribution de
probabilité sur les actions possible et tirage aléatoire de 'action entre-
prise)."! Von Neumann s’inspira du poker et du concept de « bluff »
qui permet de laisser 'adversaire dans I'incertitude sur I'action que
Pon va entreprendre.'> Pour formaliser sa théorie, von Neumann a
donc da proposer une théorie (axiomatique) des décisions dans
I'incertain.!® Conscient de 'impact potentiel de sa théorie sur le déve-
loppement des sciences économiques, il publia en 1944, avec Oscar
Motgenstern, un ouvrage d’une importance considérable, Theory of
Games and Economic Behavior,'* posant les fondements de la théorie
moderne des jeux et de la théorie de la décision dans I'incertain. Mats,
pour pouvoir s’appliquer pleinement a I’économte et aux sciences po-
litiques, la théorie des jeux devait s’attaquer aux situations de concur-
rence qui ne correspondent pas a des jeux a somme nulle.

John Nash, exploitant un des résultats les plus récents de la topo-
logie, le théoreme de point fixe de Kakutani, prouvera en 1950 que
tout jeu « bimatriciel » admet au moins un équilibre dans la classe des
stratégies mixtes; ce résultat s’étend immédiatement au cas de plus de
deux joueurs.' Dans un équilibre, chaque joueur répond de maniere
optimale au choix stratégique des autres joueurs. On comprend rapi-
dement 'importance du concept quand on réalise qu’il n’est pas pos-

I John von Neumann, « Zur Theoric der Gesellschaftsspicle », Mathematische
Annalen, 100, 1928, pp. 295-320; John von Neumann, « On the theory of game
of strategy », Contributions to the theory of games, ¢d. par Albert W. Tucker et Robert
D. Luce, Princeton, Princeton University Press, 1959, vol. IV, pp. 13-45.

12 On prétend que le personnage de Dr. Strangelove dans le film de Stanley
Kubrick, sur sa chaise roulante et racontant comment il avait con¢u I'automate
ultime permettant d’éviter toutes les guerres nucléaires, est directement inspir¢ de
John von Neumann, lui aussi réduit 2 une mobilité assistée a la fin de sa vie. Ce
film est enticrement bas¢ sur I'analyse de I’équilibre de la terreur nucléaire et des
proprictés lices a 'information dont disposent les joucurs.

13 John von Neumann, « Communication on the Borel’s notes », Econometrica, 21,
1953, pp. 124-125.

4 John von Neumann et Oskar Morgenstern, Theory of Games and Economic Behavior,
Princeton, Princeton University Press, 1944.

15 John F. Nash, « Equilibrium points in n—person games », Proceedings of the National
Acadeny of Sciences, 36, 1950, pp. 48—49.
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sible de recommander a des joueurs de jouer autre chose que des stra-
tégies formant un équilibre. En effet, une telle recommandation se
contredirait immédiatement puisqu’au moins un joueur aurait une in-
citation a modifier sa stratégie pour améliorer son gain. On découvrit
rapidement le lien entre I'équilibre de Nash, quand il y avait un petit
nombre de joueurs, comme dans le cas d’un oligopole, et les équi-
libres concurrentiels dans les marchés ou 1l y a une infinité d’agents
infinitéstmaux. La théorie des jeux pénétra ainsi les sciences écono-
miques et sociales de toute part et fournit un paradlgine central pour
I'analyse de toutes sortes de phenomenes socio—€conomiques, 1in-
cluant Panalyse des marchés noirs (drogue, armes, émigrants illégaux)
ou I'étude des négociations sur le climat. Notons que la solution
d’équilibre dans un oligopole avait déja été obtenue et démontrée par
Augustin Cournot en 1828!16

Exemple : équilibre dans un jeu d’ultimatum

Analysons quelques équilibres intéressants, apparaissant dans des jeux
de partage. Le premier jeu est appelé «jeu de Pultimatum ». Deux
joueurs J1 et J2 doivent se partager c francs. J1 joue le premier et
propose une somme x comprise entre O et ¢ a J2. J2 joue en second et
accepte ou refuse l'offre de J1.

Fiayer 1

Deux jousurs doivent se partager ¢ frs.

/ 4 % J1 fait une offre x entre 0 et c.
L "ée P
M"“"“,‘F"‘Q/ e J2 accepte (résultat {c-x,x) ou refuse
/}’f’ o (résuitat (0,0).
AN 10,0

*  Action optimale de J2: S/ x>0 accepter; si x=0 indifférent entre accepter et refuser
* Action optimale de J1: Proposer x=0

*  Equilibre unique: .11 proposs xse .;2 accepta tout.

16 Antoine Cournot, Recherches sur les principes mathématiques de la théorie des richesses,
Paris, Hachette, 1838 ; rééd. Paris, Calmann—l.évy, 1974.
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Ict, le joueur 1 ramasse tout.!” En effet, dans un équilibre de Nash,
Paction de chaque joueur doit étre la meilleure réponse a 'action de
ladversatre. On remarquera que la solution proposée ici satisfait bien
ces conditions d’équilibre. De plus, on peut vérifier quil n’existe pas
d’autre équilibre possible.

Jeu d’ultimatum alterné

Considérons maintenant le cas ou le jeu est alterné, c’est—a—dire que
le joueur 1 propose une somme au joueur 2 qui accepte ou refuse,
puis, le joueur 2 propose une somme au joueur 1 qui accepte ou re-
fuse. Ici, le joueur 2 qui est le dernier qui fait une offre ramasse tout,
dans la solution d’équilibre. Le raisonnement est séquentiel. On
commence par résoudre le « sous—jeu » qui démarre en stage 2, quand
le joueur 2 fait une offre au joueur 1. Nous avons déja résolu ce jeu et
trouvé que la seule solution d’équilibre était d’offrir 0 et de gagner 1
pour le joueur 1. Il est facile de voir qu’en stage 1, le joueur 2 refusera
toute offre du joueur 1, pour pouvoir passer au stage 2 et gagner 1.

Cette manicre de raisonner, en séquence, a €té appelée « pro-
grammation dynamique » par Richard Bellman,'® elle est déja impli-
cite dans la solution du probleme des partis de Blaise Pascal.

17 Le diagramme ci—dessus, ainsi que les 3 suivants, sont inspirés des notes de cours
du Prof. Asu Ozdaglar, Game theory with Engineering Applications, MI'T" 2010:
http://ocw.mit.edu/courses/ electrical-engineering—and—computer—science/ 6—
254—game—theory—with—engineering—applications—spring—2010/.

18 Mathématicien américain ayant apporté unc contribution importante au
développement de la cybernétique et de Pautomatique théorique. Richard Bell-
man, Dynamic Programming, Princeton, Princeton University Press, 1957,



La théorie des jeux dans la littérature économique, politique et sociale 57

s, Pimyer ¢
Ay
P % \’\‘
(\w . J:,.n Deux joueurs doivent se partager c=1 frs.
/ S P2 x = {x1,x2) avec x1+x2=1 est 'allocation
e b d N dans le stage 1.
\'" ?ti \\.
R TR VAP y = {y1,y2) avec y1+y2=1 est I'aliocation
j/f\‘@\ dans le stage 2.
’
o L

* Ausecond stage on a un jeu d'ultimatum ou J2 fait I'offre. Donc il gagne tout eton a y=
(1.,0).

* Au premier stage J1 propose nimporte quoi et J2 refuse tout.

Jeu alterné avec actualisation

Intéressons nous maintenant a ce jeu d’ultimatum alterné, mais en y
introduisant une actualisation des gains pour les joueurs. Pour le
joueur J1, 1 franc gagné en stage 2 a une valeur actuelle de deltal
francs (deltal <1) en stage 1. Pour le joueur J2, 1 franc gagné en stage
2 a une valeur actuelle de delta2 francs (delta2 <1) en stage 1.

Du fait de la valeur du temps, représentée par Pactualisation, il y a
un montant qu’il est optimal d’offrir en stage 1 par J1 et d’accepter
par J2. On observe ainsi I'effet de I'actualisation des gains qui entraine
qu’il y a une premiere offre pat J1 qut est acceptée par ]2, a I’équilibre.

Deux joueurs doivent se partager c=1 Irs.

W Py
/- . 2 X = (x1,x2) avec x1+x2=1 gst I'allocation
s A »« dans le stage 1.
e Ploger 2 H
y = (y1,y2) avec y1+y2=1 est i'allocation
v N dans le stage 2.
e \, ;
" | J1 actualise au coeff deital
e Pt | @
¥ { J2 actualise au coeff deita2

* En(1)jeu d'ultimatum, J2 offre (0,1} et J1 accepte. Le résultat est (0.delta2).
* En(2) J2 accepte si x2 >= deita? et refuse si x2 < delta2.
* En(3)la stratégie optimale de J1 est x1 = 1- defta2, x2 = delta2

Le résuitat du jeu est (1- delta2 deltaZ) qui est accepts des le premier stage
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Jeu alterné répété indéfiniment

A * ‘&2(1 "51}
M= 102" 2= 1818, 7
. 1-4 . 01(l—02)

N1 2T I-Ehe

® 1 propose x* et accepte y si y1 >= y1*
* J2 propose y‘ et accepte x si x2 >= x2*

La résuitat du ;’eu: est (x?_*,x?*} qui est obtenu
ad BRIt des la premigre offre.

Finalement, considérons le cas ou le jeu alterné, avec actualisation est
joué sur un horizon infini, c’est—a—dire qu’il sera répété un nombre
infini de fois. Fvidemment, ceci est une abstraction, mais elle est bien
utile pour représenter le fait que, souvent, dans la vie économique, il
n’y a pas de date évidente d’arrét des transactions. Rubinstein!? a éta-
bli que la solution d’équilibre unique du jeu de négociation infini,
avec actualisation était celle indiquée sur la figure ci—dessous. lLa
preuve que cette solution correspond au seul équilibre de ce jeu est
relativement difficile et requiert des développements mathématiques
subtils. Elle exploite le fait que le jeu de négociation peut se continuer
éternellement et qu’il n’y a pas de dernier stage ou le premier joueur
qui joue en alternance n’offrira rien au second.

Jeux coopératifs ou de coalitions

Les équilibres de Nash sont des concepts de solution pour des jeux
non coopératifs. Les jeux d’ultimatum, ainsi que le jeu de négociation
de Rubinstein sont des solutions a des problemes de partage qui sont
formulés comme des jeux non coopératifs. Cependant, la Mishna
mystérieuse ne se formule pas comme un jeu non coopératif, mais
plutot comme un jeu coopératif, dit jeu de coalitions.

19 Arel Rubinstein, « Perfect equilibrium in a bargaining model », Econometrica, 50,
1982, pp. 97-109.
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Les économistes et les politologues se sont intéressés a la forma-
tion des coalitions et a la force qu’elles peuvent avoir pour obtenir
des avantages de cette collaboration (dividendes de la coopération).
C’est le domaine de la théorie des jeux coopératifs développés par
Edgeworth deés le XIXe siecle, et surtout formalisés par Morgenstern
et von Neumann dans leur ouvrage de 1944,20 puis Lloyd Shapley,?!
Olga Bondareva et Michael Mashler et al.,2 ainsi que des centaines
d’autres mathématiciens, économistes, philosophes, politologues, etc.

Fonction caractéristique

Les jeux de coalition sont basés sur la définition d’une fonction carac-
téristique qui mesure la force de la coalition. Pour formaliser les jeux
de coalition, on utilise une fonction caractéristique qui définit la « for-
tune » que cette coalition peut se garantir. La figure ci—dessus résume
les propriétés que cette fonction caractéristique doit avoir pour dé-
crire un jeu de coalition.

N est la grande coalition. Pour tout sous-ensemble S C N, appelé coalition S,
e v(S)ER

e v{l) =0;

e VS, T C N,telque S C T, u(8) < v(T): Monotonie:

e YS,TC Nitelque SNT =08, »(SuT) > v(S)+ v(T): Superadditivité.

alpha-garantie: v(S) est le max(S)min(N\S) de la somme des gains des joueurs
de la coalition S ;

beta-garantie: v(S) est le min(N\S)max(S) de la somme des gains des joueurs
de la coalition S . '

20 Ariel Rubinstein, ap. et.

21 Lloyd S. Shapley, « A value for n—person games », Contributions to the Theory of
Games 11, éd. par Harold Kuhm et Albert W. Tucker, Princeton, Princeton Uni-
versity Press, 1953, pp. 307-317.

22 Michael Mashler, Bezalel Peleg et Lloyd S. Shapley, « The kernel and bargaining
set for convex games », International Journal of Game Theory 1, 1972, pp. 73—
93; Michael Mashler, Bezalel Peleg et Lloyd S. Shapley, « Geometric properties of
the kernel, nucleolus, and related solution concepts », Mathematics of Opera-
tions Rescarch, 4, 1979, pp. 303-338.
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FEnsemble stable

LLes premiers concepts d’optimalité, proposes par Morgenstern et von
Neumann se basatent sur le concept de stabilité¢ des ensembles
d’imputation. Une imputation est un paiement effectué a chacun des
joueurs. Cependant en formant des coalitions les joueurs peuvent
« bloquer » une imputation en montrant que cette coalition leur per-
met d’avotr plus. La figure ci—apres donne la définition précise de ce
que 'on appelle un ensemble stable d’imputations.

L’imputation x domine y si pour une coalition S # @ona
VieS§ x> pet 2: z; < u(S).
€S

Les joueurs de la coalition § peuvent menacer de quitter la grande coalition si y est
I'imputation qu’elle propose.

Un ensemble stable est un ensemble X d'imputations tel que

* Aucune imputation de X n'est dominée par une autre imputation de X;
* Toutes les imputations hors de X sont dominées par au moins une imputation
dans X.

Coeur du jeu

D’autres solutions ont été proposées, chacune correspondant a des
notions d’équité différentes. Le cceur du jeu est 'ensemble des impu-
tations qui sont efficaces et qu’aucune coalition ne peut bloquer.

C(v) = {x ERN: D zy=v(N)aaVSc N 3 == v(s)}

iEN €S

Nucleolus

Dans la figure suivante, nous trouvons une copie de la définition du
concept de solution coopérative, appelé nucleolus, telle qu’on peut la
trouver sur Wikipedia qui est une excellente source d’information sur
les concepts mathématiques.
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hitp:#en.wikipedia.orgfwikifCooperative_game#The_nuclecius WIKIPEDIA

The nucleolus feci]
Lety . 9N _, mbeagame.andlel ; = 'Y be a payoll vector. The excess of x: for a coaliion S . V is the
quantity ?-"{S} . / Z4; that is, the gain that players in coafition ' can oblain i they withdraw from the grand
coalition N7 under ;:;;ﬂ  and Instead take the payoff y( S }

Now let @{.‘L‘) [ RQN be the vector of excesses of 1, arranged in non-increasing order. in other wards,

Bi{x) > HJ{:r},V i < j. Notice that - Is In the core of ¢ i and only it )t is a pre-imputation and (3;} < (). To
dgoting the nuclecius, we consider the lexicographic ordering of vectors in w2 For two payoll vectars &, Y, we say
ﬂ(x) is lexicographically smaller than f}{g} if for some index [, we have Ha(fﬁ) = {}‘-{y} M kana

. ( x) < Ay ( q‘) {The ordering is calied lexicographic because it mimics aiphabetical ordering used 10 arrange

words in & dictionary.} The nucieoius of 1 I8 the lexicographicaily minimal impulation, based on this crdering. This
solution concept was st introduced in [Schmeddiar 1968),

Aithough the definition of the nucleolus seems abstract, (Maschler, Peleg & Shapley 1979) gave & more intuitive
dascription: Starting with the least-core, record the coaitions for which the right-hand side of the ineguality in the
definition of ("_, ( v} cannat be turther reduced without making the set empty. Continue decreasing the right-hand side
for the ramaining coalitions, until it cannot be reduced without making the set empty. Record the new set of coalltions for
which the inequalities hold at equaity; continue decreasing the right-hand side of remaining coalitions and repaat this
procese as many limes as necessary until all coalitions have been recorded. The resulting payolf vector ks the nucleoius.

Le nucleolus est un concept de solution, pour un jeu de coalition qui
a la propriété d’étre un élément du cceur du jeu quand 1l existe. La dé-
finition, donnée ci—dessus, a partir de Wikipedia, est assez difficile a
comprendre pour un non mathématicien. Cette solution correspond a
une définition axiomatique d’un partage équitable.

Revenons maintenant au probleme posé par la Mishna mysté-
rieuse. On peut transformer le probleme de partage en un jeu de coa-
litton. Robert Aumann et Michael Mashler proposent de retenir
comme fonction caractéristique la valeur de ce que chaque coalition
peut récupérer de I'héritage, en acceptant les réclamations des autres
joueurs. Ils établissent alors le résultat sutvant : Dans fout probleme de
partage d'un avoir, l'allocation unigue qui est compalible avec la régle dite « du
partage de la partie contestée », est aussi le nucleolus du jeu de coalition assocte,
comme indiqué ci—dessus.

En guise de conclusion

La théorie mathématique des jeux est un domaine relativement ardu
des mathématiques appliquées. Une énorme littérature y est dévolue.
Un chercheur en science économique ou en finance ne peut actuel-
lement ignorer ce corpus de connaissances abstraites.

Nous avons vu les prémisses de cette théorie apparaitre dans la lit-
térature sacrée judaique. Mais en littérature moderne aussi la théorie
des jeux a eu son influence, se retrouvant par exemple au cceur des
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activités de «I'Ouvroir de littérature potentielle », sous I'égide de
Claude Berge et Georges Perec.?? Le jeu a consisté alors a écrire un
roman de 290 pages sans utiliser la lettre « e », le héros étant « Anton
Voyll ». La littérature devient contrainte et definit les regles du jeu.
Toujours a ’'Oul.iPo Claude Berge?* propose un roman policier ou
'assassin peut étre identifi¢ par Papplication d’un théoreme de la
théorie mathématique des graphes, fondant ainst OuliPoPo (ouvroir
de littérature policiere potentielle).

Mais c’est évidemment dans la littérature économique, politique et
sociale que la théorie des jeux s’est surtout répandue, comme un outil
de dialogue rationnel sur la concurrence, les conflits et la négoctation
entre groupes soctaux. Il est intéressant, a ce propos d’observer les ré-
férences a la théorie des jeux dans I'actuel débat politico—économique
concernant I'établissement d’'une politique d’atténuation du change-
ment climatique d’origine anthropique.

2 Georges Pérec, La disparition, Paris, Denoél, 1969.
24 Mathématicien frangais qui a contribu¢ au développement de la théorie des jeux
et de la théorie des graphes.
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Abstract

Im 17. Jahrhundert initiierten Blaise Pascal und der franzosische
Gliicksspieler Chevalier de Méré in ihrem Briefwechsel unverhofft
eine wissenschaftliche Auseinandersetzung mit der Theorie des
Spiels, welche bis heute andauert. Thre Diskussion drehte sich unter
anderem um die korrekte Verteilung etnes Spieleinsatzes unter den
Spielern, falls die Partie beispielsweise durch das plotzliche Eintreffen
des Konigs unterbrochen werden sollte. Auf dieser Basis entwickelte
sich die moderne Spieltheorie als wissenschaftliche Reflexion tiber
Entscheidungen, die unter unsicheren Umstanden gefillt werden.
Emile Borel, ein bekannter Mathematiker und passionierter Bridge-
Spieler, entwarf zu Beginn des 20. Jahrhunderts eine mathematische
Spieltheorie, welche John von Neumann, Oscar Morgenstern, John
Nash und viele andere aufgriffen und weiterdachten. Der vorliegende
Beitrag bietet anhand exemplarischer spieltheoretischer Problemstel-
lungen einen kurzen diachronischen Forschungsiiberblick und sucht
so, die aktuelle wissenschaftliche Verwendung des Spielbegriffs zu
erhellen.
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