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Der Vertrauensbereich von Ausbreitungsstatistiken

Walter E. DEBRUNNER, Bern

Zusammenfassaung. Die grosse zeitli-
che Variabilitdat von Ausbreitungsstatisti-
ken bedingt die Angabe des Vertrauens-
bereiches, um die Messresultate sinnge-
recht fur Planungszwecke verwenden zu
konnen. Der einer Aussagesicherheit W
entsprechende Vertrauensbereich der
«wahreny Statistik wird definiert. Sich
daraus ergebende Rechenmethoden
sind beschrieben. Die Brauchbarkeit
muss anhand einer mehrjahrigen Mess-
reihe aufgezeigt werden.

1 Einleitung

Intervalle de confiance des statisti-
ques de propagation

Résumeé. Les statistiques de propagation
variant fortement dans le temps, il est
nécessaire de préciser l’intervalle de
confiance, si I'on veut utiliser correcte-
ment les résultats de mesure a des fins
de planification. L’auteur définit I'inter-
valle de confiance de la statistique «veri-
table», qui correspond a une fiabilité W,
et décrit les méthodes de calcul qui en
résultent. Une série de mesures portant
sur plusieurs années devra encore dé-
montrer I'applicabilité de la méthode.

La fascia di confidenza delle stati-
stiche di propagazione

Riassunto. La grande variabilita nel
tempo delle statistiche di propagazione
richiede l'indicazione della fascia di con-
fidenza perche i risultati di misurazione
possano servire alla pianificazione.
Viene definita la fascia di confidenza, re-
lativa ad una sicurezza di asserzione W,
della «veray statistica. Sono descritti |
metodi di calcolo che ne risultano. L'uti-
lizzabilita deve essere dimostrata in
base ad una serie pluriennale di misura-
zioni.

reszeit sind unterschiedliche Uberschreitungszeiten t zu

Die heutige Technik und die Naturwissenschaft basieren
zu einem guten Teil auf Spekulationen, namlich auf Sta-
tistiken. Dabei geht es wohl in einigen Fallen um die Be-
handlung von Phanomenen, die den Wahrscheinlich-
keitsgesetzen unterliegen. Vielfach sind jedoch Erschei-
nungen zu beschreiben, deren Abhangigkeit von ande-
ren Grossen nur ungenau bekannt ist. Durch Statistiken
lassen sich Beobachtungsergebnisse ubersichtlich dar-
stellen. Die Genauigkeit solch beschreibender Statisti-
ken ist im allgemeinen gut und kann leicht angegeben
werden. Schwieriger ist es jedoch abzuschéatzen, in wel-
chem Masse die Messresultate und die daraus gezoge-
nen Folgerungen fir die Planung und die weiteren Un-
tersuchungen giiltig sind. Damit stellt sich die Frage, mit
welcher Sicherheit aufgrund eines informativen Experi-
mentes auf die in einem kinftigen Experiment (oder in
der Betriebsphase) zu erwartenden Ergebnisse ge-
schlossen werden darf.

Wir interessieren uns fur das Erscheinungsbild, das
durch Mittelwerte, Varianzen, Korrelationskoeffizienten
und ahnliches bestimmt ist. Mit Hilfe eines informativen
Experimentes sollen diese statistischen Parameter er-
mittelt werden. Jedes Experiment stellt aber nur eine
Stichprobe dar, und die dabei beobachteten statisti-
schen Parameter weichen in zufalliger Weise mehr oder
weniger von den «wahren» Werten ab. Wie die Stich-
probentheorie zeigt, konnen die Ergebnisse eines Expe-
rimentes um so zuverlassiger sein, je mehr voneinander
statistisch unabhangige Versuche durchgefihrt worden
sind. Aus Kosten- und Zeitgriinden ist aber der Umfang
informativer Experimente beschrankt. Eine Abschatzung
des Vertrauensbereichs der Ergebnisse ist daher not-
wendig.

2 Gemessene Ausbreitungsstatistiken

Die Diskussion des Vertrauensbereichs von Ausbrei-
tungsstatistiken muss die Gegebenheiten der Praxis be-
ricksichtigen. Es interessiert beispielsweise, wahrend
welcher Zeit t (in min) gesamthaft eine bestimmte
Dampfung A je Monat uberschritten wird. Je nach Jah-
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erwarten. Deshalb ist fur die Planung die Wahrschein-
lichkeit anzugeben, mit welcher in einem Kalendermo-
nat die Dampfung A wahrend mehr als einer bestimm-
ten Zeit t Uberschritten ist.

Figur 1 zeigt eine statistische Auswertung der auf der
Strecke Mont Pélerin— Chasseral (73 km) bei 11 GHz be-
obachteten monatlichen Uberschreitungszeiten der
Dampfung A=25dB (Minutenmittelwerte). Jede Kurve
stellt die wahrend je eines Jahres gemessenen Sum-
menhaufigkeiten P{t} der zwolf Uberschreitungszeiten T
dar. Diese Kurven unterscheiden sich voneinander stark,
denn die Variationen der meteorologischen Bedingun-
gen von Jahr zu Jahr sind gross. Man erkennt auch,
dass die wahrend zweier «gunstiger» und zweier «un-
gunstiger» Jahre durchgefuhrten Messungen zu unter-
schiedlichen Schlussfolgerungen fiihren konnen.

Ausbreitungserscheinungen sind durch das Zusammen-
wirken mehrerer meteorologischer Faktoren bestimmt.
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Aus diesem Grunde fallt es schwer, aufgrund meteoro-
logischer Daten anzugeben, ob das Experiment wahrend
einer «unglnstigen», einer «mittelmassigen» oder einer
«gunstigen» Periode durchgefihrt worden ist. Eine Ab-
schatzung der Zuverldssigkeit gemessener Statistiken
ist daher wiinschbar.

3 Abschatzung der «wahren» Wahrscheinlich-
keit

31 Problemstellung

Die «wahre» Wahrscheinlichkeitsverteilung kann defini-
tionsgemass aufgrund einer unendlich grossen Stich-
probe angegeben werden. Anhand von Stichproben be-
schrankten Umfangs lasst sich nur das Vertrauensinter-
vall abschatzen, innerhalb dessen die «wahre» Vertei-
lung voraussichtlich liegt. Vorerst wird fur eine vorgege-
bene Aussagesicherheit W der Begriff des Vertrauens-
bereichs definiert. Die Berechnung benutzt die Likeli-
hood-Funktion und wird begriindet. Abgeschéatzt werden
konnen einzelne Wahrscheinlichkeiten und Parameter
von Verteilungen.

Das Vertrauensintervall P<P<P ist von der verlangten
Aussagesicherheit W abhangig und derart definiert,
dass fur die gesuchte «wahre» Wahrscheinlichkeit Py mit
den Sicherheiten (1-W)/2 die beiden Aussagen P;<P
und Py>P richtig sind. Die «wahre» Wahrscheinlichkeit
Py liegt dann mit der Sicherheit W innerhalb des Inter-
valles P<P,<P. Der Begriff der Aussagesicherheit wird
anhand eines Beispiels genauer erklart. Zur Vereinfa-
chung beschranken wir uns vorerst auf die Bestimmung
der Aussagesicherheit S=(1+W)/2, mit der die Aus-
sage Py <P{S} richtig sein soll.

In einer Urne befinden sich M Kugeln; davon sind N rot.
Die «wahre» Wahrscheinlichkeit Po=N/M, eine rote Ku-
gel zu ziehen, ist dem Experimentator nicht bekannt. Bei
einer Stichprobe von m Ziigen (und jeweiligem Zurlck-
legen) erhélt er n rote Kugeln und soll nun den Wert P so
bestimmen, damit die Aussage P, <P mit der vorgege-
benen Sicherheit S richtig ist.

Der Experimentator wird einen Algorithmus konstruieren
miissen, um aus der Beobachtung (n von m) den ge-
suchten Wert P zu berechnen. Bei Wiederholungen des
Versuchs und unterschiedlichen Ergebnissen (n; von m;)
liefert der Algorithmus auch unterschiedliche Werte P,
P,, ..., P, ....Die damit formulierten Aussagen Py<P,
werden zum Teil falsch sein; sie sollen jedoch mit der
vorgegebenen relativen Haufigkeit S zutreffen. Dann ist
die Aussagesicherheit auch gleich S. Dieselbe Forde-
rung muss an die Abschatzung der Vertrauensintervalle
der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen ge-
stellt werden.

32 Likelihood-Funktion

Es sei mit x=x;, x5, ..., x, das Ergebnis einer Stich-
probe (z. B. Messung von Uberschreitungszeiten) be-
zeichnet. Die Verteilungsfunktion sei bekannt und weise
die Parameter a=ay, a,, .. ., a; auf. Die Likelihood-Funk-
tion L{a,x} gibt nun die Wahrscheinlichkeitsdichte des
Auftretens der Stichprobe x im Ereignisraum X an. Mit
der Maximume-Likelihood-Methode werden die Parame-
ter so geschatzt, dass das Auftreten der beobachteten
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Stichprobe x von hochster Wahrscheinlichkeit ist. Damit
ist einer jeden Stichprobe x eindeutig eine Schatzung a
zugeordnet. Im Ereignisraum X bilden die Stichproben
T, fur a=konstant sich nicht schneidende Flachen.

Dadurch kann auch die Integration der Likelihood-Funk-
tion L{a,x} im Parameterraum A definiert werden. Im Er-
eignisraum X bestimmen a’=konstant und a”’ =konstant
die Begrenzungsflachen eines Teilraums. Das Integral
von den Parameterwerten a’ bis a"’ ist nun gleich dem
Integral im erwahnten Teilraum von X.

33 Abschéatzungsverfahren

Anhand einer Stichprobe x = x;, X5, ..., X sind die
«wahren» Parameter einer Verteilungsfunktion zu be-
stimmen. Zur Vereinfachung der Erklarung wird ange-
nommen, dass nur ein Parameterwert abzuschatzen ist.
Nach der Maximum-Likelihood-Methode wird der Stich-
probe x der Parameter & zugeordnet. Mit ap sei der
«wahre» Parameterwert bezeichnet. Es ist nun ein Wert
a so zu bestimmen, damit die Aussage a,<a mit der
Sicherheit S zutrifft.

Es wird die Behauptung aufgestellt, S entsprache dem
Integral der Likelihood-Funktion L{a,x} von a=3a bis
a=apmax im Parameterraum (s. 32):

X =amax
S= |

x=4a

L{a,x} dx (1)

Diese Relation laute explizit in & geschrieben, wobei x
durch a dargestellt wird

a="f{S,x}=F{S,a) (2)

Ohne wirkungsvolle Einschrénkung darf angenommen
werden, dass fir S=konstant

6a/653>0 (3)

Zum Beweise definieren wir vorerst unter Benutzung
von (2) den Wert o

o=F{S,a) (4

Eine Stichprobe x, der nach der Maximum-Likelihood-
Methode ein Parameter @ > a zugeordnet wird, tritt also
mit der Wahrscheinlichkeit

S— [ Liagx) dx (5)

X=a

auf. Fur gleichbleibendes S ist bei den moglichen Stich-
proben zwischen den beiden folgenden Fallen zu unter-
scheiden:

1) wenn d<a, dann ist 4<ag
2) wenn a=>q, dann ist a=>a,

Die Aussage apg<a ist im Falle 2) richtig. Gemass der Ab-
schatzung (5) soll dieser Fall mit der Haufigkeit S auftre-
ten. Damit kann (1) zur Ermittlung der Aussagesicherheit
verwendet werden.
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34 Abschitzung einer Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit

Bei Messungen Gber m Monaten hat wahrend n Mona-
ten die monatliche Uberschreitungszeit einer bestimm-
ten Dadmpfung mehr als T betragen. Abzuschéatzen ist
die «wahre» monatliche Uberschreitungshaufigkeit P
dieser Zeit T. Das Ergebnis der Stichprobe ist n positive
Ergebnisse bei m Versuchen (s. Urnenmodell, 31). Die
Wahrscheinlichkeit P einer Uberschreitung je Monat
stellt den Parameter der Verteilung dar. Damit ergibt
sich fur die Likelihood-Funktion L die Formel

Lp.oj=(T)- o1 —pjmn (6)

L ist nur fur ganzzahlige n definiert und weist dort das
Verhalten der 5-Funktion auf. Bei numerischen Berech-
nungen der Sicherheit S sind zweckmassigerweise fur
(1) deshalb folgende Formeln zu benitzen:

fir n=0: S=1—(1—P)"

furO<n<m: S:[i):m (T).(P)'.(]_p)mﬂ]

—o,s(r,',‘)(P)"‘.u_P)"‘*” (7)

fir n=m: S=(P)"

Das Differential von S nach P stellt die aufgrund der
Stichprobe zu erwartende Wahrscheinlichkeitsdichte
von P dar. Damit lasst sich der Erwartungswert E{P} der
Wahrscheinlichkeit P bestimmen, namlich

N S n+0,5
£ [ P o aP=T

(8)
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Eine solche Schatzung von P erscheint plausibler als die
sich bei Anwendung der Maximum-Likelihood-Methode
ergebende Annahme P=n/m.

35 Schatzung der Parameter einer Verteilung

Die Abschatzung der Parameter einer Verteilung sei am
Beispiel der Exponentialverteilung gezeigt. Deren Sum-
menhéaufigkeit P{x} ist gegeben durch

P{x}=b-exp{—x/c}; (fir x=0) (9)

Der Parameter b gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass
ein Wert x>0 auftritt. Eine grosse Vereinfachung ergibt
sich, wenn b und c einzeln abgeschatzt werden. Die Be-
stimmung des Vertrauensintervalls von b ist dann in Ab-
schnitt 34 beschrieben. Von der Stichprobe x = x;, X,

.., Xm seien n Werte positiv, namlich y;, y5, ..., Yo
Diese sind zur Abschatzung des Parameters ¢ zu benut-
zen. Die Likelihood-Funktion L{c,y} der Summenhaufig-
keit P {y}=exp{—y/c} ist dann

Lieyl=c"expl~ [ £y] /e (10)

und nach der Maximum-Likelihood-Methode erhalt man
als Schatzung von ¢

T v, (1)
|

c=

I ™

|
n

Wenn cy der «wahre» Wert des Parameters c, so ist die
Sicherheit S; der Aussage cy<¢

i=n-| &7 R
s-| 5% Jowi-28

und der analog zu (8) berechnete «Erwartungsfunktions»
von Py} ist

"
[ Y
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0 40 80
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Fig. 3
Vertrauensbereiche fir P{t} nach dem ersten Jahr bei Annahme einer
Exponentialverteilung

% fur Aussagesicherheit W = 50 %

_\\\§ fir Aussagesicherheit W = 90 %
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Von einer Schatzung mit der Zuverlassigkeit S soll er-
wartet werden, dass die beiden Aussagen (by<b) und
(co <€) mit der Sicherheit S richtig sind. Mathematisch
exaktere Losungen sind unter Verwendung der Dichten
(6Sp/eb) und (8S./éc) moglich.

4 Vertrauensintervalle der beobachteten
Statistiken

Die Anwendung der Schatzungsverfahren muss zeigen,
inwiefern die Voraussetzungen der statistischen Be-
trachtungsweise in der Praxis zulassig sind. Die Art der
in Figur 1 dargestellten Summenhaufigkeiten P{t} ist re-
prasentativ fur viele Richtstrahlstrecken.

Vorerst seien nur die Ergebnisse des ersten Jahres dis-
kutiert. Sind keine Annahmen iber den Typ der Vertei-
lung moglich, so ist die in 34 beschriebene Methode an-
zuwenden. Die auf diese Weise berechneten Ver-
trauensintervalle sind in Figur 2 aufgezeichnet. Nun be-
stehen jedoch gute Griinde, eine Exponentialverteilung
vorauszusetzen. Figur 3 zeigt deshalb die nach dem Ver-
fahren von Abschnitt 35 bestimmten Vertrauensinter-
valle. Beide Schatzungen stimmen ziemlich gut mitein-
ander Uberein. Dasselbe kann bei den Auswertungen an-
derer Messperioden festgestellt werden.

Vergleicht man nun die nach der zweiten Methode (Ab-
schnitt 35) ermittelten Vertrauensintervalle der Stichpro-
ben des ersten und des zweiten Jahres (Fig. 3 und 4), so
sind wesentliche Unterschiede zu erkennen. Nur die
Vertrauensintervalle mit den Aussagesicherheiten
W>90 % Uberdecken sich teilweise. Dies ist nicht auf
mathematische Fehler der Schatzungsmethode, son-
dern auf die grosse Variabilitat der jahrlichen Statistiken
zurlckzufuhren. Der Vergleich eines «unglinstigen» mit
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einem «gunstigeny» Jahr zeigt deutlich, dass nur auf
mehrjahrige Messungen abgestellt werden sollte. Auch
durchdachtere Abschatzungsverfahren konnen die be-
schrankte Information kurzzeitiger informativer Experi-
mente nicht kompensieren.

Die nach zwei- und nach vierjahrigen Messungen sich
ergebenden Vertrauensintervalle sind in den Figuren 5
und 6 dargestellt. Erwartungsgemass ist die Breite der
Vertrauensintervalle bezliglich t etwa umgekehrt pro-
portional zur Wurzel aus der Dauer des Experimentes.
Diese Figuren zeigen, dass auch nach Messungen von
vier Jahren die Unsicherheiten noch verhaltnismassig
gross sind. Es ist ihnen in der Planung daher Rechnung
zu tragen.
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5 Planungsrisiko

Infolge unsicherer Annahmen ergeben sich Planungsri-
siken. Es wird hier die mogliche Fehleinschatzung der
Summenhaufigkeit P{A} der zuséatzlichen Ausbreitungs-
dampfung A diskutiert. Fir genauere Angaben der Va-
riabilitat Gber die Jahre sind Messungen von langer
Dauer notwendig.

In Abschnitt 4 ist das Vertrauensintervall der Uber-
schreitungszeit t je Monat der Dampfung A =25 dB be-
handelt worden. Zur Abschatzung der Summenhaufig-
keit P{A} sind die angegebenen Rechenregeln fir alle
Dampfungsstufen A anzuwenden. Bei Annahme einer
Exponentialverteilung geméss (9) erhalt man fir das
Jahresmittel den Wert (c-b). In dhnlicher Weise lassen
sich die Summenhaufigkeiten des «ungunstigsten Mo-
nats» abschéatzen (vgl. [3]).
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Vertrauensbereich der jahrlichen Dampfungsstatistik P {A} aufgrund
der Messungen des zweiten Jahres
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Vertrauensbereiche der jahrlichen Dampfungsstatistik P {A} aufgrund
der Messungen der beiden ersten Jahre

;88 Aussagesicherheit W = 50 %

Q\\\\ Aussagesicherheit W = 90 %

Die Figuren 7 und 8 zeigen die aufgrund der Messungen
des ersten und nur des zweiten Jahres ermittelten Sum-
menhéaufigkeiten P{A} der Jahresmittel. Auf den Figu-
ren 9 und 10 sind die sich nach zwei und nach vier Jah-
ren ergebenden Vertrauensbereiche dargestellt. Bezlig-
lich der Dampfung A sind Unsicherheiten von 10 dB an-
zunehmen. Die Genauigkeit der Messung (— beschrei-
bende Statistik) ist aber um eine Grossenordnung bes-
ser. Zuverlassige Aussagen tuber Dampfungen von 30 dB
sind im schweizerischen Klima in der Regel erst nach
drei Jahren moglich.

Je grosser die Aussagesicherheit W sein soll, desto
grosser ist der entsprechende Vertrauensbereich, und
um so unglinstigere Summenhaufigkeiten P{A} sind zu
bertcksichtigen. Der Kosten wegen darf eine Planung
aber nicht auf der denkbar ungtinstigsten Dampfungs-
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Fig. 10
Vertrauensbereiche der jahrlichen Dampfungsstatistik P {A} aufgrund
von vierjahrigen Messungen
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statistik P{A} beruhen. Eine wichtige Aufgabe des Pla-
ners besteht nun darin, abzuschéatzen, in welchem
Masse das Planungsrisiko durch Verwendung starkerer
Sender, grosserer Antennen und ahnlichem verringert
werden soll. Da dabei nicht bloss die Kosten, sondern
auch nicht zahlenmassig beschreibbare Grossen eine
Rolle spielen, lasst sich zur Losung nicht eine mathema-
tische Formel angeben. Die numerische Bestimmung
des Vertrauensbereiches stellt hingegen eine Hilfe dar.

6 Schlussbemerkungen

Zur Abschétzung der Zuverlassigkeit von Ausbreitungs-
statistiken wurden mogliche Formeln angegeben. Deren
praktische Anwendung hat gezeigt, wie gross die Ver-
trauensbereiche gemessener Statistiken sein konnen.
Die Beispiele zeigen auch, welche Aussagesicherheiten
W vernunftigerweise einzusetzen sind.

Die gewahlte Betrachtungsweise erscheint mindestens
plausibel. So wie in bestimmten Klimagebieten in scho-
ner Regelmassigkeit Jahr um Jahr dieselben meteorolo-
gischen Bedingungen auftreten, ist es auch vorstellbar,
dass die Ausbreitungsverhaltnisse in grosseren Perioden

stark andern. Mangels ausreichender Unterlagen kann
im letzten Fall jede statistische Abschatzung zu groben
Fehlern fuhren. Hier liegt auch das Problem des statisti-
schen Schliessens.

Die Variabilitat der Ausbreitungsbedingungen von Jahr
zu Jahr bedingt die Angabe des Vertrauensbereiches
beobachteter Statistiken. Die angegebene Rechenme-
thode liefert quantitative Ergebnisse und ist deshalb bei
der Planung brauchbar. Sie hilft aber auch zu entschei-
den, welche der Verteilungsarten plausibel sein konnen
und welche eher zu verwerfen sind.
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