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Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in anisotropen Medien'

Erwin SCHANDA, Bern

Zusammenfassung. Fir anisotrope Me-
dien muss die Verknipfung zwischen D
und E bzw. B und H durch einen Tensor
zweiter Stufe beschrieben werden. Dieser
Tensor tritt in der Wellengleichung an die
Stelle der skalaren Dielektrizitdtskonstanten
oder Permeabilitét isotroper Medien. loni-
siertes Gas (Plasma) in einem Magnetfeld
verhélt sich anisotrop gegentiber elektro-
magnetischen Wellen, weil die Permittivi-
tdt zu einem Tensor wird. Bei Ferriten in
einem statischen Magnetfeld nimmt die
Permeabilitdt einen tensoriellen Charakter
an. Aus der Wechselwirkung zwischen
Materie und Wellen resultiert ein disper-
siver Charakter dieser Medien, der in Reso-
nanzen, Nullstellen und imagindren Werten
des Brechungsindex zum Ausdruck kommt.
Die Ubertragungseigenschaften dieser Me-
dien werden ausfiihrlich diskutiert und im
besonderen einige technische Anwendun-
gen der Ferrite fir nichtreziproke Netz-
werke besprochen.

Propagation d’ondes électromagnéti-
ques dans des milieux anisotropes

Résumé. /I s’agit ici de décrire, pour des
milieux anisotropes, la liaison entre D et
E ainsi qu’entre B et H par un tenseur de
second degré. Dans I’équation des ondes,
ce tenseur apparait a la place des constantes
diélectriques scalaires ou perméabilité de
milieux anisotropes. Le gaz ionisé (plasma)
se comporte, dans un champ magnétique,
de maniére anisotrope par rapport aux
ondes électromagnétiques, du fait que la
permittivité devient un tenseur. Pour les
ferrites placées dans un champ magnétique
statique, la perméabilité prend un caractére
tensoriel. De I'effet alternatif entre la ma-
tiére et les ondes résulte un caractére dis-
persif de ces milieux, qui s'exprime en
résonances, positions zéro et valeurs ima-
ginaires del’'indice de réfraction. Les caracté-
ristiques de transmission de ces milieux
sont discutées a fond, en particulier quel-
ques applications techniques des ferrites
pour des réseaux non réciproques.

538.566

Propagazione delle onde elettroma-
gnetiche nei mezzi anisotropi

Riassunto. Per i mezzi anisotropi il colle-
gamento tra D e E rispettivamente tra B
e H va descritto tramite un tensore di
secondo grado. Nell’equazione del moto
ondulatorio questo tensore subentra alle
costanti dielettriche scalari o alla permea-
bilita di mezzi isotropi. Gas ionizzato
(plasma) in un campo magnetico si com-
porta in maniera anisotropa rispetto alle
onde elettromagnetiche, perché la per-
mittivita diventa un tensore. Presso i
ferriti in un campo magnetico statico la
permeabilita assume un carattere tensoriale.
Dall’azione reciproca tra la materia e le onde
risulta un carattere dispersivo di questi
mezzi, che si esprime in risonanze, in
posizioni nulle e in valori immaginari dell’in-
dice di rifrazione. Le caratteristiche di
trasmissione di questi mezzi vengono
ampiamente discussi e si descrivono
alcune applicazioni tecniche dei ferriti per
reti non reciproche.

1. Anisotrope Medien

Ein Medium nennt man elektrisch anisotrop, wenn fir ver-
schiedene Richtungen einer bestimmten elektrischen Feld-
stérke die elektrische Erregung in ihm verschiedene Werte
annimmt und im allgemeinen die Vektoren D und E nicht
mehr dieselbe Richtung haben. Wenn wir uns hier auf lineares
Verhalten des Mediums beschranken, dann kénnen wir die
drei raumlichen Komponenten der elektrischen Erregung D
als Linearkombination der drei Komponenten von E darstel-
len [1]

D, = ey Ex + 12 Ey + &3 E;
D, = e Ex + &2 Ey + 23 E; M
D, = e31 Ex + &5 Ey + e E,

Da die neun Werte ¢; eine raumliche Verkniipfung der
beiden Vektoren D und E darstellen, die von der Wahl des
Koordinatensystems unabhéangig ist, nennt man dieses
System von neun Zahlen einen Tensor [2]. Das Medium wird
also nicht durch eine skalare, sondern durch eine tensorielle
Permittivitat ¢, charakterisiert.

€11 €12 €13

gy = <821 €22 523> 2)
€31 €32 €33

Dieses Schema von neun (eventuell komplexen) Zahlen kann

fur eine andere Schreibweise von (1) verwendet werden

' Nach einem Vortrag, gehalten anlésslich des Kolloquiums iiber
die Theorie der elektromagnetischen Wellen, veranstaltet 1966/67
von den Instituten fir angewandte Physik und Mathematik der
Universitat Bern
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Dy €11 €12 €13 E,
D = ¢E= (Dy = | €21 €22 €23 <Ey
Dz, Ez/

€31 €32 €33

In gleicher Weise wird ein Medium als magnetisch aniso-
trop bezeichnet, wenn die magnetische Induktion fiir ver-
schiedene Richtungen einer bestimmten Magnetfeldstarke
verschiedene Werte annimmt und in einer allgemeinen raum-
lichen Anordnung die Richtungen von B und H nicht ber-
einstimmen. Die Verknlipfung zwischen Induktion und Feld-
stérke

B=uH 3)

wird durch die tensorielle Permeabilitat

H21 U2 MU23 4)

/M1 M1z Mz
Mr = (
M31 U3z U3z

vermittelt.
In anisotropen Medien gibt es immer ausgezeichnete Rich-
tungen, die Hauptachsen, fir die der Tensor besonders ein-
fach wird. Insbesondere sind bei einer speziellen Gruppe ani-
sotroper Medien fir diese Richtungen D und E parallel zuein-
ander, jedoch ist ihr Verhéltnis verschieden.

Als besonders einfaches Beispiel gelte in der x-y-Ebene
fiir die Hauptachsen

D, = e E
D, = &, E,

Der Tensor ist also gegeben durch

er = (6“ 0) ®)

0 €5,
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Wir drehen nun die Feldrichtungen um einen Winkel ¢ rela-
tiv zu den Hauptachsen des Mediums, so dass die urspriing-
lichen Feldrichtungen aus den neuen E_X und Ey darzustellen
sind wie folgt

E,= E,cos ¢ — E, sin ¢
E,=E,sinp + E,cos ¢

Berechnen wir nun D, wofiir dieselbe Koordinatendrehung

anzuwenden ist, als Funktion von E, so erhalt man
D, = (&1 €OS® ¢ + &2z sin® @) Ex — (e1y — €22) sin @ cos ¢ E,
D, = — (&11 — €35) sin ¢ cos @ E, + (&11 Sin® ¢ + €52 cos® ) E,
(6)

Die Glieder in der Nebendiagonale von (6) werden nur fir
die Hauptachsen (p = 0, ¢ = 90°) und den Fall ¢;, = &,,
(Isotropie) null. Der neue Tensor ist symmetrisch um die
Hauptdiagonale. Symmetrische Tensoren, wie man sie in der
Kristalloptik [3] kennt, lassen sich immer auf die Form (5)
zurtickfiihren [2], bei der alle Elemente ausser denen der
Hauptdiagonale verschwinden. Diese Operation nennt man
Diagonalisieren des Tensors. Selbstverstandlich gilt dies
alles auch fir drei Dimensionen.

Wir werden uns im Folgenden hauptséchlich mit Tensoren
befassen, die nicht symmetrisch um die Hauptdiagonale sind
und sich nicht auf die Form (5) zuriickfiihren lassen. Wie
wir sehen werden, ist fiir das Auftreten solcher unsymme-
trischer Tensoren die Anwesenheit eines statischen Magnet-
feldes charakteristisch.

In den Maxwell-Gleichungen tritt an die Stelle der skalaren
Dielektrizitatskonstante, Permeabilitat oder Leitfahigkeit ein
entsprechender Tensor.

2. Wellenausbreitung in einem kalten, homogenen
Plasma [4, 5]

Plasma ist ein ionisiertes Gas, das jedoch nach aussen
elektrisch neutral erscheint, weil gleichviele positive wie
negative Ladungstrager anwesend sind. Die Leitfahigkeit
eines Plasmas ist wegen der freien Ladungstrager verhalt-
nismassig gross. Die elektrische Stromdichte j ist gegeben
durch die elektrische Ladungsdichte ne, die mit einer Ge-
schwindigkeit v bewegt, also

j = nev )

wobei e die Elementarladung und n die Zahl der Ladungs-
tréager je Volumeneinheit sind. Wir interessieren uns hier nur
fur hochfrequente Wechselfelder und berlicksichtigen nur
den Beitrag der Elektronen am Wechselstrom j, weil derjenige
der lonen wegen der viel grésseren Tragheit vernachlassigt
werden darf, Der Zusammenhang zwischen Teilchenge-
schwindigkeit v und elektrischem Feld E wird durch das Kraft-
gesetz
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dv
— =eE 8
=g (®)
geliefert. Es ist m die Elektronenmasse. Die Kraft auf geladene
Teilchen in elektromagnetischen Feldern ist durch die Lorentz-
Formel

m%’=e[E’+(v x B)] (8a)
gegeben. Zur Vereinfachung der Rechnung sei hier E'+
(vx B) = E gesetzt. Wir wollen nur harmonische Schwin-
gungen betrachten und fiir d/df = iw schreiben, worin o die
Kreisfrequenz und /i die Einheit der imaginaren Zahlen sind.
Die Geschwindigkeit wird also

V=- E (9)

wm

Wir wollen an dieser Stelle eine weitere Einschrankung
anbringen: Wir setzen voraus, dass die Teilchengeschwin-
digkeit zufolge der thermischen Bewegung vernachléssigt
werden darf gegen (9). Ist diese Bedingung erfiillt, so haben
wir es mit einem kalten Plasma zu tun. Die Stromdichte wird
mit diesen Voraussetzungen

ine*

P E
J T (10)

und daraus die Leitfahigkeit

ine?
= m (1)

Die elektrische Polarisation des Gases ist meistens sehr
gering, so dass wir die relative Dielektrizitatskonstante ¢, ~ 1
setzen dirfen. Die fir die Wellengleichung benétigte kom-
plexe Dielektrizitatskonstante [6] wird mit (11)

o~ ne* ,?
Fm 1) = (1) @
wo zur Abkilirzung
. het
Bl = e (13)

eingefiihrt wurde. Man nennt w, die Plasmafrequenz. Fiir das
homogene Plasma ist die Dielektrizitatskonstante noch ein
Skalar.

Die komplexe Dielektrizitatskonstante (12) in die Wellen-
gleichung ([7] Formel (64)) fur die elektrische Feldstarke
eingesetzt, gibt

2 w,*
rot rot E = o® ¢, /4.,(1 — o F E (14)
Wir wollen nun den elektrischen Feldvektor E zerlegt den-

ken in die zur Wellenfortpflanzung parallele Komponente E,,
und die dazu transversale Komponente E,.
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Bei der Rotor-Operation verschwindet der Anteil der Paral-
lelkomponente, so dass dafiir gilt

(0® —w,?) E; =0 (15)

Fir die transversale Feldkomponente bedeutet die zwei-
malige Rotoroperation dasselbe wie eine Multiplikation mit
—?, wenn die Wellenfortpflanzung durch den Faktor
exp [iot-yz] mit der komplexen Fortpflanzungskonstanten
y = a+ip ausgedriickt wird. Aus (14) wird somit fiir die
Transversalkomponente

2 2 ,*
-y E, =o0'g uo<1 —F>El (16)

so dass y gegeben ist durch

7=iwl/6uV . (a7)
o o wz

Die Lésung (15) fur die Longitudinalkomponente bedeutet,
dass sich eine Schwingung parallel zur Richtung des elektri-
schen Feldes nicht ausbreiten kann. Es kommt nur zu einer am
Ort verbleibenden Oszillation, die man auch Plasma-Oszilla-
tion oder Elektrostatische Welle nennt. Sie kann nur in einer
einzigen Frequenz, namlich der durch die Elektronendichte
vorgegebenen Plasmafrequenz, auftreten.

Die Transversalkomponente dagegen kann sich im Raume
ausbreiten, allerdings, wie (17) zeigt, nur fiiro >w, ungedampft.
Fiur Frequenzen unterhalb der Plasmafrequenz wird eine
Welle aperiodisch abklingen. Plasma zeigt also einen Hoch-
pass-Charakter wie Hohlleiter. Figur 1 zeigt den Zusammen-
hang «* = w,? + f?[e, u, zwischen Frequenz und Phasen-
konstante g fir ungedampfte Wellenausbreitung.

Die lonosphére der Erde mit einer mittleren Elektronen-
dichte von etwa 10" je Kubikmeter (w, ~ 6-1071/sec) ist fiir
Frequenzen unterhalb etwa 10 MHz undurchlassig. Die Wellen
mit zu tiefer Frequenz werden an ihr reflektiert. Die Zunahme
der Plasmadichte zur lonosphére hin erfolgt mehr oder weni-
ger kontinuierlich, daher sind die Schichten, bei denen die Re-
flexionen erfolgen, fiir verschiedene Frequenzen verschieden
weit entfernt. Der Vorgang dieser «Reflexion» ist noch eine
kurze strahlenoptische Erklarung wert. Setzen wir eine konti-
nuierliche Elektronendichtezunahme voraus, dann heisst dies
fiir eine nach oben gestrahlte Welle (Fig.2), dass der Bre-

\ vd

Fig. 1
Das w-f-Diagramm fiir kaltes homogenes Plasma
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Zur strahlenoptischen Erklarung der Reflexion einer Welle in einem
Plasma mit zunehmender Dichte n,, das heisst abnehmendem Bre-
chungsindex. Die Umkehr erfolgt in der Tiefe, bei der der Brechungs-
index null ist

chungsindex des Medium kontinuierlich abnimmt, also der
Strahl, der die Wellenausbreitungsrichtung darstellen soll,
vom Lot weggebogen wird, um schliesslich bei der Schicht
mit Brechungsindex null (v, = w) umzukehren.

Bei hoheren Gasdichten kann die dampfende Wirkung von
den Teilchenstdssen in der Bewegungsgleichung nicht mehr
vernachlassigt werden. Die bremsende Kraft ist durch den
Teilchenimpuls mv mal Anzahl der Zusammenstésse v je
Zeiteinheit gegeben, und sie wirkt der beschleunigenden
Kraft des elektrischen Feldes entgegen.

Die Kraftgleichung lautet daher

mﬂ,=eE—mv-v (18)

dt
Fir harmonische Schwingungen (d/dt = iw) wird

. e
_I - _—

om (1-iv/w) (19)

Die Zusammenstdsse der Teilchen wirken sich wie eine
Veranderung ihrer Masse aus.

Durch Einsetzen von (19) in (7) erhalt man die Leitfahig-
keit o, mit der die komplexe Dielektrizitatskonstante wird

~ ijﬁfﬁﬂ’
sl [1 T w? «“ —iv/w)J (20)

Die Fortpflanzungskonstante y kann aus (17) berechnet
werden, wenn dort statt w,? eingesetzt wird w,2/ (1 - iv/w).
Die exakte Berechnung der Dampfungskonstanten « und
der Phasenkonstanten g liefert komplizierte Ausdriicke;
begnligt man sich mit einer Naherung fir den Fall, dass die
Signalfrequenz gentligend grésser ist als die Plasma- und die
Stossfrequenz,danndarfdie Dampfungskonstante naherungs-
weise

o 22" Vo o
amvwz 3 21)

gesetzt werden, wahrend fiir die Phasenkonstante naherungs-
weise (17) gilt. Die Dampfung nimmt nach hoheren Signal-
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frequenzen sehr rasch ab. Fir die Longitudinalwelle (Plasma-
Ostzillation) erhélt man als Lésung

i = "; 4 Vw2 -12/4 ©2)

worin der Wurzelausdruck die neue Eigenfrequenz angibt
und der Imaginarteil die reziproke Abklingzeit darstellt.

3. Der Effekt eines Magnetfeldes in Plasma

Es soll fir diesen Fall der Einfluss von Teilchenstdossen
wieder vernachlassigt werden. Die Kraftgleichung flir einen
bewegten Ladungstrdger in einem elektromagnetischen
Wechselfeld und einem statischen Magnetfeld lautet

dv

=X B 23
m eE+e[vxB] (23)

Die statische Induktion B liege in der Richtung der z-Achse
eines Koordinatensystems. Das beschleunigende elektrische
Feld E sei ein Wechselfeld mit der Kreisfrequenz w.

Die Vektorgleichung (23) in Komponenten zerlegt, lautet

Vy +i£vy+0=—iiEx

mo maw
£ Bv,+ v, +0=-i—E 24)
—Imw x y  + —"’mw vy

o) + 0 +4v.=-i°F
m w

wobei alle Glieder mit Geschwindigkeitskomponenten auf
eine Seite gebracht und geeignet normiert sind.
Wir fithren hier zur Abklirzung
eB_

o Wg (25)

die Zyklotron- oder Gyrofrequenz ein.

Aus dem linearen Gleichungssystem (24) kdénnen die
Geschwindigkeitskomponenten als Funktion der elektrischen
Feldstarke ausgerechnet und mit (7) kann die Leitfahigkeit
bestimmt werden. Wir schreiben den Strom in Matrixform

\
1 _i% o &
w

(.

Jx n e?

. em | oy

i = 11_&j I~ 1 0 E, (26)
Je o 0w |&:|

Der Faktor vor der Matrix ist ailen Elementen der Matrix
gemeinsam. Es sind j und E Vektoren, und sie werden durch
den Leitfahigkeits-Tensor o; miteinander verknlpft. Fir die

Wellengleichung benétigen wir eine der Dielektrizitatskon-
stanten entsprechende Grosse. Wir erhalten durch

&r =&, (17— o'r) 27)

o

den Dielektrizitats-Tensor.
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Es ist dabei der Einheitstensor durch

100
1r=(010 (28)
001

definiert. Der Dielektrizitats-Tensor lautet ausgeschrieben

2 2 2 2
(0 —w? -0 . w0,

w? — w4’ o (w® - wy?)

2 2 2 2
w,? W 0’ -0, -
H P g P g
er=e | mi T St 0 (29)
o (0® - w,?) w? - w,
2
O
0 0 -
{ SO

Unter dem Einfluss des statischen Magnetfeldes ist das
Plasma gegenliber elektromagnetischen Wellen anisotrop
geworden. Der Dielektrizitats-Tensor ist unsymmetrisch um
die Hauptdiagonale und lasst sich nicht diagonalisieren. Man
erkennt aus (29), dass die Anisotropie ausschliesslich auf
das Magnetfeld zuriickzufiihren ist, weil der Ubergang zu
wy,—0 die Isotropie wieder herstellt. Fiir sehr hohe Felder
(wy —o0) bleibt das Plasma anisotrop, jedoch verschwindet
die Asymmetrie des Tensors

10 0

lim er 01 0
= 30

Wy > 0 Oowz;zwiz (30)

Praktisch heisst dies, dass sich die Elektronen nicht mehr
senkrecht zum Magnetfeld bewegen, weil sie durch dieses in
seine Richtung gezwungen werden.

Betrachten wir eine Wellenfortpflanzung senkrecht zum
Magnetfeld, das in die Richtung der z-Achse eines Koordi-
natensystems weist; die Fortpflanzungsrichtung der Welle
sei die x-Richtung, so dass fiir alle Feldgrossen gilt
0lox = -7, d/dy = 9|0z = 0.

Aus der Wellengleichung (linke Seite wie in (14)) findet man
mit den gemachten Voraussetzungen

0 E,\
—VE | = o po er Ey) @1)
_‘72 Ez Ez

Man erhalt also ein System von drei homogenen Glei-
chungen fiir die drei Komponenten des elektrischen Feldes.
Nichttriviale Lésungen solcher Gleichungen gibtes nurdann,
wenn die Determinante der Koeffizienten verschwindet, also

2 2 2 2
? -w,? - w2 w
2 I g ¢ 2 b Wg
w? &, o . , - ioteop, ——7 0 0
w? - wg o (0 —wy?)
2 2 2 2
w2 w 0 —w,-w
io2 p Wg 2 2 P 9
—fotepo ———" 0 Yt @Peu——F— 0 |=0
w (0? - wy?) w?® - wy
2 2
w?-w
2 2 P
0 0 Y2+ w®eo o =
w

(32)
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a)

\
Elektrostatische Welle

——— e e e —

Zyklotronresonanz

n
Fig.3
a) w-p-Diagramm fiir Wellenausbreitung in einem magnetisierten
Plasma senkrecht zum Magnetfeld. Horizontale Tangente bei f = 0
bedeutet verschwindende Gruppengeschwindigkeit fur unendliche
Phasengeschwindigkeit. Fiir den Grenzfall der elektrostatischen
Welle verschwindet die Gruppen- und die Phasengeschwindigkeit
b) Das w-fB-Diagramm fiir den Grenzfall verschwindender Plasma-
frequenz

Wir betrachten zwei Spezialfalle. Fir E, = E, = 0, also
lineare Polarisation des elektrischen Feldvektors in Richtung
des statischen Magnetfeldes, bleibtvon der Determinante nur
mehr das Element

2

2

0w -w
2 2 P
Y+ 0 g U w2~_0

Gibrig. Dies ist aber identisch mit (17), das heisst, dass auch
die Ausbreitungseigenschaften dieselben sind, wie sie in
Figur 1 dargestellt wurden.

Wahlt man E, + 0, E, # 0 und nur E, = 0, also die Polarisa-
tion des elektrischen Feldes transversal zum statischen Ma-
gnetfeld, so bleibt die Unterdeterminante aus den vier Ele-
menten bestehen, die durch Streichung der letzten Zeile und
der letzten Spalte von (32) tGbrigbleiben. Ihre Auswertung lie-
fert

(0? = 0,2)? - 0,2 w?

w? — wpz _ wgz (33)
und ist in Figur 3a als o -pg-Diagramm graphisch dargestellt.
Die strichliert gezeichneten Geraden stellen die Asymptoten
dar. Fiir den Grenzfall w, - 0 geht Figur 3a tiber in Figur 1.
Der Grenzfall w, >0 ist in Figur 3b dargestellt.
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Aus der Gleichung (31) kann man durch Einsetzen der ein-
zelnen Elemente des ¢-Tensors und (33) noch finden, dass
das elektrische Feld eine elliptische Polarisation aufweisen
muss, namlich
w? - w,? - w,?

EJE.=-i

wpz wg - (34)
Fir sehr hohe Frequenzen wird daraus eine lineare Polari-
sation in der y-Richtung, das heisst transversal zur Fortpflan-
zungsrichtung. Dagegen wird fir o®*=w,?+ »/? der andere
Grenzfall, namlich die elektrostatische Plasma-Oszillation,
auftreten.
Wahlen wir die Fortpflanzungsrichtung der Welle parallel
zum statischen Magnetfeld (0/ox = 0/dy = 0, 0/0z = -y), so
liefert die Wellengleichung

- 7/2 Ex Ex
-y E, | =0 u,er| E, (35)
0 E,

und in der zugehdrigen Determinante erscheint ein »? im
Ausdruck links oben als Summand und verschwindet dafiir
aus dem Term rechts unten (zum Vergleich (32)). Das Ma-
gnetfeld hat nun keinen Einfluss mehr auf die Plasma-Oszilla-
tion (v = w,). Aus dem Nullsetzen der Determinante folgt
fur die Fortpflanzungskonstante

w,?
B ] (36)

S N
2 o (0 + wg)

Fir die transversalen Komponenten E, und E, gibt es nun
als Eigenlésungen positive und negative Zirkularpolarisation

EJE;=+i @7

wie man aus (35) unter Verwendung von y aus (36) leicht
findet.

In Figur 4 ist der Zusammenhang zwischen Kreisfrequenz
und Phasenkonstante der ungedampften Wellenausbreitung
parallel zum statischen Magnetfeld fiir w,> w, dargestellt. Die

Fig. 4

Das w-f-Diagramm fiir Wellenausbreitung parallel zum Magnetfeld
im Plasma. Die ordentliche Welle ist mit -, die ausserordentliche
mit + gekennzeichnet
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positiv beziehungsweise negativ zirkular polarisierten Wellen
werden auch ausserordentliche und ordentliche Welle
genannt, die zu ihnen gehérigen Kurven sind mit + oder —
markiert. Ist w, < @y, dann riickt ein Teil der mittleren Kurve
unterhalb von w,, dann gibt es auch fiir o <o, in beiden Aus-
breitungsrichtungen zu jeder Frequenz eine ordentliche und
eine ausserordentliche Welle mit verschiedenen Phasenge-
schwindigkeiten.

Die ausserordentliche Welle hat fiir o = w, eine Resonanz.
Es stimmt dann die Frequenz mit der Zyklotronfrequenz und
ausserdem der Drehsinn der Zirkularpolarisation mit der
Bewegungsrichtung der Ladungstréager im Magnetfeld lber-
ein. Wir haben mit (37) gefunden, dass sich parallel zum
Magnetfeld nur zirkularpolarisierte Wellen ausbreiten kdnnen.
Eine linearpolarisierte Welle kann sich also nur wegen der
beiden entgegengesetzt zirkularpolarisierten Wellen, aus
denen sie zusammengesetzt ist, ausbreiten. Aus Figur 4 und
Formel (36) geht hervor, dass diese beiden Wellen verschie-
dene Phasengeschwindigkeiten haben. Unter der Vorausset-
zung >0, und o>, ist

2
w
BBt~ ofeopo” ty -

2 w,/w
— — 38
1 - w2 w? ©8)

Setzt man nach einer Strecke | die beiden Teilwellen wieder
zusammen, so findet man die linear polarisierte Welle um

den Winkel

0 =1 (--p)1 (39)

gegentiber der urspriinglichen Polarisationsebene verdreht.
Man nennt diesen Effekt die Faraday-Rotation der Polarisations-
ebene.

In Tabelle I sind fiir die lonosphére und den interplanetaren
Raum typische Werte fiir die Charakterisierung des Plasmas
angegeben.

Tabelle |
Elektronen- o, Induktion g
dichte
[1/m?] [1/s1  [Vs/m*] [1/s]
lonosphiére 1012 6-107 05104 107
Interplanetarer
Raum 107 2.105 0,5 108 108

4. Das eingefrorene Magnetfeld

Wir betrachten einen Raum, der von Plasma erfillt und in
dem ein statisches Magnetfeld anwesend ist, und untersuchen,
wie das Magnetfeld andert, wenn sich das Plasma bewegt.
Der magnetische Fluss durch eine Flache F (Fig. 5) ist
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Fig.5
Die Flache F bewegt sich mit dem magnetisierten Plasma mit der
Geschwindigkeit v

<

(13=[‘B-dF (40)
F

und er kann sich andern, wenn sich entweder B oder F mit
der Zeit andert, also
ithj=«F %-dF+LL‘ B.(vxdl (41)

Das zweite Integral gibt die Veranderung von & an, die
durch Verschieben und Deformieren der Flache F in eine
Flache F' mit der Geschwindigkeit v entsteht (Fig. 5) und
ist nichts anderes als der netto Fluss durch die Mantel-
flache M, die durch das Verschieben der Randkurve von F
entsteht. Das Element der Randkurve sei dl/.

Die Kraft auf einen Ladungstrager im elektromagnetischen
Feld ist durch die Lorentz-Formel (8a) gegeben. Der Rotor der
Stromdichte ist

rotj=orotE’ 4 orot(v x B).
Aus der zweiten Maxwellgleichung folgt

9B _ _ tot E* = rot{v 5 B)~rotd. (42)
dt o

Anwendung des Stokesschen Integralsatzes auf das zweite
Integral in (41) und Einsetzen von (42) in das erste Integral
gibt

‘@——J rot 1 dF 43)
F

dt
Die Anderung des magnetischen Flusses durch einen
Querschnitt im Plasma wird durch die Leitfahigkeit gebremst,
die hier wie die Viskositéat einer Flissigkeit wirkt. Fir gentigend
grosse Leitfahigkeit wird die rechte Seite von (43) verschwin-
dend kleinim Verhéltnis zur Geschwindigkeit, mit der sich das
Plasma bewegt und deformiert. Die Magnetfeldlinien miissen
dann alle lokalen Bewegungen und Deformationen des Plas-
mas mitmachen, sie sind im Plasma «eingefroren».
Zum Thema elektromagnetische Wellen im Plasma sind
ausser [4] und [5] noch einige der wichtigsten Monographien
[8, 9, 10, 11] im Literaturverzeichnis angegeben.
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5. Anisotropes Verhalten von Ferrit

Unter dem Namen Ferrit sind eine Reihe magnetischer
Metalloxyde in Verwendung, die sich unter bestimmten Vor-
aussetzungen gegentiber elektromagnetischen Wellen aniso-
trop verhalten. Bekanntlich riihren die magnetischen Eigen-
schaften ferromagnetischer Stoffe von den permanent vor-
handenen magnetischen Momenten unkompensierter Spins
von Elektronen der Atomhtille her. Die sogenannte Austausch-
Wechselwirkung zwischen benachbarten Atomen ist die Ur-
sache dafiir, dass sich grossere Gebiete (bis zu 0,1 mm), die
Weissschen Bezirke, innerhalb des Kristallgitters dieser
Stoffe ausbilden, in denen alle Spins parallel gerichtet sind.
Bei den anti-ferromagnetischen Stoffen ist die Austausch-
Wechselwirkung gerade so geartet, dass die Spins benach-
barter Atome entgegengesetzt gerichtet sind, so dass diese
Elemente nach aussen hin unmagnetisch erscheinen. Es
bestehen somit im Kristallgitterzwei Untergitter mitentgegen-
gesetzt orientierten Magnetisierungen. Bei den ferrimagne-
tischen Substanzen (Ferrite) gibt es ebenfalls zwei Subgitter
mit antiparalleler Spineinstellung, jedoch sind ihre magne-
tischen Momente verschieden gross, so dass eine makro-
skopische Magnetisierbarkeit tbrigbleibt, die allerdings viel
geringer ist als die der ferromagnetischen Metalle.

Die am haufigsten verwendeten Ferrite haben die chemische
Formel Me!' Fe'" O,, wobei Me' irgend ein zweiwertiges
Metall bedeutet, wahrend mit Fe/”/ das dreiwertige Eisen
gemeint ist. Die am meisten verwendeten zweiwertigen Ele-
mente sind Mn, Ni, Zn, Cu und Kombinationen daraus. Oft
wird auch ein Teil des Fe’”’ durch ein anderes dreiwertiges
Metall,zum Beispiel A/’ oder Cr'", ersetzt. Diese Verbindungen
kristallisieren mit einem kubischen Gitter (dem Spinell-
Gitter) aus (12).

Ein sehr wichtiger Aspekt der Ferrite — er erlaubt erst die
technische Anwendung des anisotropen Verhaltens - ist
ihr hoher spezifischer Widerstand. Im Gegensatz zu den

tiblichen Ferromagnetika (a ~ 107 Q1—> sind dieferrimagneti-
m

schen Metalloxyde Halbleiter, und ihre Leitfahigkeit kann bei
sorgfaltiger Technologie bis zu 10‘5% und noch tiefer ge-
m

bracht werden. Daher ist die Eindringtiefe eines Wellenfeldes
bei einigen Gigahertz noch mehrere Meter, wahrend sie fur
Eisen und seine Legierungen nur noch mehrere Mikron be-
tragt. In Ferrit kann also hochfrequentes Wechselfeld ein-
dringen und mit dem Spin der Elektronen wechselwirken.

Diese Wechselwirkung soll nun anhand eines einfachen
klassischen Modells erlautert werden [13]. Das spinnende
Elektron stelle man sich als einen Kreisel vor, der - solange
keine aussere Kraft auf ihn einwirkt — sich um seine Achse
dreht. Sein Drehimpuls sei p, und weil das Elektron eine nega-
tive elektrische Ladung hat, wird es antiparallel zu p ein ma-
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Fig. 6
Kreiselmodell zur Erklarung der Prazessionsfrequenz

gnetisches Moment ,LZ geben (Figur 6). Durch das Anlegen
eines Magnetfeldes H wird eine Kraft auf das magnetische
Moment ausgelibt, die es in Richtung des magnetischen Fel-
des bewegen will. Diese Kraftwirkt aufdas spinnende Elektron
genauso — um beim mechanischen Modell zu bleiben - wie die
Schwerkraft mg auf einen Kreisel, der an seinem oberen Ende
reibungslos und frei drehbar gelagert ist und dessen unteres
Ende man loslasst, nachdem man ihn unter dem Winkel 9
gegen die Lotrechte in Drehung versetzt hat (Fig. 6). Bekannt-
lich fallt der Kreisel nicht in die Lage parallel zur Schwerkraft,
sondern prazessiert um eine Achse parallel zu ihr. Das Elek-
tron prézessiert um eine Achse parallel zum Magnetfeld. Das
von der Gravitation verursachte Drehmoment auf den Kreisel
ist D= m (Lx g). Dadurch wird der Drehimpuls p wahrend der
Zeit df um dp = Ddt veréandert. Die Frequenz, mit der die Préa-
zession stattfindet ,ist o = dy/dt; dy ist aber gegeben durch
das Verhéltnis von arc dp ~ dp (bezogen auf die Prazessions-
achse) und die senkrecht zur Préazessionsachse liegende
Komponente des Drehimpulsvektors, also dy = —q.p—r
psind

In vektorieller Schreibweise kann daher die Beziehung

zwischen Frequenz und Drehimpuls geschrieben werden wie

dp _ >
dt——wxp (44)

Es ist dies die Bewegungsgleichung fiir den Kreisel. Fiir ein

bestimmtes geladenes Teilchen ist das Verhaltnis aus ma-
gnetischem Moment und Drehimpuls konstant und wird das
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gyromagnetische Verhéltnis dieses Teilchens genannt. Fiir

das Elektron ist es
Me e s M
r=fe—y, . % g=11.g.10°_-E 45
p # 2m g g AS “5)

wobei g ~ 2 der Ladefaktor ist.
An die Stelle des mechanischen Drehmoments D ftritt ein
«magnetisches Drehmoment»

9P _t.xH 46
T (46)

Die notwendige Gleichwertigkeit von (44) und (46) und Ein-
setzen von (45) ergibt

d >
P=T(pxH=@xp (47)
woraus die Proportionalitat zwischen Prazessionsfrequenz
eines Elektrons und dem angelegten Magnetfeld folgt

w=-TH (48)

Wenn N unkompensierte Spins je Volumeneinheit in einem
Medium vorhanden sind, dann ist bei Parallelstellung aller
Spins die Magnetisierung je Volumeneinheit M = Nu,, und
mit (45) und (46) wird die Gleichung fur die Magnetisierung

IM _ M x H) (49)
dt

Es ist dabei vorausgesetzt, dass die gegenseitige Wechsel-
wirkung der Spins vernachlassigt werden darf.

Lasst man nun ausser dem statischen Magnetfeld H, in
z-Richtung noch das hochfrequente Magnetfeld einer elektro-
magnetischen Welle H, e/®t auf das Medium einwirken, so
bewirkt dieses eine der statischen liberlagerte hochfrequente
Magnetisierung. Die Magnetfeld- und Magnetisierungsvek-
toren in Komponentenschreibweise lauten dann bis auf einen
Phasenwinkel

H = (H“ eiml, Hiyer'wt,
M= (M‘xeiwt, H”eiwl,

Ha + H'z eiwt)

50
M, + My e’o?) &

Wir setzen (50) in (49) ein und nehmen an, dass die hoch-
frequente Feldstarke viel kleiner als die statische sei, so dass
wir sie bei der Summenbildung gegen die letztere vernach-
lassigen durfen. Dasselbe gilt dann fiir die Magnetisierungen,
solange sie lineare Funktionen des Magnetfeldes sind. Man
darf dann aber auch Produkte der hochfrequenten Amplitu-
den vernachlassigen gegen lineare Glieder. Aus (49) folgt

somit

M1x M1y Ha_Hw Mo

iw <M1y>=r<H1xM0_M1xHo> (51)
M;, 0
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Losen wir dies nach den Komponenten der hochfrequenten
Magnetisierung auf

_I'*HyM,Hy—io TM,H,, _

Mix Fz H 2 wz = Xxlex +XXyH1y
° (52)
ioI’'MyHy+T*H, M, H
M, = FZ‘ H.2-? Y = =2y Hut 2o Hyy

so erhalten wir einen tensoriellen Zusammenhang zwischen
hochfrequenter Magnetisierung und Magnetfeldstarke.

Der Zusammenhang zwischen Induktion, Magnetisierung
und Feldstarke

liefert die tensorielle Permeabilitatin der Polderschen Schreib-
weise [14].
n —-iK 0
ur=pio | iK 0) (54)
0 0 1

wo =1+ y,,undiK = -y, bedeuten. Aus (52) erkennt man,
dass es bei @ = | I'H | eine Resonanz gibt.

Die bisherige Ableitung ist gemacht, ohne Verluste zu
berlicksichtigen. Tatsachlich sind wegen des Verlustmecha-
nismus [15] die Elemente des Tensors u=pu'-ip” und
K= K'-iK'" komplex [16]. Ihr Verlauf als Funktion des sta-
tischen Magnetfeldes bei festgehaltener Frequenz ist in
Figur 7 dargestellt.

Fig.7

Typischer Verlauf der Real- (¢’, K’) und Imaginarteile (", K’) der
Elemente des Permeabilitatstensors als Funktion des angelegten
statischen Magnetfeldes. Gyromagnetische Resonanz tritt auf bei
w =’ I"H,. Fur grosse Magnetfelder geht x” asymptotisch nach eins
und %’ nach null
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Weil in der klassischen Beschreibung — wie wir sie soeben
gemacht haben - das Verhalten des Elektronenspin im elek-
tromagnetischen Feld verglichen wird mit dem Verhalten
eines Kreisels, der periodisch (Frequenz w) in seiner naturli-
chen Prazession gestort wird und eine Resonanz zeigt, wenn
diese Frequenz mit der Prazessionsfrequenz (] I' H|) iberein-
stimmt, nennt man ein Medium, bei dem dieser Effekt aus-
gentitzt werden kann, ein gyromagnetisches Medium.

6. Wellen im gyromagnetischen Medium

Wir verwenden nun die tensorielle Permeabilitat in der
Wellengleichung fiir das hochfrequente Magnetfeld

rot rot H, = o? e ur H, (55)

und setzen das gyromagnetische Medium als raumlich unbe-
grenzt voraus. Die Wellenausbreitung erfolge in der Richtung
eines Einheitsvektors n, der einen beliebigen Winkel zur z-
Achse (Richtung des statischen Magnetfeldes) einschliesse,
und es sei r der Ortsvektor [17]. Fiir eine vollstandige Beschrei-
bung der hochfrequenten Feldstarke miissen ihre Kompo-
nenten in (50) mit dem Faktor exp (-yn -r) multipliziert
werden, wo y = a4+ ipf wieder die komplexe Fortpflan-
zungskonstante bedeutet.

Bekanntlich gilt [18] fur die Vektoroperation auf der linken
Seite von (55) die Identitét rot rot H, = v (v -H,) - (V- V) H,,
ausgedriickt mit dem Nabla-Operator, der in unserem Fall

bedeutet & = -2
or

y2[n(n-H)-n*H]=w*curH, (56)

= -y n. Angewendet auf (55) wird dies zu

Legen wir nun die Richtung der Wellenausbreitung (n) in
die x-z-Ebene und lassen sie mit der z-Richtung den Winkel
deinschliessen, so dass n,= sin d, n, = o0, n, = cos § wer-
den. Setzt man noch (54) fiir 1+, ein, so erhalten wir aus (56)
drei homogene, lineare Gleichungen in den drei Kompo-
nenten des Magnetfeldes. Nichttriviale Lésungen gibt es
nur dann, wenn die Determinante der Koeffizienten ver-
schwindet.

(57)
—-y2cos?d-w’epu,p io’ep, K y*sin d cos o
—iw?epu, K -y —wiep, 0 =0
y2sindcos d 0 -y?sin?d-w?eu,

Aus (57) erhalt man eine Gleichung vierten Grades fiir die
unbekannte Fortpflanzungskonstante . Wir wollen hier
nur zwei Spezialfalle, namlich longitudinales statisches
Magnetfeld (6 = 0) und transversales Feld (6 = 90°) disku-
tieren. Stimmen die Richtungen des statischen Magnetfel-
des und der Wellenfortpflanzung iiberein (6 = 0 oder 6 = n),
so vereinfacht sich (57) stark, und man erhalt fiir die Fort-
pflanzungskonstante die beiden Lésungen

ye=iolep, (u+ K) (58)
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Aus (52) schliessen wir, dass eine Umkehr der Magneti-
sierungsrichtung die beiden Lésungen (58) bewirkt.

Eine andere Eigenschaft der Wellenausbreitung im longi-
tudinalen statischen Magnetfeld finden wir aus der folgen-
den Uberlegung: Nehmen wir an, das hochfrequente Ma-
gnetfeld hatte keine Longitudinalkomponente (Transversal-
magnetischer Wellentyp), dann ist (n - H,) = 0 und (56)
liefert die beiden Gleichungen

=Y*Hix=w®ep, (n Hi —i K H,)

59
¥ Hyy= 0% e o (1 K Hux + 1 Hyy) B8
Das Verhaltnis dieser beiden Gleichungen ist

H 7 %‘—5—i1{
'/'_r” = 4LY—H— (60)

1y . 1x

+iK
)z Hi,

Es kann (60) nur richtig sein, wenn H,, = + iH,, ist, das
heisst, das Magnetfeld der Welle zirkularpolarisiert ist. Die
Wellengleichung fiir diesen Spezialfall (59) liefert als
Lésung zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Wellen,
deren Fortpflanzungskonstanten durch (58) gegeben sind.
Wir finden hier die gleichen Verhaltnisse wie beim Plasma:
Eine linear polarisierte, transversale Welle kann sich in
Richtung des Magnetfeldes nur fortpflanzen, weil sie in
zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Wellen gleicher
Amplitude zerlegt werden kann. Diese beiden Teilwellen
finden jedoch nach (58) verschiedene Phasenkonstanten
B4 und B_vor, und wie beim Plasma ergeben sie nach einer
Strecke / wieder zusammengesetzt eine linear polarisierte
Welle, deren Polarisationsrichtung gegeniiber der urspriing-
lichen um den Winkel der Faraday-Rotation

6= Gr-pr="LolemaE-JaT&] @1

verdreht ist.

Ist die Richtung des statischen Magnetfeldes transversal
zur Fortpflanzungsrichtung (6 = 90°), so lauten die beiden
Losungen der Determinante (57)

e 2_ 2 . —
y+=iwl/a,uol/'“ MK , )/_=le/€,uo (62)

Fir die Lésung der Wellengleichung wollen wir die Wel-
lenausbreitungsrichtungin die x-Richtung legen, n = (1, 0, 0),
dann wird aus (56)

o?ep, (WHi-iKH,) =0
o?ep, (I K Hio+ pHyy) = -y* H,, (63)
® € o Hi.= —72 H,,

Daraus erkennt man, dass es zwei linear polarisierte
Wellen als Eigenvektoren dieser Gleichungen gibt. Es kann
das hochfrequente Magnetfeld linear polarisiert in Richtung
des statischen Magnetfeldes sein, die zugehorige Fort-
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pflanzungskonstante y_ ist unabhangig von der Magneti-
sierung, das Medium wirkt wie ein Dielektrikum. Gibt es
eine Feldkomponente senkrecht zum statischen Feld, z.B.
H,, so ist damit notwendigerweise die Existenz einer Kom-

ponente H,,= i{Hw in Fortpflanzungsrichtung verknipft.
"
Der dazugehorige Eigenwertist die Fortpflanzungskonstante

luz - K2
¥4 mit der effektiven Permeabilitat 4, h

Bei der technischen Anwendung dieses Verhaltens von
gyromagnetischen Substanzen sind die Abmessungen des
Medium vergleichbar mit der Wellenlange oder kleiner als
sie, wahrend fir die obige Darstellung davon ausgegangen
wurde, dass das Medium unbegrenzt sei. Im nachsten
Abschnitt werden in einem Beispiel die Auswirkungen der
endlichen Abmessungen diskutiert.

Vorerst sollen einige Anwendungen der gyromagneti-
schen Eigenschaften von Ferriten qualitativ besprochen
werden [13, 16, 17].

Die Faraday-Drehung der Polarisation kann leicht in
einem zylindrischen Hohlleiter erzielt werden, wenn
in der Achse desselben ein Ferritstabchen plaziert
und in axialer Richtung magnetisiert wird. Eine Welle
des TE,,-Typs hat in der Umgebung der Hohlleiterachse
linear polarisiertes Magnetfeld, und zwar senkrecht zur
Fortpflanzungsrichtung [19]. Die Drehung der Polarisa-
tionsebene ist nur von der Orientierung des statischen
Magnetfeldes und nicht von der Richtung der Wellenaus-
breitung abhéngig, das heisst, bei festem Magnetfeld ist die
Drehung fir beide Fortpflanzungsrichtungen in die gleiche
Richtung vom Magnetfeld aus betrachtet. Das Gebilde aus
einem runden Hohlleiter mit einem magnetisierten Ferrit-
stdbchen und vier Ausgéngen mit rechteckigen Hohlleitern
(Fig. 8) ist ein Zirkulator, wenn die Drehung der Polarisa-
tionsebene 45° betragt. Ein Zirkulator ist ein Netzwerk mit
n-Ausgangen (Toren) und mit der Eigenschaft, dass ein Si-
gnal, das beim i-ten Tor eintritt, beim (/4 1)-ten Tor austritt,
und ein Signal, das beim (i+1)-ten Tor eintritt, nicht beim
i-ten, sondern beim (i+2)-ten austritt. Mit der Numerierung
von Figur 8 ist die Reihenfolge 1-2-3-4-1 usw.

Weitere Anwendungsmaoglichkeiten sind gegeben durch
die Anordnung von dinnen Ferritplattchen im Rechteck-
hohlleiter (TE,,-Mode) entlang einer Ebene zirkularer Polari-
sation [19] und die statische Magnetisierung senkrecht auf
die Ebene der hochfrequenten Magnetfeldlinien. Aus Figur 7
erkennt man, dass zwischen x'+ K’ und u'- K’ ein grosser
Unterschied besteht. Bleibt man mit der statischen Magnet-
feldstarkeausserhalbdes Resonanzbereichs,um Dampfungs-
verluste zu vermeiden, so erhalt man unterschiedliche Pha-
senverschiebung fiir vor- oder riickwartslaufende Wellen.
Ist der Unterschied in der Phasenverschiebung gerade 180°,
so nennt man dieses Netzwerkelement einen Gyrator. Mit
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Fig. 8

Schematische Darstellung eines Vier-Tor-Zirkulators, dessen
Wirkung auf der Faraday-Drehung der Polarisationsebene einer
TE,, Mode im zylindrischen Hohlleiter beruht. Der Ferritstab ist
in der Achse dieses Hohlleiters angebracht, durch Styropor gestiitzt
und durch einen Permanentmagneten in Achsrichtung magneti-
siert. Die vier Rechteck-Hohlleiter-Ausgéange sind in der Reihenfolge
der Zirkulationswirkung nummeriert

solchen differentiellen Phasenschiebern als Basiselemen-
ten kann man durch Zusammenschalten mit anderen Netz-
werken (Kopplern, Hybriden) ebenfalls Zirkulatoren herstel-
len [17].

Wahlt man bei der gleichen geometrischen Anordnung
das Magnetfeld so, dass man in den Bereich gyromagneti-
scher Resonanz (Fig. 7) kommt, dann wird fir die Wellen-
fortpflanzung der Unterschied zwischen x4+ K’’ und p'’- K"’
entscheidend. Wie man aus Figur 7 erkennt, wird die Welle,
fir die w''+ K" gilt, sehr stark gedampft, wahrend fir eine
Welle in der entgegengesetzten Richtung der Drehsinn der
zirkularen Polarisation umkehrt und wegen x''=K’’ nur eine
sehr geringe Abschwachung auftritt. Einen solchen Vierpol
nennt man Resonanzisolator?.

Auf eine sehr elegante, jedoch nicht mehr so elementar
verstandliche Weise lasst sich ein Zirkulator nach dem
Prinzip des «junction-circulators» aufbauen. Es werden
dabei zum Beispiel vier Hohlleiter mit rechteckigem Quer-
schnitt in einer Ebene (paraliel zur Breitseite der Hohlleiter)
unter gleichen Winkeln (90°) miteinander verbunden. In
der Mittelachse dieses Kreuzes wird ein geeignetes Stiick
Ferrit plaziert und senkrecht zur gemeinsamen Ebene der
Hohlleiter magnetisiert. Sind Frequenz der Welle, Ferrit-
eigenschaften und Abmessungen und das statische Ma-
gnetfeld richtig gewahlt, so wird eine Welle von einem Tor
zu einem benachbarten durchgekoppelt, ohne dass von
dort eine Welle derselben Frequenz zuriick zum ersten Tor
gelangen konnte. Die benachbarten Tore sind wieder in
zyklischer Reihenfolge miteinander gekoppelt. DieWirkungs-
weise dieses Zirkulatortyps wurde hauptsachlich am Bei-
spiel des Dreitor-Zirkulators in Streifenleitung studiert

2 Das englische «isolate» heisst absondern oder entkoppeln
(insulate heisst isolieren). Ein besserer deutscher Ausdruck kénnte
«Einwegabschwéacher» sein.
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[20, 21]. Man ging von folgender Uberlegung aus: Regt man
eine nicht magnetisierte Ferritscheibe von geeignetem
Durchmesser mit einer Welle aus der Leitung 1 an (Fig. 9a),
so kann sich eine Resonanz in der dort eingezeichneten
Dipolmode aufbauen. Wird senkrecht zur Scheibe bezie-
hungsweise zur Ebene der hochfrequenten Magnetfeldli-
nien ein statisches Magnetfeld angelegt, erfolgt wegen der
gyromagnetischen Eigenschaften des Ferritmediums eine
Drehung dieser Dipolmode. Ist diese Drehung gerade 30°
(Fig. 9b), ist Tor 3 entkoppelt und Tor 2 gleichwertig wie
Tor 1 an die Mode gekoppelt. Ist die Impedanz noch geeig-
net gewahlt, lauft die Welle ungehindert von Tor 1 nach Tor
2. Wird dagegen von Tor 2 her eingespeist, erfolgt mit den
gleichen Uberlegungen eine Durchkopplung nach Tor 3.

Fir Zirkulatoren dieses Typs mit vier Toren werden die
Bedingungen etwas komplizierter, aber ihre Verwirklichung
ist ebenfalls moglich. Es wurden auch Zirkulatoren vom
«junction»-Typ gebaut, bei denen die Hohlleiterverbindung
in der Ebene parallel zu den Schmalseiten der Hohlleiter
ausgefiihrt wurde.

Da die Wirkungsweise dieser Zirkulatortypen auf einer
Resonanz bestimmter Wellentypen im Ferritkérper und den
notwendigen Anpasselementen beruht, kann man durch
Verwendung héherer Wellentypen als der einfachen Dipol-
mode ein Umklappen der Zirkulatorwirkung von der Reihen-

a)

Eingang

3
Entkoppelt
b)

Eingang Ho L zur

Zeichenebene

Fig.9
Dreitor-Zirkulator vom «Junction»-Typ

a) Die unmagnetisierte Ferritscheibe mit der Dipolmode, die vom
Eingang (1) angeregt wird

b) Durch das statische Magnetfeld H, senkrecht zur Ferritscheibe
wird die Dipolmode gedreht, so dass Eingang (1) und Ausgang (2)
gleichwertig angekoppelt sind, wahrend Tor (3) entkoppelt ist
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folge 1-2-3-4 auf 1-4-3-2 fir zwei nicht allzuweit voneinan-
der entfernte Frequenzen erzielen. Man erhélt dann ein
Netzwerk, das grundsatzlich die Eigenschaften eines Qua-
druplexers in der Telekommunikationstechnik aufweist [22].
Diese Beispiele von Netzwerkelementen mit Ferrit zeigen,
dass das Reziprozitatsgesetz fiir passive, lineare Vierpole
durch die Verwendung anisotroper Medien verletzt wird.

7. Entmagnetisierende Effekte

Dieentmagnetisierende Wirkung der Grenzflachen von ma-
gnetischen Koérpernin einem ausseren Feld Heberlicksichtigt
man durch ein zusatzliches Magnetfeld H?/, dem inneren
Entmagnetisierungsfeld, von dem angenommen wird, dass
es von fiktiven magnetischen Polen an den Endflachen aus-
geht und im Magnetikum dem erzeugenden Feld He entge-
genwirkt [12]. Die Starke des entmagnetisierenden Feldes
ist der Magnetisierung proportional, so dass das innere
Magnetfeld durch

H =He-N:M (64)

beschrieben werden kann. Der Entmagnetisierungskoeffi-
zient N ist ein symmetrischer Tensor.

N, 0 0
N=(0 N, 0 (65)
0 0 N,

dessen Spur (Summe der Diagonalelemente) eins ist. Fir
Ellipsoide nehmen die Entmagnetisierungskoeffizienten in
den Achsenhauptrichtungen Werte an, die fiir den ganzen
Korper gelten. Wenn das aussere Feld homogen ist, ist es
auch das innere, allerdings sind die Richtungen der beiden
nur in den Hauptachsenrichtungen gleich. Wir wollen uns
hier nur mit Ellipsoiden befassen. Die Suszeptibilitat y ist
nun das Verhéltnis aus Magnetisierung und innerem Feld

M=y H (66)

Aus der Gleichheit der Normalkomponenten der Induktion
in einer Hauptachsenrichtung an der Oberflache

to [H* =N M + x (H*= N M)] = po (H® + H??)  (67)

wo nun N der Entmagnetisierungsfaktor in dieser Richtung
ist, folgt, dass die fiktiven Magnetpole auch ausserhalb des
Magnetikums ein zusatzliches Feld

Hoe = (1-N) M

verursachen, das auf der Oberflache in Richtung des erzeu-
genden Feldes He wirkt, jedoch auf kiirzestem Weg die bei-
den «Pole» verbindet, so dass schon auf geringem Abstand
seine Wirkung auf das aussere Feld He klein ist. Einsetzen
von (64) und (66) in (67) ergibt das innere Feld als Funktion
des angelegten in der Form

— He

14N

i
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und das aussere unmittelbar an der Oberflache in Richtung
des angelegten Feldes

He(1+ 2
14+ %N

He . —
Oberflache —

Fir die Berechnung des Einflusses der Entmagnetisierung
auf das gyromagnetische Verhalten von Ferrit wollen wir die
z-Achse als Richtung der Wellenfortpflanzung beibehalten
und abweichend von Abschnitt 6 das statische Magnetfeld
in der y-Richtung annehmen. Ausserdem fiihren wir zur
besseren Ubersichtlichkeit folgende Abkiirzungen ein

h = ﬂ’ m=—=>x (68)
w w

Die beiden Elemente des Suszeptibilitdtstensors werden
dann mit Beriicksichtigung der Entmagnetisierung aus (52)
und (54)

_m(h-N,m)
~ (h=N,m)?-1

G-Nymi-1 9

u—1
Setzt man (64) in (66) mit den Abkilirzungen (68) ein, erhalt
man fir die beiden Komponenten des hochfrequenten Ma-
gnetisierungsvektors als Funktion des &usseren hoch-
frequenten Magnetfeldes
[h + m (N.= N,)] Hy, i Hy,

M|x=m — e E: —
[A+ m (Nx-N)][h+ m(N:-N,)]-1

M., — miH1ex+ [h+m (Nfoy)] H1ez
"7 Th + m (Ne=N)] [h+ m (N.- N)] -1

(70)

Die Polarisation des Magnetisierungsvektors folgt aus (70)

e

H

h+m(N,=Ny)-i—=

: M!x — Hix (71)
. Hi:

1-i—2[h+ m(N,=N,)]

1x

wobei noch in Zéhler und Nenner durch H;, dividiert wurde.
Wahlit man speziell

. My h+ m(N,-N,)
-4 ——r 72
leZ ih+m(Nz—Ny) (72)
so erhalt man fur
I.M,=j:h+m(N,—Ny) (13)

M, h+ m (N,-N,)

Das heisst, ein elliptisch polarisiertes Feld mit dem Ach-
senverhaltnis (72) ergibt eine elliptische Polarisation des
Magnetisierungsvektors mit reziprokem Achsenverhaltnis,

Die gyromagnetische Resonanzfrequenz ist nun nicht
mehr durch (48) (Nullstelle des Nenners in (52)) gegeben,
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sondern durch das Nullwerden des Nenners in (70). Mit (68)
erhalt man dafir

o =T)[H+ (N=N) MI[H+ (N.-N)M]  (74)

die Kittelsche Formel [23] fiir die gyromagnetische Resonanz.

Der Resonanzisolator beruht - wie schon im vorigen
Abschnitt gesagt wurde — auf der Ausniitzung dieser gyro-
magnetischen Resonanz. Es muss dabei die Polarisation
des Magnetfeldvektors fiir zum Beispiel die vorwartslaufende
Welle so geartet sein (dort musste sie zirkular sein), dass
die tensorielle Permeabilitat zu einem Skalar u#'’-K’" dege-
neriert, der keine Verluste verursacht (Durchlassrichtung),
jedoch fur die entgegengesetzt laufende Welle die entgegen-
gesetzte Zirkularpolarisation annimmt, so dass wegen u’’ +
K" die Dampfung sehr gross wird (Sperrichtung). Hat das
gyromagnetische Medium endliche Abmessungen, benétigt
man wegen der entmagnetisierenden Effekte elliptische Pola-
risation. Im rechteckigen Hohlleiter lasst sich jede ellipti-
sche Polarisation entlang einer Ebene parallel zur y-z-
Ebene (Fig.10), ausgezogene Linien) erzielen [19]. Wir

2
N ™ /

—=112
\\ w 084 _ ______
~. 0,64
18
— :
~. Nx} ~
\. .\
‘ﬂ >~ N~
H 7\ 7S
i [ N os\N\or ==
- =0, =01 <
1.6 S : y ~ >
N SoUNx=1

~ "~k __

~
~
~

-
S~dNx =09 Ny=0f~
\\

=~ ~
\Nx=1 ~d

~~
~~
~<4

~——

0.8 0.9 1.0 11 1.2

Fig. 10

Die elliptische Polarisation des Magnetfeldes der TE,,-Mode in
einem leeren Hohlleiter mit Rechteck-Querschnitt bei verschiedenen
Abstanden von der Hohlleiterwand (ausgezogene Geraden) und
die fur geringe Durchlassdampfung nach Formel (78) erwiinschte
Elliptizitat der Polarisation bei verschiedenen Ferriten und Ent-
magnetisierungsfaktoren
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kénnen uns nun die Frage vorlegen, welches Achsenver-
héltnis H;,/H,, einer elliptischen Polarisation bendtigen
wir fur ein Ferritplattchen sehr geringer Dicke (in x-Rich-
tung), das aber die ganze H6he des Hohlleiters ausfillt
und auch in z-Richtung lang sei. Bei dieser Konfiguration
sind die Entmagnetisierungsfaktoren N, und N, sehr klein,
aber N, beinahe eins.

Allgemein kdnnen wir sagen: um in der Umgebung der
gyromagnetischen Resonanz eine kleine Durchlassdamp-
fung zu erzielen, muss fir die Durchlass-Richtung die
elliptische Polarisation des Magnetfeldvektors ein Achsen-
verhéltnis Hy,/H;, haben, so dass der Magnetisierungsvektor
nicht aus seiner Ruhelage (die er wegen des statischen
Feldes angenommen hat) ausgelenkt wird. Also die Magne-
tisierung in x- und z-Richtung muss null bleiben, wodurch
sich das Medium wie ein Dielektrikum verhéalt. Diese Be-

dingung kann formuliert werden als
My +ipM,, =0 (75)
worin p das Achsenverhéltnis der Polarisation der Magne-

tisierung sei [24]. Aus der Resonanzformel (74) folgt

1
h+m@N-N)=——— — 76
M=) = e (N= N, s
Setzen wir (70) in (75) ein und verwenden (76), so erhalt
man fir-p
M1x

1z

=i

=h+m(N.-N,) (7)

Um fir die Durchlassrichtung die Magnetisierungen (70)
nicht Gber alle Grenzen wachsen zu lassen, muss die ellip-
tische Polarisation des hochfrequenten Magnetfeldes gege-
ben sein durch

i —HL: =h+ m (N,-N,) (78)

1z

was der Reziprokwert von (77) ist. Das fiir eine kleine Durch-
lassdampfung erforderliche Achsenverhéltnis derPolarisa-
tionsellipse des Feldvektors (78) ist in Figur 10 fiir verschie-
dene Entmagnetisierungskoeffizienten eingetragen. Man er-
kennt, dass die richtige Polarisation nur bei einer Frequenz
auftritt, wenn Ferritsorte (m) und Form (N,, N,, N,) festge-
legt sind. Geringe Durchlassdampfung wird also nur in
einem sehr engen Frequenzband moglich sein.

Gelingtes dagegen, die beiden Kurvenscharen (erwiinschte
und realisierbare Polarisation) in annahernde Ubereinstim-
mung zu bringen, kénnen Uber eine grosse Bandbreite
geringe Durchlassdampfungen erwartet werden. Es wurde
bereits gesagt, dass das gyromagnetische Medium bei
richtiger Polarisation in Durchlassrichtung wie ein Dielek-
trikum wirkt ('-K’~1 und u''-K’’ ~ 0 in Figur 7). Die
Dielektrizitatskonstante ist fiir diese Ferrite etwa 9...11. Es
soll nun kurz gezeigt werden, dass es maglich ist, Gber eine

Bulletin Technique PTT 4/1968

grosse Bandbreite an den Ferritoberflachen eine giinstige
Polarisation herzustellen [24]. Ein Streifen eines Dielektri-
kums sei im Hohlleiter angebracht wie in Figur 11 im Quer-
schnitt gezeigt. Der Hohlleiter besteht nun aus drei Ab-
schnitten, in denenfolgende Ansétze fir die elektrische Feld-
stérke gelten sollen (der Ferritstreifen wird nun zum
Dielektrikum gezéhlt)

E,=iAsintxe-ifz E, = B[eiex + Ce-iex]e-ipz

i 79
E,=iDsint(a-x)e-i8z (79)

worin 7 und g die transversalen Phasenkonstanten in den
Luft- beziehungsweise Dielektrikumsabschnitten sind. Mit

Hilfe der zweiten Maxwellgleichung rot E = -% lassen sich

die Achsenverhaltnisse der elliptischen Polarisation an den
beiden Luft-Dielektrikums-Begrenzungsflachen (bei x = x,

und x = x,)
He
i<“> =8 tan 7 x,
H1ez« X ¢

1

Lo (80)
<”> =-"tantx,
Hys X3
und innerhalb des Dielektrikums
Hex ioX, ~igX,
_1_=_ﬁe'e +Ce‘e @1)
H1eZ 0 eiex; — Ce-iex
2,0
Hll
Hiz

L I

X3
230,416
1.0 X,
&-=0,32
X
50,306
7 €'=9
L I m = 0,84
Ferrit Dielektrikum
a
0,5 .
08 0,9 1 11 1,2

Fig. 11

Bereich der Elliptizitat der Polarisation des Magnetfeldes zwischen
x,/a = 0,306 und x,/a = 0,320 im Dielektrikum und die benétigte
Elliptizitat fir geringe Durchlassdampfung eines Ferritstreifens
zwischen x;/a und x,/a neben dem verbleibenden Dielektrikum
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berechnen. Die Konstanten A,B,C und D in (79) kénnen aus
den Randbedingungen bestimmt werden und die Phasen-
konstanten aus den Wellengleichungen fiir die Luftab-
schnitte

2= w?e, o - (82)
und den Dielektrikumsabschnitt
92 = w?e, Mo &r— /32 (83)

In Figur 11 sind flr eine Dielektrizitatskonstante ¢, = 9
die Achsverhaltnisse der Polarisationsellipse an der Ober-
flache (x,) und einer geringen Tiefe im Dielektrikum (x,)
als die Begrenzungslinien einer schraffiert gezeichneten
Flache eingetragen. Im Dielektrikumsabschnitt zwischen x,
und x, kommen alle Polarisationen des schraffierten Be-
reiches in Figur 11 vor. Ein Streifen Ferrit der Dicke x,-x,

I'Mm,

und dem Wert m = °= 0,84 benétigt zur Erfullung der

w

Bedingung (78) eine Polarisation, wie sie durch die strich-
punktierte Linie dargestellt ist, die innerhalb der schraffier-
ten Flache liegt. Wahit man eine Anordnung, deren Quer-
schnittin Figur 11 skizziert ist, so kann man tber eine grosse
Bandbreite kleine Durchlassdampfungen erwarten. Fir die
Realisierung eines breitbandigen Resonanzisolators muss
dann allerdings noch das aussere Magnetfeld Gber die Lange
des Hohlleiters so viel variiert werden, dass auch eine hohe
Sperrdampfung lber die gleiche Bandbreite resultiert, Tat-
sachlich werden mit diesem Aufbau kommerzielle Einweg-
abschwécher verwirklicht, die Uber die Bandbreite 1,5:1
eine Sperrdampfung von mehr als 30dB bei Durchlass-
verlusten von weniger als einem halben dB aufweisen.

In diesem ganzen Beitrag war stets nur die Rede von den
passiven Eigenschaften der anisotropen Medien. Jedes
Medium, das absorbiert, strahlt aber auch elektromagneti-
sche Wellen zufolge seiner thermischen Energie ab. Aller-
dings sind dies inkoharente Wellenziige mit einer spektra-
len Gleichverteilung ihrer Energie, das heisst weisses
Rauschen. Es kann gezeigt werden, dass ein anisotropes
Medium, zum Beispiel magnetisiertes Ferrit, sich bei der
Emission dieser thermischen Strahlung ebenfalls aniso-
trop verhélt und ausserdem nur im engbegrenzten Gebiet
der gyromagnetischen Resonanz strahlt [25, 26].

Adresse des Autors: Dr. E. Schanda, c/o Institut fir angewandte
Physik der Universitat Bern, Sidlerstr. 5, CH-3000 Bern.
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