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Die Elektrizitatslehre und die Maxwellsche Theorie'’

Erwin SCHANDA, Bern

Zusammenfassung. Als Ausgangspunkt
werden finf elementare Gesetze der Elek-
trizitdtslehre postuliert: die Fernkraftgesetze
von Priestley, Coulomb und Biot-Savart,
ferner das Ohmsche Gesetz und das Fara-
daysche Induktionsgesetz. Damit werden
die Lorentzsche Kraft-Formel, das Ampére-
sche Gesetz und mit Hilfe der Sitze der
Vektoranalysis fiir dynamische Felder das
gesamte System der Maxwellschen Glei-
chungen abgeleitet. Es folgt der Energie-
satz der Maxwell-Theorie und der Poyn-
ting-Vektor. Zuletzt wird die Wellenglei-
chung hergeleitet, iiber skalares und vek-
torielles Potential das Hertzsche Vektor-
feld eingefiihrt und fiir den Fall einer ebenen
Welle angewendet.

L'électricité et la théorie de Maxwell

Résumé. L'auteur du présent article
prend pour point de départ cinq lois élé-
mentaires de I’électricité: les lois de force
de Priestley, Coulomb et Biot-Savart, la loi
d’Ohm et la loi de I'induction de Faraday.
Il en déduit la formule des forces de Lorentz,
la loi d’Ampére et, & I'aide des théorémes
de I'analyse vectorielle pour les champs
magnétiques, I'ensemble du systéme des
équations de Maxwell. Suit le théoréme de
I'énergie de la théorie de Maxwell et le
vecteur de Poynting. Il en tire enfin I'équa-
tion des ondes, puis, par le potentiel sca-
laire et vectoriel, introduit le champ vecto-
riel de Hertz et 'applique au cas d’une
onde plane.
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L'elettricita e la teoria di Maxwell

Riassunto. Quale punto di partenza ven-
gono formulate 5 leggi elementari dell’ele-
tricita: le leggi sulla forza di Priestley,
Coulomb et Biot-Savart, la legge di Ohm
e la legge di Faraday sull’induzione. Da
queste vengono dedotte la formula di
Lorentz sulla forza, la legge d'Ampére e,
con l'aiuto di teoremi dell’analisi vettoriale
dei campi dinamici, I'intero sistema delle
equazioni di Maxwell. Segue il teorema
dell’energia della teoria di Maxwell e il
vettore di Poynting. Per concludere |'au-
tore sviluppa I'equazione delle onde, poi,
tramite il potenziale scalare e vettoriale,
introduce il campo vettoriale di Hertz e lo
applica al caso di un’onda piana.

1. Die axiomatischen Grundlagen der Elektrizitits-
lehre

Als Ausgangspunkte fiir die Herleitung der Maxwellschen
Theorie der Elektrodynamik wollen wir einige empirische
Zusammenhange der Elektrizitatslehre beniitzen, die schon
vor Maxwell bekannt waren. Wir brauchen uns fir die weite-
ren Entwicklungen jedoch nicht genau an den historischen
Ablauf zu halten, sondern werden versuchen, in moglichst
einfachen logischen Schritten unser Nahziel - die Maxwell-
schen Gleichungen - zu erreichen.

Als erstes wollen wir uns drei verschiedenen Fernkraft-
Gesetzen zuwenden. Sie werden so genannt, weil man sich
dabei die Ausdehnung der Tréager von elektrischen oder
magnetischen Mengen vernachlassigbar klein im Verhéltnis
zu den Abstanden untereinander vorzustellen hat.

Befinden sich zwei elektrische Ladungen @, und Q, auf
einem Abstand r voneinander, so besagt das Priestleysche
Gesetz, dass die Kraft F der beiden Ladungen aufeinander
dem Produkt der Ladungsmengen und dem Reziprokwerk
des Abstandquadrates proportional ist,

F=k1 QI 02 (1)

r2

Es ist dabei k, eine noch zu bestimmende Proportionali-
tatskonstante, deren Wert vom gewéahlten Masssystem ab-
héangt.

Eine gleichartige Gesetzmassigkeit hat man fir magneti-
sche Polstéarken P, und P, und deren Kraft aufeinander ge-
funden. Das Coulombsche Gesetz lautet

P‘rf’ @

F=k

' Nach einem Vortrag, gehalten anlésslich des Kolloquiums iiber
die Theorie der elektromagnetischen Wellen, veranstaltet 1966/67
von den Institutionen fiir angewandte Physik und Mathematik der
Universitat Bern
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Haufig werden beide Gesetze Coulomb zugeschrieben
und (1) das Coulombsche Gesetz fiir elektrische Ladungen
und (2) jenes fiir magnische Pole genannt.

Beachtet man nun noch, in welcher Richtung die Kraft
wirkt, so sehen wir, dass gleichnamige elektrische Ladungen
einander abstossen und entgegengesetzte Ladungen ein-
ander anziehen. Wir kénnen uns die Kraftrichtung (Fig. 1)
durch einen Einheitsvektor e reprasentiert denken, den wir
so einzeichnen, wie die Kraft auf zwei gleichnamige Ladun-
gen wirkt.

e

020/

Q4

e/o ‘

Fig. 1

Zwei punktférmige Ladungen Q, und Q, im Abstand r voneinander.
Der Einheitsvektor e in der Verlangerung der Verbindungslinie
ist zu beiden Ladungen so eingezeichnet, wie die Kraft angreift,
wenn Q, und Q, Ladungen gleicher Polaritét sind

Denken wir uns bei gleichbleibendem Abstand die Lage
von Q, gegentiber Q, verandert, so andert die Kraft lediglich
ihre Richtung, aber nicht ihren Betrag; dies bedeutet, dass
die Kraft, die Q, durch Q, erfahrt, auf der Oberflache einer
Kugel mit dem Radius r um Q, iberall gleich gross ist.
Diesem Umstand kénnen wir verniinftigerweise dadurch
Rechnung tragen, dass wir die rechte Seite von (1) durch

die Oberflache der Einheitskugel 4z dividieren '. In vektori-
eller Form wird das Priestleysche Gesetz nun
F = lo‘_Q: .e 3)
cedmr

! Ein Masssystem, bei dem in den Fernkraft-Gesetzen 47 im
Nenner steht, ist ein rationales. Wir werden hier immer die rationale
Schreibweise verwenden.




wobei k, aus (1) ersetzt ist durch % Auf die Bestimmung
T E

der neuen Konstanten ¢ werden wir spater noch zu sprechen
kommen. Die Kraft F wirkt in der Richtung von e, solange
die Vorzeichen beider Ladungen gleich sind und in entge-
gengesetzter Richtung, wenn sie verschieden sind.

Die Analogie elektrische Ladung — magnetische Polstarke
ist zwar physikalisch nicht ganz gerechtfertigt, weil es keine
isolierten magnetischen Pole gibt, aber zumindest formell
ist diese Analogie sehr praktisch. Wenden wir also die
gleichen Uberlegungen, die wir fiir das Priestleysche Ge-
setz verwendet haben, auf das Coulombsche Gesetz fiir
magnetische Pole an, so kénnen wir (2) in Vektorform schrei-
ben

1 PP
Fel e ®

Hier ist k, aus (2) durch % ersetzt worden. Fiir die Rich-
7

tung der Kraft gilt dasselbe, was bereits beim Priestley-
schen Gesetz gesagt wurde.

Kennt man nur eine der beiden Ladungen, zum Beispiel
Q,, und weiss nicht, durch welche andere Ladung auf wel-
chem Abstand die Kraft F auf Q, hervorgerufen wird, so
kénnen wir uns die Wirkung der Ladung Q, am Ort der
Ladung Q, durch eine neue Grosse E, dargestellt denken,
so dass wir statt (3) schreiben kénnen

F = Q. E, (%)

Die Feldstarke E, ist das «Fluidum» der Faradayschen
Feldvorstellung, das von einer Ladung ausgeht und an
einer entfernten Stelle auf eine andere Ladung eine Kraft
auszuiiben imstande ist. Der Vektor E, hat dabei die Rich-
tung des Einheitsvektors von Figur 1, wobei allerdings auf
das Vorzeichen von Q, zu achten ist. Nach dieser Betrach-
tung diirfen wir als Definition der elektrischen Feldstérke
im Abstand r von der Ladung Q, anschreiben

_ @
E = 47er? £ ®

Mit der elektrischen Verschiebung (oder Erregung)
D =:E 7

kann die Wirkung einer Ladung Q, in der Entfernung r be-
schrieben werden, wobei die noch unbekannte Dielektrizi-
tatskonstante ¢ des Zwischenmediums eliminiert ist. Die
Dielektrizitatskonstante ist das flr ein Medium charakteristi-
sche Verhéltnis von elektrischer Verschiebung und Feld-
starke.

Wir kénnen nun die formelle Analogie zwischen Elektro-
statik und Magnetostatik fortsetzen, indem wir die eben an-
gestellten Uberlegungen auf die Formel fir die Kraft zwi-
schen magnetischen Polen anwenden. Die Vorstellung
einer magnetischen Feldstérke, die, durch einen Pol am Ort
eines anderen Poles verursacht, eine gegenseitige Kraft-
wirkung ergibt, fihrt uns von (4) zu

F=P,H, (8)

Damit konnen wir als Definitionsgleichung fiir die magneti-

sche Feldstarke, die im Abstand r von einem Pol der Starke
P, anwesend ist, anschreiben

H( = P1

dmpur? € ©

Die magnetische Induktion stellt eine Beschreibung der
Feldwirkung aus der Polstarke durch Eliminierung der Un-
bekannten u dar.

B=uH (10)

Die Permeabilitat 4 ist das fir ein Medium charakteristi-
sche Verhaltnis von magnetischer Induktion und Feld-
starke.

Nach Einfiihren des Priestleyschen und des Coulomb-
schen Gesetzes und der Begriffe der elektrischen und
magnetischen Felder wollen wir uns dem dritten Fernkraft-
gesetz, jenem von Biot und Savart zuwenden. Es wird haufig
auch Laplacesches Gesetz genannt und vermittelt uns die
Wirkung eines Magnetfeldes auf bewegte elektrische La-
dungen. Wir definieren als elektrischen Strom | die La-
dungsmenge Q, die wahrend einer Zeitdauer ¢t durch einen
Leitungsquerschnitt fliesst (/ = Q/t) und nehmen an, dass
dieser Strom fir die Dauer unseres Experiments einen kon-
stanten Wert behalt. Man beobachtet nun, dass ein magne-
tischer Pol P in einem Abstand r von dem einfachheits-
halber geradlinig angenommenen Leiter auf diesen Leiter
eine Kraft ausibt. Eine gleich grosse entgegengesetzt ge-
richtete Kraft wirkt natiirlich auch auf den magnetischen

dl

Fig.2

Ein Element eines stromfiihrenden Leiters mit der Lange d/ im
Abstand r zu einem magnetischenPol P. Der Winkelzwischen Achse
des Leitungselements und der Verbindungslinie zum Magnetpol
ist a. Fir die angegebene Stromrichtung und positive Polstérke ist
die Kraft auf das Stromelement in die Zeichenebene hinein, jenes
auf den Magnetpol aus der Zeichenebene heraus gerichtet

Pol. Betrachten wir nur die Kraft auf ein Leitungselement der
infinitesimalen Lange d/ (Fig. 2), so beobachtet man, dass
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die Richtung der Kraft nicht parallel zur Verbindungslinie
zwischen Leitungselement und Magnetpol liegt, sondern
senkrecht zur Ebene, die von dieser Verbindungslinie und der
Leiterachse aufgespannt wird.

Der Betrag der Kraft hangt von den Betrédgen der Pol- und
Stromstarke, von der Lange des Stromelements d/ und
seinem Abstand zum Magnetpol und vom Winkel zwischen
Stromrichtung und Verbindungslinie ab.

P-1-d-sina

4 (1)
r

dF = ks -

In vektorieller Schreibweise konnen wir die Richtung des
Stromelements durch /d/oder /d/andeuten und die Richtung
der Verbindungslinie zwischen Stromelement und Magnet-
pol durch den Einheitsvektor e. In rationaler Form wird somit
das Biot-Savartsche Gesetz

/- P [dIxe]

dF = 4mr?

(12)
Mit Hilfe der Formeln (9) und (10) kénnen wir die Pol-
starke P in (12) ersetzen durch die magnetische Induktion
B, die am Ort des Stromelements herrscht. Wir erhalten

dann
dF = | - [dIxB] (13)

Denken wir noch an die Definition des Stromes als be-
wegte elektrische Ladung und setzen

ldl=dQ -v (14)

in (13) ein, wobei mit v die Geschwindigkeit, mit der die La-
dung bewegt, gemeint sei, so wird die Kraft auf diese in-
finitesimale Ladungsmenge dQ

dF = dQ[vxB] (15)

Die vorstehende Voraussetzung, der Strom misse kon-
stant sein, ist nun nicht mehr notig. Mit (15) kann auch die
Kraft angegeben werden, die eine einzelne Ladung erféhrt,
wenn sie sich mit der Geschwindigkeit v durch einen Raum
mit der magnetischen Induktion B bewegt. Formel (15) gilt
fir jeden Augenblick, das heisst, wenn sich v oder B oder
der Winkel zwischen beiden andert, andert sich sofort auch
die Kraft.

Man kann aus (12) noch eine neue Definition des magneti-
schen Feldes ableiten, namlich jenes, das von einem Strom
herriihrt. Die Kraft dF nach (12) wirkt nicht nur auf das
Stromelement, sondern, wie bereits gesagt, auch auf den
Magnetpol (siehe Fig.2). Wir kénnen uns also fragen, ob
wir nicht auch die rechte Seite von (12) als ein Produkt von
Polstarke und magnetischer Feldstarke auffassen durfen
wie in (8). Tun wir dies, so erhalten wir fur die infinitesimale
magnetische Feldstarke, die ein Stromelement / d/ in einem
Abstand r verursacht,
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I[dfxe]
47r?

dH = (16)

Wir haben mit (16) eine erste Formel gefunden, die den
elektrischen Strom mit dem Magnetfeld verkniipft.

Als ein weiteres experimentell gefundenes Gesetz werden
wir fir die spateren Ableitungen das Ohmsche Gesetz be-
nétigen, das uns den Zusammenhang zwischen elektrischer
Feldstéarke und Stromdichte vermittelt. In der gewohnten
Form gibt es Giber den Widerstand R beziehungsweise lber
Leitfahigkeit o, Lange / und Querschnitt ¢ eines Leiter-
materials den Zusammenhang zwischen Spannung U und
Strom / an.

=Y .9y a7
R /

Da die elektrische Spannung definiert ist als die tiber eine

bestimmte Weglange integrierte Feldstarke

!
U= f E - dl) (18)

diirfen wir schreiben U = (E-/), wenn die Feldstéarke liber
die ganze Lange / konstant ist. Fithren wir noch Stromdichte

j= éals Strom je Querschnittseinheit ein, so kénnen wir das

Ohmsche Gesetz in der Form schreiben, wie wir es im
weiteren Verlauf beniitzen werden.

j=cE (19)

Schliesslich bendtigen wir noch als letzte Voraussetzung
das Faradaysche Induktionsgesetz, das uns die Verknlp-
fung zwischen einer zeitlich veranderlichen magnetischen
Induktion B und der dadurch hervorgerufenen elektrischen
Umlaufspannung liefert. Integriert man namlich die Feld-
starke entlang einer geschlossenen Kurve C um die magneti-
schen Induktionslinien auf, so erhalt man

2[5(5-dl)=—%ﬁ(8-df) (20)

wo auf der rechten Seite die zeitliche Anderung der
Summe aller Induktionslinien (des magnetischen Flusses)
durch die Querschnittsflache, die von der geschlossenen
Kurve C umschlungen wird, steht. Die skalaren Produkte in
den Integranden bedeuten, dass es sich um die Projek-
tionen des Vektors des Kurvenelements d/f auf die Richtung
des elektrischen Feldes beziehungsweise des Vektors der
Flachennormalen auf die Richtung der Induktionslinien
handelt.

2. Einige Folgerungen aus den axiomatischen Bezie-
hungen

Die vektorielle Summe der Krafte, die auf eine bewegte
elektrische Ladung wirken, kann als die vektorielle Summe



der Gleichung (5) und der integrierten Form von (15) direkt
angeschrieben werden
F=Q{E+ [vxB]} (1)
E und B kénnen auch als die vektoriellen Summen ver-
schiedener elektrischer Felder beziehungsweise magneti-
scher Induktionen aufgefasst werden. Die Beziehung (21)
ist die Lorentzsche Kraftformel, nach ihr kdnnen die Bahnen
berechnet werden, die ein geladenes Teilchen, zum Beispiel
ein Elektron, durchlauft, wenn es willkiirlich im Raum ange-
ordneten elektrischen und magnetischen Feldern ausge-
setzt ist.
Eine Umformung von (16) unter Zuhilfenahme von (14),
(6) und (7) ergibt
dH = [v x dD] (22)
die Thomsonsche Formel. Sie besagt, dass eine bewegte
elektrische Erregung ein Magnetfeld zur Folge hat, sofern die
Bewegungsrichtung verschieden von der Richtung der Er-
regung selbst ist.

&

€2

€2

Fig.3

Ein gedachter Zylinder um einen stromfiihrenden Leiter, von dem
Linien elektrischer Erregung ausgehen und um den Magnetfeldlinien
herumgehen. Auf dem Zylindermantel sind die Richtungen der
Einheitsvektoren eingetragen

Wir tberlegen uns jetzt, was aus (16) wird, wenn wir die
magnetische Feldstéarke in der Umgebung eines unendlich
langen, geradlinigen stromfiihrenden Leiters berechnen.
Wir betrachten in Figur 3 ein Stiick dieses Drahtes mit der

endlichen Léange/und denken uns darum herum einenZylin-
der mitdem Radiusr,,auf dessen Mantel wir die magnetische
Feldstérke berechnen wollen, die aber jetzt nicht von einem
infinitesimal kurzen Leiterelement d/ allein herriihrt, sondern
vom Strom durch den ganzen unendlich langen Leiter. Der
Umstand, dass der Leiter unendlich lang ist, gibt uns eine
starke Vereinfachung in die Hand, namlich die Zylinder-
symmetrie. Betrachten wir erst einmal die elektrische Er-
regung, die wegen der Ladung auf dem Draht durch die
Mantelflache des Zylinders tritt. Aus (6) und (7) schliessen
wir, dass sie gegeben ist durch den Quotienten von Ladung
und Oberflache, durch die die Erregungslinien senkrecht
treten. Wegen der Zylindersymmetrie diirfen wir annehmen,
dass es nur radiale Erregungslinien gibt; man kann daher
in vektorieller Form schreiben
Q

D=27tr°/.ez (23)

wo von der radialen Komponente des Koordinatensystems
von Einheitsvektoren aus Figur 3 Gebrauch gemacht wurde.

Eine ahnliche Uberlegung kénnen wir fiir die Magnetfeld-
linien anstellen, die jedoch zirkumferentiell verlaufen.
Wieder wegen der Zylindersymmetrie schliessen wir aus
(16), dass das Magnetfeld in einem Punkt auf der Mantel-
flache des Zylinders um den Draht

H = ITIx e.]

24
27r, ! 24)

sein muss. Wegen /= /e, und [e,X e,] = e, erhalten wir
den Durchflutungssatz
/

27r,

e (25)

Er besagt, dass die magnetische Umlaufspannung gleich
dem Strom ist, der durch den umschlungenen Querschnitt
fliesst und lautet daher in allgemeiner Form

;ﬁ (H - ds) = Aﬂ G- df (26)

wofilir weder Zylindersymmetrie noch ein einziger diinner
Leitungsdraht vorausgesetzt zu werden braucht. Es wird in
(26) links um die ganze geschlossene Kurve S, rechts iiber
die von S berandete Querschnittflache A integriert.

Wir héatten die Formel (25) auch direkt aus (16) durch
Integration lber den unendlich langen geraden Draht er-
halten kdnnen, ebenso wie man sich die allgemeine Form
des Durchflutungssatzes (26) mehr oder weniger leicht
fur einige besondere Leitungsformen und -gebilde be-
statigen kann.

Aus (23) und (24) kann man sich leicht die integrale Form
der Thomson-Formel (22) ableiten.

Nachdem wir uns nun mit der Darstellung des Magnet-
feldes als Folge eines Leitungsstromes befasst haben,
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kénnen wir aus dem Biot-Savartschen Gesetz, das uns die
Kraft zwischen einem Stromelement und einem magneti-
schen Pol angibt, die Kraftwirkung zweier stromdurch-
flossener Leiter aufeinander ableiten, indem wir das Magnet-

I le
€ |
r
e 0 e
2 = - 2

Fig.4

Zwei parallele stromfiihrende Leiter im Abstand r zueinander. Zu
jedem Leiter sind die Richtungen der Einheitsvektoren eingezeichnet,
wie sie firdas Verstandnis der Kraftwirkung nach dem Ampéreschen
Gesetz nétig sind

feld, das vom Magnetpol ausgeht, durch ein solches von
einem zweiten Leiter ersetzen. Wir wahlen einfachheits-
halber zwei parallele unendlich lange Dréahte, deren Durch-
messer vernachléassigbar klein verglichen mit dem gegen-
seitigen Abstand sind. In Figur 4 sind neben den Leitern die
zugehérenden Koordinatenrichtungen mit den Einheits-
vektoren eingetragen. Die magnetische Induktion, die der
Strom /, durch den zweiten Leiter an der Stelle des ersten
Leiters liber eine Lange / verursacht, kann wegen der ein-
fachen Anordnung gleich in der integralen Form von (13)
angeschrieben werden

Wegen des Durchflutungssatzes (25) kdnnen wir fiir B,
einsetzen

I,
B,=u—* . 28
2 = U Dar €3 (28)
und weil [/e,x e,] = — /e, fuir unsere Koordinatenwahl gilt,
wird die Kraft der beiden Leiter aufeinander
F= — I"M R -7} (29)
2nr

Es ist dies das Ampéresche Gesetz, und diese Formel
wird verwendet, um im mksA-(Giorgi)-Masssystem die
Permeabilitat des Vakuum als viertes Urmass zu definieren.
Misst man namlich die Kraft, die zwei Leiter tiber eine Lénge
von 1 m, mit dem Abstand von 1 m, durch die man einen
Strom von je 1 A fliessen lasst, aufeinander ausiiben, so

findet man 2-10~"Newton (= kg m) . Aus (29) folgt dann

sz
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m - kg
A?.s?

Uo =4m - 1077 (30)

Als Einheit fir die Permeabilitat kann fir praktische
Zwecke besser % verwendet werden. In (30) wurden aus-

schliesslich die vier Fundamentaleinheiten des mksA-
Systems verwendet'.

3. Die Gleichungen von Maxwell

Wir gehen nun daran, einige bisher abgeleitete Formeln
den Satzen der Vektoranalysis zu unterwerfen.

Durch Anwendung des Stokesschen Integralsatzes auf
die linke Seite von (26) wird diese Formel zu

[[ ottt - an H G- df) 31)
A

A

Vorausgesetzt, dass diese Formel innerhalb der Flache A
unabhéangig von der Integration gelten soll, gilt sie auch far
die Integranden allein

rotH=j (32)

Die Wirbeldichte des Magnetfeldes in einem Flachenele-
ment ist gleich der Dichte des elektrischen Stromes durch
dieses Flachenelement. Es ist dies die differentielle Form
des Durchflutungssatzes.

Aus (6) und (7) kann man eine allgemeine Form fiir den
Zusammenhang zwischen der elektrischen Ladung Q und
der von ihr ausgehenden Erregung D gewinnen. Die linke
Seite von 4nr2 D = Q ist das Produkt von Kugeloberflache,
durch die die Erregungslinien senkrecht treten, und dem auf
dieser Kugelflache konstanten Betrag der Erregung. Sind
nun wegen der Form des Korpers, auf dem die Ladung Q
sitzt, die Flachen konstanter Erregung keine Kugeln, so

1 An dieser Stelle ist eine Bemerkung iiber die verwendeten Ein-
heiten am Platze. Neben den drei Fundamentaleinheiten der Me-
chanik: Meter (m), Kilogramm (kg) und Sekunde (s) ist in der Elektri-
zitatslehre als vierte Fundamentaleinheit das Ampére (A) in Ge-
brauch, das aus den mechanischen Einheiten tiber das vierte Ur-
mass, der Permeabilitat des Vakuums, definiert ist. Das Volt (V) als
Einheit der Spannung oder Potentialdifferenz kann nun aus der
Einheitengleichung fiir elektrische und mechanische Arbeit gewon-

2
nen werden (V) (A) (s) = (kg()s,‘,()m—). Wegen (18) folgt daraus fir
die Einheit der Feldstarke V/m. Die Einheit der elektrischen Ladung
ist As oder Coulomb (Cb) und wegen (6) und (7) jene derelektrischen

A
Erregung mfzs Die Einheit der Magnetfeldstarke ist wegen des Durch-
flutungssatzes (25) A/m, die der magnetischen Induktion wegen (10)

kg
d (3
und (30) Ast
duktionsgesetz nachpriifen kann. Die Einheit der magnetischen
Polstarke schliesslich ist wegen (9) und (10) Vs oder, was dasselbe

kg m?
i 4 .
ist, aus (4) und (30) As?

Vs .
oder m’ was man auch mit dem Faradayschen In-




muss trotzdem das Produkt aus Oberflache mal dazugeho-
riger Erregung D gleich der Ladung Q sein, also

ﬁ (D -df) = Q (33)
o]

Die Ladung Q, die sich innerhalb der geschlossenen Ober-
flache O befindet, kann auch als Volumenintegral der La-

dungsdichte g
Q= f H o dV (34)
v

ausgedrickt werden. Wenden wir nun auf die linke Seite
von (33) den Gaussschen Integralsatz an, so ergibt sich

ff{divodv=ﬂ£gdv (35)

Wenn diese Beziehung wieder unabhéangig von der Inte-
gration gelten soll, dirfen wir schreiben

divD = (36)

Die Quellergiebigkeit von D ist gegeben durch die La-
dungsdichte ¢. Es ist dies eines der beiden Gaussschen
Divergenzgesetze.

Die elektrische Feldstérke E kann aus einem skalaren Po-

tentialfeld V, das hier nur von den Ortskoordinaten ab-
héngen soll, definiert werden wie

>
E=-gradV

Setzen wir dies in (36) ein und gebrauchen den Laplace-
Operator 4 fiur div grad, so erhalten wir die Poissonsche
Differentialgleichung

AV =t
&

und fiir quellenfreie Rdume
AV =0
die Laplacesche Differentialgleichung.

Wir haben bisher nur das Verhalten statischer Felder ge-
prift, die ihre Ursache entweder in ruhenden elektrischen
Ladungen beziehungsweise magnetischen Polen oder in
zeitlich konstanten Strémen hatten. Wenden wir uns nun
dem dynamischen Verhalten der Felder zu und fragen, was
passiert, wenn ein elektrisches Feld sich mit einer Geschwin-
digkeit v, die weder ortlich noch zeitlich konstant zu sein
braucht, bewegt. Nehmen wir an, die Linien elektrischer Er-
regung, die zum Zeitpunkt ¢ durch die Flache A treten, be-
finden sich im Zeitpunkt t+dt in der Flache A’ (Fig. 5). Fiir
die Berechnung des Hiillenintegrals miissen wir das Ganze
als ein rdumliches Problem im Zeitpunkt ¢ betrachten und

nachsehen, um wieviel mehr oder weniger Erregungslinien
im Zeitpunkt ¢ durch A’ als durch A treten. Die raumliche
Verschiebung zwischen A’ und A ist v dt. Es wird nun fir
dieses Volumen

g(n-df>=ﬁ(n-df')-ﬂA'(D-de fn[,w-[drxv?;;;

wo zur Abktirzung n df = df geschrieben wurde.

Es bedeuten O die gesamte Oberflache und M die ge-
schlossene Mantelflache des Gebildes von Figur 5. Die
ersten beiden Ausdriicke auf der rechten Seite von (37) sind

aquivalent an - %J (D - df) dt. Die linke Seite kann wegen
des Gaussschen
JJIQ - (df - vdt), wobei der Klammerausruck im Integral das

Volumselement darstellt. Das letzte Integral in (37)
schliesslich kann durch zyklische Vertauschung geschrie-

C\VP

(drx v dt)

Integralsatzes ersetzt werden durch

’

n

> D
Fig.5

Raumgebilde, das durch Verschiebung und Verzerrung der Flache
A liber den Abstand v dt nach A’ entsteht. Die Flachennormale der
Mantelflache ist (dr x v dt). Die Flachennormale fiir A ist n df und fir
A’ ist sie n'df’

ben werden wieff(dr [v x D]) dt, und weil es sich dabei

M
um eine Integration um die geschlossene Mantelflache
handelt, diirfen wir den Stokesschen Integralsatz anwenden,
so dass wir jetzt statt (37) haben

H df - rot[vxn])=ﬂ (df- [aa—[t’+gv]> (38)
A

A

Unter der iblichen Voraussetzung gilt diese Gleichung
auch fir die Integranden allein
oD
rot[vxD]=a—t+gv (39)
Dies ist die Kontinuitatsgleichung fiir die elektrische Er-
regung. Bilden wir die Divergenz von (39), so verschwindet
die linke Seite, und wenn zeitliche und radumliche Differen-
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tiation vertauschbar sind, erhalten wir unter Verwendung
von (36) die Kontinuitatsgleichung fiir elektrische Ladungen
@ + div(ev) =0 (40)
ot

Der Begriff der Kontinuitat stammt aus der Hydrodyna-
mik, und (40) besagt, dass eine zeitliche Anderung der La-
dungsdichte in einem Volumselement nur moglich ist, wenn
Ladung ein- oder ausstromt und die Rate der zeitlichen
Anderung proportional der Strémungsgeschwindigkeit ist.
Die integrale Form der Kontinuitatsgleichung fiir Ladungen
macht dies anschaulicher klar

Die rechte Seite reprasentiert die mit der Geschwindigkeit
v durch die Oberflache O des betrachteten endlichen Vo-
lumens V tretende Ladung.

Wegen ¢ v=j und der Thomsonschen Formel (22) kann
die Kontinuitatsgleichung fir die elektrische Erregung (39)

geschrieben werden wie
D | .
rotH=——+j (42)
ot
und heisst in dieser Form 1. Maxwellsche Gleichung. Sie
besagt, dass ein magnetisches Wirbelfeld stets verknlpft
ist mit entweder einem elektrischen Strom oder einer zeitlich
verénderlichen elektrischen Erregung oder auch mit beiden.
Auf die linke Seite des Faradayschen Induktionsgesetzes
(20) kénnen wir den Stokesschen Integralsatz anwenden

é (E - ds) = (rotE - df) (43)
pee-l]

und wenn die Integration fir beliebig berandete Flachen
durchgefiihrt werden kann, erhalten wir die Differentialform
des Faradayschen Induktionsgesetzes

oB

rotE = - % (44)

Es ist dies die 2. Maxwellsche Gleichung. Sie besagt, dass
ein elektrisches Wirbelfeld, das heisst geschlossene elek-
trische Feldlinien, nur dann madglich ist, wenn eine zeitlich
veranderliche magnetische Induktion anwesend ist.

Rotorfelder sind immer quellenfrei, daher wird bei der
Bildung der Divergenz von (44) die linke Seite null. Auf der
rechten Seite dirfen wir die Differentiation nach Zeit- und

Ortskoordinaten vertauschen. Wenn aber—a%(divB) =0
gilt, dann muss auch

divB=0 (45)
gelten. Es ist (45) das 2. Gausssche Divergenzgesetz. Es
besagt, dass es keine isolierten magnetischen Ladungen
gibt und dass die Linien magnetischer Induktion stets ge-

schlossen sind. Die Gleichungen (42), (44), (36), (45) und
die Materiegleichungen (7), (10) und (19) bilden zusammen
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das System der Maxwell-Gleichungen, wie wir es fur die
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen verwenden wer-
den.

Die Ableitung der Maxwell-Gleichungen, wie wir dies hier
durchgefiihrt haben, entspricht etwa der logischen Ent-
wicklung von einzelnen experimentell gefundenen und von
uns axiomatisch an die Spitze gestellten Beziehungen zu
einem moglichst allgemein formulierten Gesetz, ohne An-
spruch auf strenge Exaktheit in den Ableitungen. Eleganter,
jedoch weniger anschaulich ist der umgekehrte Weg, die
Maxwell-Gleichungen zu postulieren und daraus die ein-
zelnen Gesetze, wie das Coulombsche Kraft- oder das
Faradaysche Induktionsgesetz, deduktiv als Spezialfalle der
allgemeinen Theorie herzuleiten.

4. Der Energie-Satz der Maxwell-Theorie

Fir den Aufbau von elektrischen und magnetischen
Feldern wird selbstverstandlich Energie benotigt. Wir kon-
nen uns die Frage stellen, in welcher Form wir die Energie
wiederfinden, wenn wir die Felder in einem Raum mit belie-
bigem, jedoch im Sinne der Materiegleichungen linearen
Medium betrachten. Um eine Antwort auf diese Frage zu
finden, multiplizieren wir (42) skalar mit E und (44) skalar
mit A und subtrahieren die beiden Gleichungen vonein-
ander

(E - rotH)-(H - rot E) =(E-a—D)+ (H. aB>+ (E -j) (46)

ot ot
Wir gebrauchen die ldentitat aus der Vektoranalysis
(H - rotE) - (E - rot H) = div[E x H] 47)
und kiirzen das Vektorprodukt rechts ab
S=[ExH] (48)

Man bezeichnet S als Poynting-Vektor, seine Richtung ist
senkrecht zur Ebene, die von E und M aufgespannt wird, und
er hat die Dimension einer Leistung pro Flacheneinheit. Die
Dimension von div 8§ ist daher Leistung pro Volumenein-
heit. Wie man sich leicht iberzeugen kann, haben auch die
drei Terme auf der rechten Seite von (46) dieselbe Dimen-
sion. Durch Integration des ersten und zweiten Terms der
rechten Seite Uber die Zeit erhalten wir die elektrische
Energie pro Volumeneinheit

Wo = f (E - dD) (49)
und die magnetische Energie pro Volumeneinheit
Wi = f (H - dB) (50

Die im letzten Glied von (46) vorkommende Stromdichte j
ist proportional der Summe von elektrischer Feldstéarke Eund
eventuell im betrachteten Raum vorhandenen eingepragten
elektromotorischen Kréfte E,

j=o(E+E.) (1)



so dass wir fiir dieses Glied in (46) erhalten

Vi

€-j)=""L

- (E - J) (52)

Der Energiesatz kann nun in folgende Form gebracht
werden

. 0 j |2 .
d|vS+a—t(we+wm)+%=(Ee-[) (53)

Integrieren wir tber ein bestimmtes Volumen und defi-
nieren als die gesamte im Volumen gespeicherte elektro-

magnetische Energie

W=fffv(we+wm)dv (54)

und verwenden fir das erste Glied von (53) den Gaussschen
Integralsatz, so erhalten wir

ﬁ(s-df)+d£’+fﬂ%-dv=ﬂf(se-i)dv (55)
(o] 4 4

Der erste Ausdruck stellt die durch die Oberflache O des
betrachteten Raumes stromende elektromagnetische Lei-
stung dar, der zweite Ausdruck die zeitliche Anderung der
gespeicherten elektromagnetischen Energie, der dritte die
Umwandlung elektromagnetischer Leistung in Joulesche
Warme, wahrend durch die rechte Seite die Leistung re-
prasentiert wird, die von eingeprégten Kraften zur Verfi-
gung kommt. Wir erkennen jetzt klar, dass der Poynting-
Vektor den Leistungsfluss nach Betrag und Richtung dar-
stellt.

Befinden sich im betrachteten Raum weder eingepragte
elektromotorische Krafte noch Teile mit endlicher Leitfahig-
keit, so bleiben nur die ersten beiden Ausdriicke Ubrig.
Sie sagen uns, dass eine Anderung der gespeicherten
Energie nur durch einen gleich grossen Zu- oder Abfluss
von Energie moglich ist.

Der Energiesatz in der Form (54) oder (55) ist vollig all-
gemein auf elektromagnetische Felder anwendbar und fir
jeden Augenblickswert der Felder erfiillt. Hat man es mit
periodisch variierenden Feldern zu tun, so gentigt es meist,
mit dem Poynting-Vektor den Uber die Zeit gemittelten
Energiestrom auszudriicken.

Die sinusférmig mit der Kreisfrequenz o variierenden
Feldstarken E und H seien in der komplexen Schreibweise
(Realteil mit Index r, Imaginéarteil mit Index /) dargestellt

E= (E.+ iE)) exp (-iot) }

H= (H.+ iH)) exp (-iof) (68)

Kommen Produkte komplexer Gréssen in einer Gleichung
vor, von deren Losung uns nur die Realteile interessieren,
so durfen wir bei der Produktbildung nur die Realteile der
Faktoren verwenden. In unserem Fall wird der Poynting-
Vektor der Realteile der Feldstérken

S = [E,. x H,] cos?wt+ [E; x H] sin*wt -
- ([E- x H] + [E; x H.]) sin wt cos of (57)
Bei einer zeitlichen Mittelung tiber eine Periode T

;

— 1

s_7fsm
[o]

liefern nur die ersten beiden Ausdriicke von (57) Beitrage,
und zwar ist

s =% [E, x H.] + [E: x H.]) (58)

Dies ist aber nichts anderes als der halbe Realteil von
[Ex H*], wobei H*= H.-iH;die konjugiert komplexe Form
von H=H.+iH,; ist. Wir kénnen also fiir periodische Felder
den mittleren Leistungsfluss je Flacheneinheitdurch die Um-
hillung des betrachteten Raumes schreiben als

§=%Re [E x H*] (59)

Re = Realteil
Es ist dies der Realteil des sogenannten komplexen
Poynting-Vektors, dessen Eigenschaften fiir periodisch
variierende Felder wir noch kurz betrachten wollen. Fiir
Felder, die harmonische Funktionen der Zeit sind, werden

wegen %=—iw die ersten beiden Maxwell-Gleichungen
rotH=(s-iwe) E (60)
rotE=iouH (61)

Wir nehmen von der ersten Gleichung die konjugiert
komplexe rot H*=(oc+iwe) E* und multiplizieren sie mit E,
wahrend wir (61) mit H* multiplizieren und subtrahieren
beide. Mit Hilfe der Vektoridentitat (47) und der Definition

S = %[Ex H*] des komplexen Poynting-Vektors wird der

Energiesatz fiir harmonisch variierende Felder, ohne einge-
pragte Krafte '

divS =2 €-E+ iw{g(H-H*)—g(E : E*)] (62)

Die rechte Seite setzt sich zusammen aus der Divergenz

des Realteiles von S, die je Volumeneinheit in Warme um-
gewandelte elektrische Leistung, und der mit 2iw multipli-
zierten Differenz der mittleren Werte der magnetischen und
elektrischen Energiedichten. Wenn der Poynting-Vektor
reell ist, sind die tUber eine Periode gemittelten elektrischen
und magnetischen Energiedichten gleich gross, und die
gesamte gespeicherte Energie tritt abwechselnd als elektri-
sche und magnetische Energie in Erscheinung.

5. Die Wellengleichung

Das System der Maxwell-Gleichungen umfasst sieben
Gleichungen wund ist deshalb fir den praktischen
Gebrauch bei der Berechnung besonderer Probleme elek-
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tromagnetischer Felder mit vorgegebenen Randbedingun-
gen héaufig zu schwerféllig. Viel eleganter ist fiur diesen
Zweck die Wellengleichung. Wenden wir auf beiden Seiten
von (44) die Vektoroperation des Rotors an und setzen vor-
aus, dass im betrachteten Raum die Differentiationen nach
Orts- und Zeitkoordinaten vertauschbar sind, so erhalten
wir

rot rot - E= —,ua%rotH (63)

In die rechte Seite von (63) kdnnen wir aber (42) einsetzen,
und unter Verwendung von (7) und (19) wird dann

rot rotE=—p [a gztzE aaf] (64)

Wegen der Identitat
rot rotE =graddivE- AE (65)
. 2 32 az . .
mit dem Laplaceoperator 4 = a5 + 6T/2 + a7 in karthesi-

schen Koordinaten erhalten wir fiir quellenfreie Felder

(div E= o) die Wellengleichung fir das elektrische Feld
°E _ 0E

T Tha o0

Sie stellt den Zusammenhang zwischen der raumlichen
und zeitlichen Abhéngigkeit des elektrischen Feldes in
einem Medium mit gegebenen Eigenschaften u, ¢ o dar.
lhre Lésung ist im verlustfreien Fall (¢=0) eine reine unge-
dampfte Wellenbewegung.

Ganz analog kénnen wir durch Rotorbildung von (42),
Einsetzen von (44) und Anwendung der Tatsache, dass
magnetische Felder immer quellenfrei sind (45), eine gleich-
lautende Wellengleichung fir das Magnetfeld erhalten

2
AH- ,ueaatl;l ,uaaa—’;l

Diese beiden Gleichungen sind ein recht elegantes Werk-
zeug bei der Berechnung von spezifischen Wellenproble-
men, wobei dann noch die Randbedingungen fir beide
Felderin den Lésungen von (66) und (67) zu berlicksichtigen
sind.

Durch Einfihren eines Vektorpotentials A und eines
skalaren Potentials V hat Hertz gezeigt, dass es mdglich ist,
mit nur einer Wellengleichung und den Randbedingungen
die Lésungen fiir das elektromagnetische Feld einer vorge-
gebenen Struktur zu finden. Das Vektorpotential ist mit der
magnetischen Induktion verkniipft wie

B=rotA (68)

Wegen der universellen Giiltigkeit von div B=o lasst sich
die Induktion sicher durch ein Wirbelfeld ausdriicken.
Setzen wir (68) in die zweite Maxwell-Gleichung (44) ein, so
konnen wir wegen der Vertauschbarkeit von Differentiation
nach den Zeit- und Ortskoordinaten schreiben

AE-pe¢

=0 (67)

520

ot

Diese Gleichung gilt ausser fiir den trivialen Fall dann,
wenn der Klammerausdruck, auf den der Operator Rotor
wirkt, selbst ein Gradientenfeld ist, das heisst gleich dem
Gradienten eines skalaren Potentials.

-gradV=E+ 38? (70)

rot (E + a—A) o (69)

Wir setzen nun die beiden Potentialfelder in die erste
Maxwell-Gleichung (42) ein, berilicksichtigen die Vektor-
beziehung (65) fur rot rot A und ziehen die Glieder in ge-
eigneter Weise zusammen

*>A A
A =
A+,ueat2 3t+
. oV
+ grad [dlvA+,usa—t+,uaV]=0 (71)

Uber die Verkniipfung zwischen V und A diirfen wir ausser
durch (70) noch durch eine zweite Beziehung, die mit (70)
vertraglich ist, verfligen; wir tun dies so, dass der Klammer-
ausdruck in (71), auf den der Gradientenoperator wirkt,
verschwindet.

Da wir es bei der Wellenausbreitung meist mit quellen-
freien Raumen zu tun haben, machen wir an dieser Stelle
die weitere Voraussetzung

div-D=o0 (72)
die uns eine gewisse Einschrankung in der Anwendbarkeit
der zu gewinnenden Wellengleichung bringt, jedoch ihre
Ableitung erleichtert. Gebrauchen wir (70) und die bereits

erwahnte Bedingung, dass der Klammerausdruck in (71)
verschwinden soll, so erhalten wir aus (72)

>V aVv
A
V- —pESG—po 7t =0 (73)
Um die Bedingung
divA+,ue%‘t/+,uaV=O (74)

zu erfillen, muss die Verkoppelung zwischen A und V

Uber den sogenannten Hertzschen Vektor 171 erfolgen, der
dann folgendermassen definiert sein muss

V =—divil (75)

A= +/,¢0'H (76)

= € 8
ot

wie man sich leicht durch Einsetzen in (74) (iberzeugen kann.

Wegen div (4 11) = A (div IT)

folgt aus (73) schliesslich durch Einsetzen von (75)

¢Ir_, ol

or "% 0t

die Wellengleichung fir den Hertzschen Vektor.

ATI- W E——r =0 (77)



Ebenso kénnen wir in den verbleibenden Teil von (71)
durch Einsetzen von (76) die Wellengleichung fir den Hertz-
schen Vektor (77) erhalten. Wir kénnen also aus den Wellen-
gleichungen fiir das skalare (73) wie fiir das Vektorpotential
(71) eine einzige Wellengleichung ableiten, die nicht nur fir
diese beiden als Hilfsgrossen eingeflihrten Potentiale,
sondern auch fiir das magnetische wie fiir das elektrische
Feld gleichermassen erflillt ist. Aus der Definition des
skalaren Potentials (70) folgt namlich, wenn wir (75) und
(76) einsetzen,

E=—,usazﬁn—,uaai7+ graddivﬁ=rotrot17 (78)
ot ot
weil die ersten beiden Ausdriicke zwischen den Gleich-
heitszeichen durch (77) gegeben sind. Aus (68) folgt mit
Hilfe von (76) fur das magnetische Feld

H = rot [8%7+ aﬁ] (79)

6. Ebene Welle in verlustlosem Medium

Als einfachste Anwendung der Wellengleichung (77)
wollen wir diese fiir eine ebene Welle l6sen. Wenn das
Medium, durch das sich die Welle ausbreiten soll, verlustlos
angenommen werden darf, verschwindet wegen o=0 der
letzte Ausdruck in (77). Weiter sei das Medium isotrop und
homogen in den beiden anderen Materiegréossen ¢ und .
Nehmen wir an, dass die Welle in z Richtungen laufen soll
und - weil es eine ebene Welle sein soll — ihre Feldgréssen
unabhangig von den Koordinaten x und y sind, so wird

o211

Al=5

D

und die Wellengleichung wird zu

eIl oIl
oz Megr =0 (80)

Ein Ansatz fiir eine harmonische Schwingung, der diese
Gleichung erfullt, ist

=1, exp(iwt-y2) (81)

In (80) eingesetzt erhalten wir
yzﬁ+wze,ul7=0 (82)
Die Lésung der Gleichung (82) y= +iw Win (81) einge-
setzt, gibt uns fir die Abhé&ngigkeit des Hertzvektors von

den Zeit- und Ortskoordinaten

IT=M,explio(ts|enz)] (83)

Durch (83) ist die Geschwindigkeit, mit der die Welle ent-
lang der z-Richtung lauft, gegeben

i=
t Ve

Die beiden Vorzeichen im Exponenten von (83) beziehen
sich auf vorwarts-(-Zeichen) und riickwértslaufende (4 Zei-
chen) Wellen. Lauft die ebene elektromagnetische Welle
durch Vakuum, so wissen wir, dass dort die Fortplanzungs-
geschwindigkeit v,=3-10° m/s ist, und wir kénnen nun end-
lich auch noch die in Gleichung (3) eingefiihrte, bisher noch
unbekannte Dielektrizitdtskonstante fiir Vakuum bestim-
men:

“_s

V= (84)

=

E 1
o
v 02 lu‘O

— 8,85 - 10-12 —C‘:; (85)

Schliesslich interessieren uns an der Lésung des Pro-
blems der ebenen Welle die Ausdriicke flr das elektrische
und magnetische Feld. Der Hertz-Vektor steht transversal
zur Wellenfortpflanzung, aber wir miissen ihm noch eine
Richtung im Koordinatensystem angeben. Wé&hlen wir ihn

parallel zur y-Achse 17= II,.
Es liefern die Gleichungen (78) und (79) schliesslich
E,=-y*I1, E=E =0 (86)
und Hy=iweyIl, H,=H,=0 (87)
Die Felder stehen transversal zur Fortpflanzungsrichtung

und senkrecht zueinander. Das Verhaltnis von elektrischem
und magnetischem Feld fir eine vorwartslaufende Welle ist

E __ v _ VE (88)

H, iowe €

und wird der Wellenwiderstand des Mediums genannt, fir
Vakuum wird er
V’b =377Q
EO
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