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G. FONTANELLAZ, Bern

Kurze Einfithrung in die Unternehmensforschung

(Operations Research)

In den letzten Jahren entwickelte sich ein neuer
Wissenszweig: die Unternehmensforschung. Sie ist
eine angewandte Wissenschaft und erforscht die Pro-
bleme, die im Zusammenhang mit der Planung und
Organisation von Masseneinsiitzen in grossen Unter-
nehmungen stehen. Die fortschreitende Kntwicklung
der Wirtschaft fiithrte zu einer immer umfangreiche-
ren Verflechtung der verschiedenen Produktions-
stellen. Wihrend in kleineren Betrieben der Leiter
sein Unternehmen noch iiberblicken kann, sind die
Zusammenhinge in ihrer Gesamtheit bei grossen
Betrieben nicht mehr ohne weiteres erkennbar.

Zuerst wurde die Unternehmensforschung von den
USA und England wihrend des Zweiten Weltkrieges
fiir militdrische Zwecke betrieben. Nach dem Kriege
erweiterte sich die Anwendung der neuen Forschungs-
methoden auch auf betriebswirtschaftliche Probleme.

Im englischen Sprachgebrauch wird der neue
Wissenszweig mit «Operational Research» oder mit
«Operations Research» bezeichnet. Vielfach wird
dieser Ausdruck mit «betriebswirtschaftliche Ver-
fahrensforschung» oder mit «Planungsforschung»
tibersetzt. Der Inhalt lisst sich deutsch aber besser
und einfacher durch das Wort «Unternehmensfor-
schung» wiedergeben. Die Erforschung bezieht sich
auf einzelne Unternehmen im Sinne von Operation
oder Aktion innerhalb einer Unternehmung, eines
Betriebes oder einer offentlichen Verwaltung.

Die  Unternehmensforschung macht sich  zur
Aufeabe, mit Hilfe wissenschaftlicher Methoden

cine Grundlage fiir die weittragenden Entscheidun-
gen einer Unternehmungsfithrung zu geben. Beim
Losen dieser Aufeabe ¢ilt es, in einem ersten Schritt
durch Beobachtungen und Versuche zahlenmiissice
Unterlagen iiber die fiir einen Betrieb wichtigen Vor-
giange zu beschaffen und in einem zweiten Schritt,
gestiitzt auf diese Unterlagen, zu Handen der leiten-
den Organe optimale Losungen fiir die gestellten
betriebswirtschaftlichen Probleme zu finden.

Da die Aufgaben quantitativer Art sind, bedient
sich die Unternehmensforschung in grossem Masse
der Mathematik. Insbesondere sind es die statisti-
schen Methoden und algebraischen Losungsverfahren
fiir Gleichungssysteme, die wertvolle Dienste leisten.

Der Hauptvorteil der mathematischen Behandlung
von Planungsproblemen besteht darin, dass jede
einzelne Abhéngigkeit fiir sich untersucht und in
Form von Kinzelgleichungen angegeben werden kann;
die Synthese ldsst man dann durch ein mathemati-
sches Losungsverfahren objektiv durchfithren. Die
optimale Losung wird unter Berticksichtigung aller
Teilprobleme gefunden.

Die iibersichtliche Darstellung der zahlenmiéssigen
Unterlagen fithrt zu Gleichungssystemen, die eine
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Art Abbild des Betriebes in Form eines «mathemati-
schen Modells» darstellen.

Die Probleme und Methoden in der
mensforschung sind im allgemeinen so mannigfaltig,
dass die gestellten Aufgaben nur in engster Zusam-
menarbeit von verschiedenen Fachleuten bewdltigt
werden konnen. Da Teile aus allen moglichen Wis-
sensgebieten ihren Beitrag leisten miissen, ist ein
«Team-work» unumgénglich.

Unterneh-

Probleme der Unternehmensforschung

Betriebswirtschaftliche Probleme, die durch die
Methoden der Unternehmensforschung gelost werden
konnen, lassen sich in folgende Gruppen unterteilen:
— Zuordnungs- oder Zuteilungsprobleme,

- Lagerhaltungsprobleme,

— Unterhalts- oder Ersatzprobleme,
Wartezeitprobleme,

— Entscheidungsprobleme und strategische Spiele.

Bei einem Zuordnungsproblem handelt es sich um
die Durchfithrung mehrerer Aufgaben oder Leistun-
gen mit beschrinkt verfiigharen Mitteln. Kine Firma
will beispielsweise bestimmte Mengen ihrer Produkte
fabrizieren. Fiir die Produktion stehen ihr aber nur
beschrinkt verfiighare Mittel (z. B. Rohmaterialien,
Maschinen, Arbeitskrifte) zur Verfiigung. Welches
ist unter den gegebenen Bedingungen das Produk-

|

tionsprogramm mit dem grossten Gewinn?

In die erste Gruppe gehoren auch die sogenannten
Transportprobleme. Ein Unternehmen verfiigt bei-
spielsweise iiber eine bestimmte Zahl Fabriken
und muss Warentransporte zwischen den Fabriken
und den Verkaufsstellen durchfiihren; sowohl die
Transportkosten als auch die zu transportierenden
Warenmengen seien im einzelnen bekannt. Wie sind
die Transporte zu organisieren, dass die Gesamt-
kosten moglichst klein werden ?

Bei den Lagerhaltungsproblemen wird die Menge
gesucht, die angesichts eines kiinftigen Konsums
auf Lager zu halten ist. In einer kleinen Fabrik
wird beispielsweise eine bestimmte Zahl Produkte
hergestellt, und zwar nicht gleichzeitig. Je linger ein
Produkt ohne Unterbruch hergestellt wird, je kleiner
werden seine Gestehungskosten. Im Gegensatz dazu
steigen bei grossen Lagerbestinden die Kosten der
Lagerhaltung. Gesucht wird die zeitliche Anordnung
der Fabrikation der verschiedenen Produkte, die,
im ganzen betrachtet, minimale Kosten verursacht.
Da der Konsum einer unbekannten Zukunft schwer
zu erfassen ist, sind die Probleme dieser Art nicht
immer einfach zu lésen.

Hin weiteres Lagerhaltungsproblem ist folgendes:
Die Leitung eines Betriebes mochte den Umsatz stei-
gern. Der Verkaufschef glaubt dies durch ein grosse-
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res Sortiment, der Fabrikationschef aber durch gros-
sere Serien erreichen zu kénnen. Wer hat recht ? Bei
einem Betrieb, der verschiedene HKrzeugnisse her-
stellt und verschiedene Produktionseinrichtungen
besitzt, stellt sich etwa die Frage: Welches sind die
Mengen der einzelnen Produkte, die den hochstmog-
lichen Gewinn ergeben, und wie gross ist dieser Ge-
winn unter der Voraussetzung, dass dic Marktbe-
dingungen beriicksichtigt werden ?

Bei den Unterhalts- oder KErsatzproblemen werden
die Unterhaltskosten gegeniiber Neuanschaffungs-
kosten abgewogen. Als Beispiel fiir ein Ersatzproblem
kann etwa der beste Ersatzpunkt fiir hélzerne Lei-
tungsmasten angefiihrt werden. Sobald eine Uber-
tragungsleitung ein gewisses Alter hat, so dass die
Einzelausfille der Masten eine bestimmte Héufigkeit
erreichen, wird es wirtschaftlicher, samtliche Masten,
also auch die vorldufig noch brauchbaren, zu ersetzen,
um nachher mit dieser Leitung wieder Ruhe zu haben.
Die Frage lautet: Wann ist es wirtschaftlich, die
Masten einer Ubertragungsleitung gesamthaft zu er-
setzen, und wie weit lohnt es sich, die kostspieligen
EKinzelausfille in Kauf zu nehmen ?

Die Wartezeitprobleme treten iiberall dort auf, wo
im zeitlichen Ablauf eines Vorganges gewisse stati-
stisch verteilte Unregelmissigkeiten beobachtet wer-
den, die zu Stockungen oder Wartezeiten fiithren. Als
Beispiel nehmen wir die Bedienung an einem Post-
schalter. Je nachdem, ob ein Kunde zu frith oder zu
spét eintrifft, der Vordermann noch nicht oder schon
bedient worden ist, muss er oder der Beamte warten;
es entstehen unvermeidliche Wartezeiten. Die Unter-
nehmensforschung versucht aus der Verteilung der
Bedienungszeiten und der Verteilung der eintreffen-
den Kunden Riickschliisse auf die Warteschlangen
und die Zeitverluste zu ziehen, um damit die besten
Lésungen fiir die Abwicklung der zeitlichen Vorgéinge
anzugeben. Ein &hnliches Problem stellt sich bei-
spielsweise auch an einer Strassenkreuzung mit einer
Lichtsignalanlage. Die Zeiten der Lichtsignalanlage
sind so einzuregulieren, dass einerseits die Verkehrs-
strome in allen Richtungen moglichst ungestort flies-
sen konnen, anderseits die Motorfahrzeugfiihrer beim
Wechseln der Lichter sofort wissen, wie sie sich zu
verhalten haben. Beispielsweise sind die Zwischen-
perioden mit gelbem Licht der Geschwindigkeit des
Fahrzeugstromes, der Grosse der Kreuzung, der
Reaktionszeit der Fiihrer, der Bremswege, der Be-
schleunigungsfahigkeit und der Grosse der Fahrzeuge
anzupassen.

Bei den Entscheidungsproblemen sind mehrere
(vielfach zwei) Parteien vorhanden, die mehrere
Verhaltungsmoglichkeiten zur freien Verfiigung ha-
ben. Das Besondere dieser letzten Problemgruppe
liegt darin, dass der Erfolg einer Massnahme der
einen Partei vom Verhalten der andern Partei ab-
hingig ist. Zum Beispiel muss ein Unternehmen fiir
die Herstellung eines bestellten Artikels sofort die
notwendigen Rohstoffe beschaffen. In der Hoffnung,
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noch weitere Auftrige zu erhalten, werden gleich-
zeitig Besprechungen mit andern Firmen durchge-
fithrt. Da der Ausgang dieser Besprechungen aber
noch unsicher ist, weiss die Unternehmungsleitung
noch nicht, ob sie auch die Rohstoffe fiir die (frag-
lichen) Zusatzauftrige einkaufen soll. Aufgabe der
Unternehmensforschung ist es dann, die Risiken fiir
die verschiedenen Fille, unter Beriicksichtigung aller
Gegebenheiten, zahlenméssig zu erfassen, Verlust-
und Gewinnmoéglichkeiten gegeneinander abzuwégen
und Richtlinien fiir das wahrscheinlich beste Verhal-
ten anzugeben.

Mathematische Formulierung der Probleme

Da wir die Probleme der Unternehmensforschung
mit Hilfe der Mathematik l6sen wollen, miissen wir
die Vorgange durch mathematische Begriffe um-
schreiben. Dazu brauchen wir einmal feste und va-
riable Grossen, die durch eine mathematisch formu-
lierbare Beziehung miteinander verkniipft sind. Zum
andern sind auf Grund der Gegebenheiten und der zu
untersuchenden Zusammenhinge Rechenprogramme
zu erstellen, um mit ihrer Hilfe Werte fir die varia-
blen Grossen zu bestimmen, die ein Minimum an
Aufwand, an Kosten oder ein Maximum an Gewinn
ergeben. Es handelt sich somit um ein Extremwert-
problem mit Nebenbedingungen. Da nicht immer
einfache funktionelle Zusammenhinge angegeben
werden konnen, bildet das richtige Programmieren
oft eine recht schwierige Aufgabe. Die mathemati-
schen Modelle sind so zu gestalten, dass sie mit er-
triglichem Aufwand an Rechenarbeit zu praktisch
brauchbaren Losungen fithren.

Zum besseren Verstindnis sei an Hand eines ein-
fachen Beispiels das Vorgehen niher erldutert:

Wir nehmen an, eine Firma kann eine Anzahl Pro-
dukte mit den Mengen x,;, X,...x, herstellen, fiir
die sie nach Abzug aller Kosten einen Nettopreis
P1> Pa---Pu je Stick l6sen kann. Fir die Produktion
der einzelnen Produkte benétigt sie verschiedene
Produktionseinrichtungen und Mittel, so Rohstoffe,
Maschinen, Arbeitskrifte, die ihr nur bis zu bestimm-
ten Hochstwerten zur Verfiigung stehen. Welches
ist nun das beste Produktionsprogramm fir die
Firma, wenn sie in einer zu betrachtenden Periode
den grossten Gewinn erzielen will.

Als Grundbeziehung haben wir in unserem Bei-
spiel den Gesamtgewinn Q als Funktion der Netto-
preise und der Stiickzahl. Dieser Gewinn @ soll
maximal werden unter der Voraussetzung, dass die
Fabrikationsmittel beschrinkt sind.

Als Rand- oder Nebenbedingungen erhalten wir
deshalb Beziehungen, die aussagen, dass die einzelnen
Produktionsmittel nur bis zu einem Maximalwert zur
Verfiigung stehen. Als zweite selbstverstindliche
Nebenbedingung sei hier der Vollstindigkeit halber
noch erwihnt, dass negative Stiickzahlen beziehungs-
weise Mengen ausgeschlossen sind; x muss somit
immer positiv sein.
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Wie man sieht, stellen sich bei der mathematischen
Formulierung der Probleme in der Unternehmens-
forschung immer die folgenden Fragen:

1. Welches ist die Grosse Q (z. B.: Aufwand, Kosten,
Ertrag, Gewinn), fiir die ein Maximum beziehungs-
weise ein Minimum zu suchen ist ?

2. Von welchen festen und von welchen verdnder-
lichen Grossen ist die Grosse Q abhingig? Die
verdnderlichen Grossen sind dabei moglichst so zu
wihlen, dass sie voneinander unabhéingig sind.

3. Stehen diese Grossen zur Verfiigung; wie kann
man sie gegebenenfalls ermitteln ?

4. Welche Beziehung besteht zwischen diesen Grissen
und in welcher gesetzmissigen Abhéngigkeit ste-
hen sie zur Grosse Q?

5. Welches Rechenprogramm ist zu wéhlen, um fir
Q, unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen,
ein Maximum beziehungsweise ein Minimum zu
finden.

6. Welche Werte besitzen die veridnderlichen Grossen
beim Extremwert von Q?

Fiir die Beantwortung dieser Fragen ist es wichtig,
Ursache und Wirkung immer genau auseinander zu
halten. Beispielsweise darf eine Ursache eine andere
Ursache nicht beeinflussen. Ferner muss man sich
vergegenwirtigen, dass eine richtige Beurteilung eines
betrieblichen Vorganges nur gewéhrleistet ist, wenn
die massgebenden Ursachen, die zu Verdnderungen
fithren, auch tatsiachlich bekannt sind.

Da meistens die festen Grossen (Faktoren) und
oft auch die Abhingigkeiten zwischen Ursache und
Wirkung nicht absolut genau angegeben werden
konnen, miissen vielfach vereinfachende Annahmen
getroffen werden, um lésbare Gleichungssysteme zu
erhalten.

Als erstes wichtiges Hilfsmittel in der Behandlung
der aufgeworfenen I'ragen besitzen wir diestatistische
Mathematik. Sowohl bei der Ermittlung der zahlen-
massigen Unterlagen, als auch bei der Bestimmung
gewisser Abhidngigkeiten, konnen die statistischen
Methoden wertvolle Dienste leisten. Sie seien des-
halb hier kurz gestreift.

Statistische Methoden

Statistische Verfahren werden einmal iiberall dort
verwendet, wo eine Grosse oder Verianderliche ver-
schiedene Werte mit gewissen Wahrscheinlichkeiten
annehmen kann. Die mathematische Statistik unter-
sucht die entsprechenden Verteilungen und definiert
Masszahlen zu deren Kennzeichnung. Der Durch-
schnitt (als Mittelwert) und die Streuung (als mittlere
quadratische Abweichung) sind zum Beispiel solche
Masszahlen.

In der statistischen Mathematik nehmen die Wahr-
scheinlichkeitsgesetze eine grundlegende Stellung ein,
bedeutet doch stochastisch, die von der Wahrschein-
lichkeitstheorie ausgehende Betrachtungsweise sta-
tistisch erfassbarer Massen. Die statistischen Metho-
den verbunden mit Wahrscheinlichkeitsrechnungen
erlauben an statistischen Erhebungen Untersuchun-
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gen durchzufithren und insbesondere wesentliche von
unwesentlichen Abhéngigkeiten zu unterscheiden.
Aus Versuchen oder Versuchsreihen und aus Beob-
achtungen gewinnt man eine Anzahl Einzelwerte.
Die Gesamtheit unendlich vieler solcher Einzelwerte,
die unter den gleichen Bedingungen erhalten wurden,
bezeichnet man als Grundgesamtheit oder Grundver-
teilung. Da man in der Praxis gezwungen ist, statisti-
sche Erhebungen nur mit einer beschrinkten An-
zahl von Einzelwerten durchzufithren, wurden in der
Theorie der Stichproben spezielle Priifverfahren ent-
wickelt, die es ermdglichen, aus Stichproben Riick-
schliisse auf die Grundgesamtheit zu ziehen.

Werden statistische Erhebungen wiederholt, so
stimmen die neuen Krgebnisse nicht immer mit den
fritheren iiberein. Mit Hilfe statistischer Unter-
suchungsmethoden kann dann gepriift werden, ob die
Unterschiede zufélliger Art sind, oder ob die erhal-
tenen Unterschiede als gesichert betrachtet werden
konnen. Die Stichprobentheorie gibt auch Aufschluss,
wie Stichprobenerhebungen am besten durchzufiih-
ren sind. Vor allem ist darauf zu achten, dass sich
keine systematischen Fehler einschleichen.

Bestimmte Verteilungen der mathematischen Sta-
tistik konnen oft auch gewisse betriebliche Gegeben-
heiten direkt darstellen. So wird beispielsweise die
Poissonsche Verteilung, die die Héufigkeit seltener
Ereignisse angibt, mit Vorteil als mathematisches
Modell fiir die Vorgénge beim Postschalter verwendet.
Die Probleme der Warteschlangen und Wartezeiten
lassen sich dann an diesem Modell untersuchen.

Wenn wir es nicht nur mit einer einzigen Ver-
anderlichen zu tun haben, sondern zwei oder mehr
Variable im Spiele sind, stellt sich sofort die Frage
der gegenseiticen Abhingigkeit. Die Eigenart der
Statistik liegt dann darin, dass nicht exakte funktio-
nale Beziehungen, sondern sogenannt stochastische
Abhéngigkeiten gegeben sind. Als Beispiel sei hier
auf die Abhingigkeit zwischen Fahrgeschwindigkeit
und Bremsweg eines Motorfahrzeuges hingewiesen.
Tragen wir auf der Abszisse beispielsweise die Ge-
schwindigkeit und auf der Ordinate den Bremsweg
auf, so erhalten wir je nach der Anzahl Versuche einen
grosseren oder kleineren Punktschwarm. Beim Be-
trachten dieses Punktschwarms lésst sich eine gegen-
seitige Abhéngigkeit zwischen Geschwindigkeit und
Bremsweg vermuten.

Bestimmte statistische Verfahren, wie beispiels-
weise die Korrelationsrechnung, dienen dazu, solche
stochastische Abhéngigkeiten zu untersuchen und
richtig zu beurteilen. Eine entsprechende Rechnung
ermoglicht es, zu jedem Geschwindigkeitswert einen
mittleren Bremsweg anzugeben und die Grenzen zu
bestimmen, innerhalb derer beispielsweise 909, der
zu diesem Geschwindigkeitswert gehérenden Brems-
wege zu finden sind.

Fiir die Industrie wurden besondere Methoden ent-
wickelt, die mit geringem Aufwand eine grdssere
Zahl von Einflussfaktoren festzustellen helfen.
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Sobald wir die voneinander abhéngigen Veradnder-
lichen in eine exakte funktionale Beziehung bringen
wollen, sprechen wir von Regression. Diese Zuriick-
fithrung auf eine mathematisch eindeutige Beziehung
ist sehr wichtig; wir brauchen sie zum Aufstellen der
notigen Gleichungen. Besondere mathematische Me-
thoden wurden entwickelt, um gegenseitige Abhin-
gigkeitsmasse zu untersuchen. Es handelt sich bei
der Regression immer um das Auffinden einer Kurve,
fur die die Summe der quadratischen Abweichungen
der gemessenen Einzelwerte ein Minimum wird. Am
bekanntesten ist das Verfahren zur Bestimmung der
linearen Regressionsgleichung im Fall von zwei Ver-
dnderlichen.

Je nach den angenommenen oder gefundenen Be-
ziehungen koénnen wir dann eine Gruppierung der
Probleme vornehmen, die entsprechend dem Aufbau
der Gleichungssysteme unterschiedliche Losungsver-
fahren besitzen.

In der ersten Gruppe wollen wir alle Probleme mit
linearen Gleichungen zusammenfassen. s ist die
weitaus grosste und wichtigste Gruppe. Aufgaben
dieser Art werden mit Hilfe des «linearen Program-
mierens» gelost.

Die zweite Gruppe soll die Probleme mit nicht-
linearen Beziehungen enthalten. Diese zweite Gruppe
16st man mit dem Verfahren des «dynamischen Pro-
grammierens».

Lineare Programmierung

Probleme, die auf lineare Gleichungssysteme fiih-
ren, lost man mit dem Verfahren des «linearen Pro-
grammierens». Diese Programmierart hat in den
letzten Jahren eine grosse Bedeutung erlangt. Das
Verfahren wird mit Erfolg iiberall dort angewendet,
wo mehrere Vorgédnge, die miteinander betrieblich
verbunden sind, optimal gestaltet werden miissen.
Voraussetzung ist lediglich die lineare gegenseitige
Abhéngigkeit der Grossen.

Als Beispiel nehmen wir wieder die Firma, die
Produkte mit den Mengen x;, x,...x,, herstellt. Nach
Abzug aller Kosten 16st sie einen Nettopreis pro
Stiick von py, ps...py. Die verschiedenen Produktions-
mittel (Maschinen, Arbeitskrifte usw.) stehen ihr
bis zu den Maximalwerten A, B, C... zur Verfiigung.
Gesucht ist nun das optimale Herstellungsprogramm,
das den grossten Gewinn erzielt.

Wir konnen sofort die folgende Hauptgleichung
anschreiben :
n
Q = >_‘ PiXi— K
i=1
Q ist der Gesamtgewinn und soll mit der erwihnten
Einschrankung maximal werden.
K ist ein konstanter Kostenbeitrag und kann bei
Optimumsbetrachtungen weggelassen werden.
Die beschriinkt zur Verfiigung stehenden Produk-

tionsmittel geben uns die Nebenbedingungen in
Form von Ungleichungen.

Technische Mitteilungen PTT Nr. 11/1960

Fiir das 1. Produktionsmittel 5 aijx; <A
i=1

n
Fiir das 2. Produktionsmittel 5~ bixi<B
i-1
a, b... sind die sogenannten Produktionsfaktoren
und geben an, in welchem Mass ein Produktionsmittel
je Produkteinheit beansprucht wird.

Damit wir das Losungsverfahren des linearen
Programmierens in der Ebene graphisch erliutern
koénnen, wollen wir annehmen, die Firma besitze
nur zwei Produkte. Die beiden Verdnderlichen be-
schreiben dann ein x;-x,-Koordinatensystem. Wir
erhalten fir die Hauptgleichung

Q = P1X;+PaXy
und fiir drei Produktionsmittel die folgenden Neben-
bedingungen

=
R

M
s

L F

o
o

W
o

N

Da wir keine negativen Produktionsmengen erhal-
ten diirfen, miissen wir zusatzlich noch die folgenden
trivialen Bedingungen fordern

X, > 0 X, > 0

Unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen ist
fiir Q@ nun ein Maximum zu finden und sind die dazu-
gehorigen Werte fiir x; und x, zu bestimmen.

In der Ebene lassen sich die linearen Beziehungen
durch Geraden darstellen. Die Punkte, welche eine
Ungleichung erfiillen, liegen in einer ganz bestimmten
Halbebene, die durch eine Gerade begrenzt ist. Die
Gesamtheit aller aus den Nebenbedingungen hervor-
gegangenen Ungleichungen sagt aus, dass in unserem
Beispiel nur Punkte im Gebiet P, P, P,, P,und P, als
Losung in Frage kommen (siehe Fig. 1). Man kann
leicht einsehen, dass die Begrenzungslinie eines aus
linearen Ungleichungen bestimmten Losungsgebietes
immer konvexer Art sein muss.

x2 &

/

/

X2 : pé\»

o?
x
kS
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Nach der Voraussetzung ist auch die Maximums-
bedingung linear. Fiir einen bestimmten Wert von Q
erhalten wir eine Gerade Q, in der Figur 1. Verschie-
dene Werte von Q fiihren zu einer Schar von paral-
lelen Geraden. Die Aufgabe besteht nun darin, den
Punkt im zulidssigen Bereich zu suchen, fiir den Q
den grossten Wert annimmt.

In unserem Beispiel ist es der Punkt P,. Wie aus
der Figur ersichtlich ist, kann der gesuchte Lisungs-
punkt immer nur am Rande des zuldssigen Bereiches
liegen. Wird die Parallelitit zwischen der Q-Geraden
zu irgendeiner andern Begrenzungslinie ausgeschlos-
sen, so kommen grundsitzlich nur die Ickpunkte
P, P,, P,, P, als Losungen in Frage. Diese Tatsache
fiihrt in der linearen Programmierung zu einem ganz
bestimmten Losungsverfahren, der sogenannten Sim-
plex-Methode.

Die Simplex-Methode besteht darin, dass man bei
irgendeinem beliebigen Eckpunkt des gegebenen kon-
vexbegrenzten Bereiches beginnt und dann in Rich-
tung moglichst stark steigender Q zur néchsten Ecke
fortschreitet; den neuen Punkt zum neuen Ausgangs-
punkt macht und so bis zum gesuchten Lisungspunkt
fortschreitet.

Genau das gleiche Prinzip ldsst sich auch anwen-
den, wenn an Stelle einer Maximum- eine Minimum-
aufgabe zu l6sen wire. Bei solchen Problemen fordern
die Nebenbedingungen, dass gewisse Grossen nicht
unterschritten werden diirfen. Das mit den Neben-
bedingungen bestimmte Losungsgebiet liegt dann
zwischen den Begrenzungsgeraden und dem Unend-
lichen (siehe Fig. 2).

X2 1/

Fig. 2.

Als Beispiel eines solchen Problems nehmen wir
eine LKlektrizitéitsgesellschaft, die den Bedarf ihrer
Kunden an elektrischer Knergie mit Hilfe einer
gewissen Zahl von Kinheitskraftwerken decken will.
Der Gesellschaft stehen hydraulische und thermische
Kraftwerke zur Verfiigung. Die zu liefernden Leistun-
gen sind gegeben durch:
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A fir die maximalbenétigte Winterleistung,
B fiir die maximalbendstigte Spitzenleistung,
C fir die total erforderliche Jahresenergie.

Die Leistungen, die Kapital- und Betriebskosten
je Einheitswerk sind ebenfalls bekannt. Gesucht ist
die Anzahl der beiden Kraftwerkstypen x, und x,.
die mit minimalen Kosten die bendtigten verschie-
denen Leistungsarten erzeugen koénnen.

Wir erhalten als Hauptgleichung:
Q = pyx+py X,
Q ist die Summe aller Kosten und soll minimal

werden. p; und p, sind die Kosten je Kinheitskraft-
werk.

Der Bedarf der verschiedenen Leistungen fiithrt zu
den folgenden Ungleichungen:

fir die Winterleistung :
fir die Spitzenleistung: by x,+b, x, >
fir die totale Jahresenergie: ¢; x, ¢, x,> C

Dabei sind a,, by, ¢; und a,, b,, ¢, die Produktions-
quoten der beiden Kraftwerktypen.

Genau wie im fritheren Beispiel ldsst sich auch hier
der entsprechende Lisungspunkt P, finden (siehe
Fig. 2). Mit ihm sind die gesuchten Werte fiir x, und x,
gegeben.

In unseren Beispielen haben wir einfachheitshalber
nur zwei Produkte, zwei Verdnderliche angenommen.
Vielfach sind die Probleme aber bedeutend umfang-
reicher, was sofort eine grissere Zahl von Unbekann-
ten und Ungleichungen zur Folge hat. An Stelle
einer Fliache erhalten wir dann einen n-dimensionalen
Raum.

Zum Auflosen eines Gleichungssystems mit einer
grosseren Zahl linearen Gleichungen und ebenso-
vielen Unbekannten stellt uns die Algebra die Ma-
trizenrechnung zur Verfiigung. Mit Matrizen kénnen
wir komplizierte lineare Gleichungssysteme einfach
und iibersichtlich darstellen und mit Hilfe der Re-
chenregeln fiir Determinanten die Unbekannten nach
einem einfachen Schema ermitteln.

Beispielsweise erhdlt man fir das Gleichungs-
system:

ay Xpfap X, = by
Ay Xy Fag Xy = by

die folgenden Losungen fiir die Unbekannte x, :

[ bl Qg |
. 2 aJzzﬁ‘; _ byay—bya,
L7 ey 8|
| 81 g By B — By gy
Qo1 gy

Damit sich die Matrizenrechnung auch bei den
Planungsaufgaben verwenden ldsst, missen die
Ungleichungen mit einem kleinen Kunstgriff in
Gleichungen umgewandelt werden. Man tut dies,
indem man sogenannte Schlupfvariable einfiihrt,
die die fehlenden Restbetrige bis zum Gleichheits-
zeichen erginzen und erhilt dann in der Programmier-
aufgabe das folgende lineare Gleichungssystem fiir
die m-Nebenbedingungen:
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n

22Xty =A

=1

> bi-xi+y,=B
i=1

Dabei sind y die unbekannten Schlupfvariablen.
In diesem Gleichungssystem mit m-Gleichungen und
n-+m-Unbekannten konnen n-Unbekannte beliebig
vorbestimmt, und das System kann dann fiir die rest-
lichen m-Unbekannten gelost werden. Mit den Werten
fiir x; bis x, geht man dann in die Hauptgleichung fiir
Q. Das grundlegende Theorem der Simplex-Methoden
lautet nun, dass fir die Losung, bei der Q in der
Hauptgleichung maximal oder minimal wird, vor-
bestimmte Variable null sein miissen. Auf unsere
graphische Darstellung iibertragen, bedeutet dies
nichts anderes, als dass nur ein Eckpunkt des zu-
lassigen Flidchenbereiches als optimale Losung in
Frage kommt. Die Simplex-Methode empfiehlt ferner
ein Vorgehen fiir das Nullsetzen der Verdnderlichen,
um auf raschem Wege zum optimalen Losungspunkt
zu gelangen.

Auch bei sehr vielen Unverédnderlichen bleiben die
Grundprinzipien der linearen Programmierung und
das Auffinden der Losungen mit Hilfe des Simplex-
Verfahrens unverindert. Die auszufiihrenden Rech-
nungen werden dann aber so umfangreich, dass zum
rationellen Losen der Probleme Elektronenrechner
eingesetzt werden miissen.

Dynamische Programmierung

An Hand eines einfachen Beispiels sei das Wesen
der dynamischen Programmierung kurz erldutert.

Am Anfang eines Jahres besitze ein Bauer einen
Viehbestand M,. Davon verkauft er sofort eine
Anzahl Tiere x, und lost daraus einen Ertrag f; (x,).
Der restliche Bestand y, =M, —x; vergrossert sich im
Laufe des Jahres auf M, = a . y,. Am Anfang des
zweiten Jahres wird neuerdings eine Menge x, ver-
kauft und daraus f, (x,) gelost. So auch in den néch-
sten Jahren. Nach n — 1 Jahren will der Bauer aus
Altersgriinden keine Viehwirtschaft mehr betreiben
und verkauft am Iinde der Periode den ganzen rest-
lichen Viehbestand. Aufgabe der Unternehmens-
forschung ist es nun, dem Bauer eine Verkaufspolitik
anzugeben, bei der er aus seiner Viehwirtschaft einen
maximalen LKrlos erzielt. Da die Beziehungen nicht
linear sind, versagt hier die Methode des «linearen
Programmierens». Dagegen besitzen wir im dynami-
schen Programmieren ein Losungsverfahren, das zum
Ziele fuhrt. Der allgemeine Ansatz lautet:

Der Gesamtertrag Q besteht aus einer Summe von
beliebigen Funktionen

Q = fi(x)+ (xy) + ... £y (x0)

Fir Q soll unter Beriicksichtigung von Neben-
bedingungen der Extremwert (Maximum oder Mini-
mum) gefunden, und die dazugehdrenden Werte sollen
fur x,...x, bestimmt werden. Als einfache Neben-
bedingung besitzt man beispielsweise

X; Xy .o X, < M

Technische Mitteilungen PTT Nr.11[1960

Ein solches Extremwertproblem kann nicht in
einem Schritt gelost werden. Die KErreichung des
Optimums muss stufenweise geschehen, indem man
eine Unterteilung in Teilprobleme vornimmt,

Das erste Teilproblem lautet :
die Teilgrosse Q, — f; (x;) soll mit x, << M
ein Maximum werden. Dieses Maximum”ist von M
abhingig. Wir erhalten eine Funktion

Q; max. = F, (M)
Dabei entspricht jedem M ein bestimmtes x;.
Im zweiten Schritt soll
Q, = 1 (xq) +1, (x,) mit x, +x, <M
ein Maximum werden.

Offenbar ist Q, — £, (x,) +F, (M—x,)

Das Maximum von Q, ist wieder von M abhingi
Wir erhalten

Q,max. = F, (M)

Die Funktion Iy, (M) kann also aus F, (M) berechnet
werden. Gleichzeitig sind bei einem gegebenen Wert
von M die Werte fiir x, und x, festgelegt. Analog gilt
fiir den k-ten Schritt:

Qi = fic (xx) + Frep (M—xy)
und Qi max. = Fy (M)

Wir erhalten so ein System von Funktionalglei-
chungen, das mit Hilfe der rekursiven Berechnung
von Ky (M) zur gesuchten Losung fiihrt.

Am Beispiel der vorerwiihnten Aufgabe lasst sich
dieses stufenweise Erreichen der optimalen Losung
anschaulich zeigen. In den zeitlich gestaffelten Ver-
kdufen ist der Aufteilungsprozess schon festgelegt.

Einfachheitshalber seien die einzelnen Ertragsfunk-
tionen gleich und gegeben durch

f(x) = x"wobeib < 1

Damit lautet die Hauptgleichung

n
Q = XOb + le + Xzb T s e an == >_ Xkb
k=o0

Wir nehmen dabei noch eine Umnumerierung vor
und bezeichnen mit x, den Verkauf am KEnde des
letzten Jahres und mit x,, den Verkauf zu Beginn
des ersten Jahres. Fiir Q ist das Maximum zu finden.

Als Nebenbedingungen haben wir:

O < xp < My mit My; = a (My—xx)
k=0,1,2,...n und M, =x,, M, =M

Da der Grenzwert M,_, von der vorher verkauften
Menge xi abhingig ist, kommt die Dynamik des
Problems besonders deutlich zum Ausdruck.

Wir beginnen im letzten Jahr, wo alles verkauft
wird (X, = M,), erhalten das in der ersten Zeile der
Tabelle 1 angegebene Teilproblem und bestimmen
daraus die Funktion F, (M,). Anschliessend gehen
wir ein Jahr zuriick und behandeln das in der zweiten
Zeile angegebene Teilproblem.

Wie bereits erlautert, kann F; (M,;) mit Hilfe von
Fo (M) und der gegebenen Nebenbedingung ermittelt
werden. Der Ubersichtlichkeit wegen wurde in der

Tabelle der Koeffizient ¢ eingefiihrt.
b

q-—a'?
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Tabelle 1

| - ] »7‘
= Qn T*Xob‘}’xl)%’ anan—l

Durch schrittweises Vorgehen gelangt man bis zur
n-ten Zeile und erhilt fiir
C n+1_ 1' 1-b
Q max. = F, = MV 1
q-1
Zur Bestimmung der einzelnen Verkaufsmengen,
rechnet man dann riickwirts abwechslungsweise die
xk und Mg aus.

Dabei ist M ; = a (Mi—xx)

Setzen wir beispielsweise :
—05 n=6 M =127

so betragen der maximale Erlés

a =2

/ 271
Q ;A,:F)z /127 - /»—~]27
max 6 \ \ 21
und die einzelnen Verkaufsmengen
| | | 5 2 2 B
| Jahre. . . . ‘ 0 1 2 3 4 5 6 ‘
| Bestand My . | 127 252 496 960 (1792 3072 4096
Verkaufs- ‘
menge X . - 1 4| 16 64 256 1024 4096
orlos . ... 1 2 4 8 16 32 64 = 127

\ .w |

Da es in unserm Beispiel nur um das Prinzip des
dynamischen Programmierens geht, wurden einfach-
heitshalber die Kosten fiir die Unterbringung eines
erhohten Bestandes unberiicksichtigt gelassen.

Alle Probleme, die durch einen n-stufigen Prozess
gegeben sind und in denen jede Stufe durch gewisse
Angaben eindeutig charakterisiert werden kann,
sind dem Losungsverfahren des «dynamischen Pro-
grammierens zuginglich. Dabei ist wesentlich, dass
Anderungen auf einer bestimmten Stufe wohl die
nachfolgenden Prozesse, nicht aber den vorhergehen-
den Ablauf beeinflussen konnen. Das dynamische
Programmieren wertet die Tatsache aus, dass bei
einem solchen mehrstufigen Prozess ein optimal
verlaufender Teilprozess auf der k-ten Stufe denselben
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Jahr | Qi = o (x0) + i (x1) + . .. fi (x4) = Fror (Mi—xu) + fie (xx) . Q max. bei ¥ (M)
T (?() = an O -+ X b Xg A\]() F“ = )lob
n
- Ql X + X" K, { M, - a (Ml —Xy) } +xP Xy | I ’ 1\Il | F1 Mlb(l { (1)1 b
f ¢ ‘
n—1 | ! ‘
L1 Qe = %"+ x/" + xoP = F, { M, = a(M:--xy) } + XoP X, _M,| F,=M,*(1+q+ g2
I+q+q®> |

-- Qn—l = X"+ X1b +...xP = Fn—;’ { 1\’[n—z =a (1\"[11 rl_xn—l) } + an‘)l

l\'In—l =a (Mn_xn) -t an Xn =

; | n__ 1-b
Xn1° q l’ : 1V[n»l Fn—l = A\Inl—)l ’ q 1 ’

q"-1 q-1
- | nil 11D
q . 'Mu ‘ Fn = :\‘1111) q .
i qr -1 q-1

Verlauf besitzt, ob er fiir sich allein mit den ihm
zugeordneten Randbedingungen oder als Teilprozess
im optimalen Gesamtablauf betrachtet wird.

Simuliermethode

Oft lassen sich in der Unternehmensforschung die
Probleme nicht durch Gleichungssysteme ausdriicken,
die mit Hilfe der linearen oder dynamischen Program-
mierung gelost werden konnen. In diesen Fillen muss
man versuchen, durch Simulierungen oder geschickt
gewihlte Modelle die gewiinschten Vorginge mog-
lichst genau nachzubilden. Zum Beispiel : Poissonsche
Verteilung bei Wartezeit- und Warteschlangenpro-
blemen. Diese Methoden geben uns die Mdoglichkeit,
verschiedene betriebliche Anordnungen miteinander
zu vergleichen und wirtschaftlich gute Losungendurch
Probieren zu finden. Mit Hilfe der Simulationsverfah-
ren und der Verwendung von Modellen lassen sich
unter anderem ganze Produktionsabteilungen oder
andere Einheiten auf dem Papier organisieren und alle
wiinschbaren Untersuchungen an ihnen durchfiihren.

Das Aufstellen von mathematischen Simulier-
systemen ist nicht leicht und verlangt grosse Krfah-
rung. Allgemein giiltige Verfahren gibt es noch nicht.
Jeder einzelne Fall muss gesondert untersucht und
behandelt werden.

Sehr oft sind solche Probleme mit Zufallsmecha-
nismen verbunden, die nicht durch eine mathematisch
gegebene Verteilfunktion zu beschreiben sind. In die-
sem Fall verwendet man die sogenannte «Monte-
Carlo-Methode». Diese Methode lduft darauf hinaus,
den Vorgang eines regellosen Mechanismus — zum
Beispiel: Zustrom der Kunden am Postschalter,
Eingang von Bestellungen, Ausfall von Arbeits-
kriften oder Maschinen — kiinstlich nachzuahmen.
Grundlage der Monte-Carlo-Methode sind deshalb
sogenannte Zufallszahlen, die eine statistische Ge-
gebenheit nachbilden.
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Strategische Spiele

Konkurrenzieren sich bei einem Entscheidungspro-
blem die beteiligten (meist zwei) Parteien, indem sie
das gleiche Ziel anstreben, sich am Ziel aber gegen-
seitig ausschliessen, nennt man dies ein strategisches
Spiel. Gewinn der einen Partei bedeutet Verlust fiir
die andern. Dabei ist das Resultat einer Strategie
des einen Spielers abhingig von der Strategie der
Gegenspieler. Beim Suchen der optimalen Lésungen
sind deshalb parteifremde Hinfliisse zu berticksichti-
gen. Probleme dieser Art treten auf unter anderen in
militérisch strategischen Situationen und auch bei
gewissen Gesellschaftsspielen (zum Beispiel Schach,
Kartenspiele).

Die Spielregeln definieren fiir jede mogliche Kom-
bination von Strategien einen Verlierer und einen
Gewinner. Da jeder Spieler nur seine eigene Strategie
bestimmen kann, nicht aber die seines Partners,
steht das Ergebnis eines Spiels nicht von vornherein
fest. Die Aufgabe fiir die Unternehmensforschung
liegt darin, die Strategie beziehungsweise die Strate-
gien und die Héufigkeit ihrer Anwendung zu bestim-
men, die cin Spieler beniitzen muss, um den grosst-
moglichen (Gewinn zu erreichen, ohne dass die Stra-
tegiewahl des Gegners zum voraus bekannt ist.

Zur Behandlung der Spielfragen wurden gewisse
Theorien entwickelt. Ihnen liegt die Annahme zu-
grunde, dass die gesamte Gewinnsumme zweier
Spieler null ist und die Gewinne eines Spielers A fiir
jede Kombination sidmtlicher Strategien angegeben
werden kann. Gesucht sind dann die Wahrschein-
lichkeiten, mit denen der Spieler A die verschiedenen
Strategien bei optimaler Spielweise spielen soll.
Die Studien werden normalerweise f{iir den Fall
durchgefiihrt, dass auch der Gegner optimal spielt.
Verhilt er sich dann nicht optimal, so wird der Spie-
ler A im allgemeinen nur um so sicherer gewinnen.

Da die verschiedenen Strategien aus der Kombi-
nation der einzelnen Ziige hervorgehen, und zudem

A.-V.-J. MARTIN, Paris

Satellites pour Communications*

Les systémes de communication existants sont particuliére-
ment sensibles aux dispositifs de brouillages, qu’ils soient d’ori-
gine humaine ou naturelle. Par exemple, & grande distance, ol
Ion utilise la réflexion sur les couches ionisées de la haute atmos-
phére, une simple variation des propriétés de ces couches peut
parfaitement mettre en défaut un systéme de communication.

Or, les couches ionisées de la haute atmosphére sont essen-
tiellement instables, et il suffit d’un accroissement d’activité
solaire pour que les communications soient immédiatement sup-
primées dans les liaisons & grande distance. Si 'on ajoute que
Pon peut parfaitement produire de facon artificielle le méme
résultat en faisant exploser une bombe atomique & haute alti-
tude, ainsi que cela a été expérimentalement démontré, on
congoit que les militaires ne soient pas tranquilles du tout quant
a la slreté de leurs communications & grande distance, au cas
de conflagration mondiale.

* Reproduction autorisée de «Radio Llectronique professionnelle», Paris,
n° 297, septembre 1960,
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die Strategien des einen Spielers mit den moglichen
Strategien des Gegenspielers in Verbindung ge-
bracht werden miissen, entstehen sehr umfangreiche
Gleichungssysteme, die durch Matrizen dargestellt
werden konnen. Die einzelnen Kolonnen bedeuten
dann etwa die Strategien beziehungsweise Massnah-
men des einen Spielers, die einzelnen Zeilen die ver-
schiedenen Strategien des Gegenspielers. Das aus
der Kombination zweier Strategien resultierende
Gewinnergebnis fiir den einen Spieler (Verlustergeb-
nis fiir den Gegner) wird in der Matrize am ent-
sprechenden Ort eingetragen. Mit Hilfe der linearen
oder dynamischen Programmierung lassen sich dann
die durch die Matrizen dargestellten Gleichungs-
systeme losen und optimale Verhaltensmassregeln
bestimmen.

Die verschiedenen Strategien und ihre Einfliisse
sind meistens sehr schwer zu beschreiben und zahlen-
miéssig anzugeben. Dies fithrt dazu, dass die Haupt-
schwierigkeit bei den spieltheoretischen Problemen
im Finden der Gleichungsansitze liegt.

Bibliographie
C. W. Churchmann, R. L. Ackhoff, E. L. Arnoff: Introduction to
operations research, 1957, Verlag John Wiley, New
York.
. Kawfmann: Méthodes et modeles de la recherche opérationnelle.
1959, Verlag Dunod, Paris.
Billeter:  Hauptprobleme der Unternehmensforschung.
Unternchmensforschung, Band I (1956/57), Heft 4
(Physica-Verlag, Wiirzburg).

X
55N

E. P.

Statistische Methoden fir Naturwissenschaftler,
Mediziner und Ingenieure. 1946 und 1951, Verlag
Birkhéauser Basel.

A. Linder:

S

W. Krelle und H. P. Kiinzi: Lineare Programmierung. 1958, Ver-
lag Industrielle Organisation, Ziirich.

F. Ferschl: Grundziige des « Dynamic Programming». Unterneh-
mensforschung, Band 3 (1959), Heft 2 (Physica-
Verlag, Wiirzburg).

F. Ferschl: TEntscheidungsproblem wund Strategische Spiele,

Unternehmensforschung, Band 2 (1958), Heft 2

(Physica-Verlag, Wiirzburg).

621.396.934

Méme si ’'on ne veut pas s’en tenir a des horizons aussi noirs,
il faut bien constater que les communications commerciales
a grande distance sont sujettes & des anomalies telles que les
messages ne sont acheminés que pendant une faible fraction du
temps, ce qui conduit a une exploitation particuliérement peu
économique des réseaux.

De ces ameéres constatations est née I'idée suivante. Sil'on ne
peut compter sur les réflexions ionosphériques, en raison du
caractére instable qui leur est propre, pourquoi ne pas remplacer
une ionosphére instable par quelque chose susceptible de la rem-
placer, et de plus insensible aux brouillages d’origine électro-
magnétique ?

C’est ainsi qu’est née lidée d’utiliser des satellites orbitant
autour de la terre pour relayer les télécommunications & grande
distance.

Emploi des satellites

Que des satellites puissent étre employés pour transmettre

des informations, cela ne fait aucun doute. En dehors des in-
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