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Erzwungene elektromagnetische Schwingungen am Ellipsoid und an der
Kugel bei zonaler Anregung.

Vorliufige Mitteilung.
E. Metzler.

Die Umformung der Maxwellschen Feldgleichungen
auf krummlinige orthogonale Koordinaten fiihrte
verhdltnismassig frith, am Stande und an der da-
maligen Entwicklung praktischer Untersuchungen
elektromagnetischer Schwingungen gemessen, zur
exakten Formulierung und theoretischen Losung des
Schwingungsproblems an geometrisch und elektrisch
wohldefinierten Koérpern. Die notwendige Separier-
barkeit der entstehenden Differentialgleichungen, d. h.
der Schwingungsgleichung, ergab sich fir elliptische
Koordinaten und ihre Grenzfille, d. s. die Kugel und
das Paraboloid. So liegen denn im Zeitraum bis etwa
1910 eine Reihe klassischer Arbeiten iiber den Gegen-
stand vor, die, ausgehend von der Schwingungs-
gleichung, sich z. B. befassen mit den elektromagne-
tischen Schwingungen am leitenden Ellipsoid, Para-
bolovd (M. Abraham) und an der Kugel (G. Mie,
P. Debye).

Allen diesen Arbeiten ist eigen, dass keine inneren
Energiequellen auftreten; es handelt sich also um
Eigenschwingungsprobleme oder solche, bei denen der
betrachtete Korper den rdumlichen Verlauf eines
einfallenden fremden Feldes beeinflusst. Offenbar sah
man gewisse Schwierigkeiten in der Problemstellung
bei vorhandenen inneren Energiequellen und die
Diff. Gl.-Methode war durch die bekannten Arbeiten
im Prinzip gewissermassen ausgeschopft.*)

Die Technik aber arbeitet mit Hochfrequenz-
generatoren, die den Strahlergebilden fortwiahrend
Energie zufiihren. In einer grundlegenden Arbeit
iber ,die Greensche Funktion der Schwingungs-

*) In neuester Zeit sind besonders Hohlraumschwingungen
mittels der Diff. Gl.-Methode vielfach behandelt worden.

gleichung® (Jahresbericht der D. Math. Vereinigung
21, 1912) legte A. Sommerfeld die Richtlinien fest,
welche fiir die Behandlung des Schwingungsproblems
bei vorhandenen Quellen massgebend sein miissen.
Insbesondere fiithrte er den Ausdruck ¢/*£/R als
Greensche Funkiion des wunbegrenzten dreidimensio-
nalen Gebietes ein. In der Tat werden die retardierten
elektromagnetischen Potentiale, die eine besondere
Form der Maxwellschen Feldgleichungen darstellen,

quellenmiissig mit Hilfe der Funktion e/*®/R dar-
gestellt.

An Arbeiten iiber das Strahlungsproblem unter
Zuhilfenahme der retardierten Potentiale (oder, was
bis auf die Zeitableitung dasselbe ist, des Hertzschen
Vektors) hat es in neuerer Zeit nicht gefehlt. Hier
verdienen besonders die exakten Untersuchungen
der Higenschwingungen durch Hallén, wobei die
Koordinatenbeschriankung wegfallt, besondere Be-
achtung. Allerdings lassen auch die neuesten Arbeiten
eine konkrete systematische Beriicksichtigung der
Wirkung innerer eingeprigter Kréifte vermissen. Von
den modernen, meist im Zusammenhang mit tech-
nischen Problemen aufgefassten Arbeiten wird, soweit
dies notig ist, in einer in Vorbereitung befindlichen
Verotfentlichung die Rede sein. Fragen, welche von
grosser Wichtigkeit sind, bleiben so konkret abzu-
klaren. Wir erwahnen z. B. das Nahfeld, den Strah-
lungswiderstand, das Reziprozititsprinzip u. a. m.

i

Der Verfasser hat sich die Aufgabe gestellt, das
Problem des durch innere eingeprigte Krifte erregten
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Strahlers auf exakter Grundlage zu untersuchen.*)
Im folgenden seien einige grundsitzliche Resultate
angegeben; eine eingehende Darstellung der Ge-
dankenginge soll durch die in Vorbereitung befind-
liche Veroffentlichung erfolgen.

Wesentlich fiir die Untersuchung ist die Erwei-
terung der 2. Maxwellschen Feldgleichung durch die
Hinzunahme einer inmeren eingeprdigten Kraft.

rot (G- G@) = -1 %@
Codt

Ausgehend von den Feldgleichungen in rotations-
symmetrischen, elliptischen Koordinaten mit den Be-
zeichnungen von Abraham «, v, w definieren wir den
Strahlungsraum %, < u < oo mit den Konstanten
¢a, Mte und einen elektrisch leitenden Innenraum, ge-
geben durch e < u < w, (o, &, [t;). Das den Innen-
raum darstellende Ellipsoid (Symmetrie um die
Hauptachse) moge durch die Hyperboloidflache
v = v, unterteilt werden. In dieser Schnittfliche
wirke die eingeprigte Kraft €;¥. Wir treffen sofort
die weitere Verfiigung (deren Zuldssigkeit die Rech-

nung erweist), dass der Innenraum aus einer diinnen,
leitenden Schale (o, ¢, p;) und einem Hohlraum
(e, 1) besteht. Die Dicke der Schale kann von der
Grossenordnung der doppelten Eindringtiefe der
Schwingungen angenommen werden, aber jedenfalls
so, dass sie diese etwas iibertrifft, d. h. die Wellen
dringen nicht bis zur inneren Grenzfliche vor und
storen sich gegenseitig nicht, wenn man auch die
Schwingungen des Hohlraums in Betracht zieht.
Weiter setzt man den inneren Widerstand des die
Kraft €;® erzeugenden Generators als verschwin-
dend klein voraus, demgemiss auch die Kopplung
iiber den Generator zwischen den notwendigerweise
auftretenden Schwingungen des Hohlraumes und dem
Aussenfeld vernachlassigbar klein wird. Die Zeit-
abhéngigkeit sei durch den Faktor e-i“t gegeben
(w Kreisfrequenz der Generatorspannung). Das rota-
tionssymmetrische Feld ist charakterisiert durch
Cw = Hu = Hv = 0. Bezeichnet man wie iiblich
die magnetische Umlaufspannung mit M, so lauten
nun die Diff.Gl. fiir den Innen- bzw. Aussenraum
symbolisch geschrieben:

B 47?0'/11'-—7.61'[11'0)

(w2 e2) Miw + (1-y2) Miyy + 22 (u?-e2y2) M;= c (u? - e*y?) pgrot G/ v=ey,
' 0 VW
(1) (u? - ¢*) Maw + (1-9°) May + xa* (v — €y*) Ma =0

Die Einfithrung der Verhéltniszahl y = % als neue

Verinderliche an Stelle der reellen Hyperbelhalbachse
v brachte den Vorteil, dass ohne Schwierigkeiten der
Grenziibergang e » o vollzogen werden kann.

Der weitere Rechnungsgang soll kurz skizziert
werden.

(e bedeutet in diesem Zusammenhang die lin. Exzentrizitit)

Die Singularitit in y = 7, bedingt einen Sprung
der ersten Ableitung M, in 7, entsprechend der ein-
geprigten Kraft und damit einen Sprung der La-
dungsdichte beim Durchgang durch 7,. Die Funktion
M selbst geht stetig durch 7, (der Generator in der

Speisezone hat kein Aussenfeld, | dividv = o).
Wir konnen, mit § = rot 2 gesetzt, auch so tiberlegen :

. . ot €;® y =,
da rot ( (€ - €™) + 74‘?21> =0  oder: rot <(&3+7w91 = {r
< ¢ ¢ ) 0 Y7 s
gilt frot (/(53 + 7%"2[) df = — fgrad ¢ ds + § € ds =.0 + E, (EM K des Generators).

Das skalare Potential ¢ setzt sich zusammen aus
zwei Teilpotentialen, herrithrend von der Ladungs-
verteilung auf w, beidseitig der Erregungszone
Yy = 7,. ¢ erleidet ferner beim Durchgang durch
7, einen Sprung von der Grosse der Generator

E M K. Wegen div A = 1d¢

— = —"gchliessen wir, dass
¢ dt

A selbst stetig verlauft, dagegen in 7, einen , Knick®

*) Kurz vor der Fertigstellung dieser Mitteilung machte mich
Hr. Prof. Dr. F. Tank freundlichst auf eine Arbeit (in drei Auf-
siitzen) von J. A. Stratton und L. J. Chu, erschienen im ,,Journal
of applied physics*, March 1941, aufmerksam. In dieser Arbeit
findet sich eine Problemstellung édhnlich der unsern mit dem
grundsitzlichen Unterschied allerdings, dass die Autoren die Ver-
bindung der exakten Feldgleichungen mit den angenommenen
eingepragten Kriften iiber die besondere Form des Ohmschen
Gesetzes 1 = (€ + CE;(¢)) ¢ herzustellen suchen; dabei ent-
stehen Schwierigkeiten in Form divergenter Reihen. In unse-
rem Fall dagegen fithrt die Beriicksichtigung der Fremdkrifte
iiber die 2. Feldgleichung zur Diff. Gl. der Greenschen Funk-
tion fiir den Innenraum.

aufweist, der einen Sprung der Ableitung 2, bedingt,
dies alles in Uebereinstimmung mit dem Verhalten
der Funktion M; (u,¥y) in y = 7,

Zur Separierung und Losung von (1) darf mit
Riicksicht auf die geringe Dicke der Schale rechts
durch einen festen Wert, wir wihlen den Parameter
der ausseren Grenzfliche u,, ersetzt werden.

Die Grenzbedingungen an der &usseren Trenn-
fliche uo verlangen den stetigen Uebergang von €4y,
und 9, ferner entsteht eine Flichendivergenz

dif ® =47 q, mitqg=— 5‘(% I';woI den Gesamtleitungs-

strom bedeutet. In den singuliren Punkten y = -+ 1
muss iiberdies M wegen der notwendigen Kndlich-
keit. der Feldkrifte geniigend stark verschwinden.

Die Separierung von (1) fithrt nun fiir den Innen-
raum bzw. Aussenraum auf die beiden Diff. Glei-
chungen. (Im Aussenraum ist auch (3) homogen.)
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& H 22 u? — 2
H=0
@) d u? <u2—e2> ®) d y?

1 :
Innenraum: x; = . \/ei/zi o+ jdromw

1 —q2

b 4oy —

az & + <x—12 62y2> 6 — { —k (o> — €? ?82) Os rot €;® Y=17s

0 g2,

i & s @ mit dem Produktansatz:

w
Aussenraum: x, = E\/ €4 o

Die Losungen der homogenen Diff. Gl. (3) bilden bei
den vorgeschriebenen Randbedingungen ein ortho-
gonales Funktionensystem mit den Eigenwerten An.
Die Losungen von (2) und (3) lassen sich allgemein
durch Reihenentwicklungen darstellen; sie gehen ins-
besondere fiir e = o0 in die bekannten, der Kugel ei-
gentiimlichen Funktionen iiber. Zur Losung der un-

. n n 2 n x17,
(24) d_g:_[_{_ x2 — L) j."[n =0 (31) 4z &

d u? u? dy:  1—qp
Die Eigenfunktionen zu (3‘) sind (1 —?) d—l;n—(y)mit

A= mn(n -+ 1). Die zugehorigen Losungen von (2)
sind A, = u”% Cypyy, (xu), unter P,(y) die Le-
gendreschen Polynome, unter C,ts (xu%) eine zu-
nachst beliebige Zylinderfunktion verstanden.

Aussenfeld: M, (u,y) = (1— y*) Z (n) anw’ HO, \ y (2,%) d P, (y)
I

Innenfeld: M; (u,y) = —27 ku Bo [em= ] e—jxi(u—uo) \/1—12 \/1— Z(n)
I

¢ M =T (u) € (y)

homogenen Diff. Gl. (3) kann der Parameter 4 = 0
(was sicher kein Eigenwert ist) gesetzt werden.*)
II
Zum Zweck einer tibersichtlichen Darstellung durch
bekannte tabellierte Funktionen geben wir als Bei-
spiel die Losung fir e = o. Die Diff. Gl. (2) und (3)
lauten dann fir die Eigenfunktionen

i
€0 — 0 mitf8"€Mdy:{0 L

1—q2 I m=mn
—-I

Nachdem man noch rot &;(® nach einem Grenziiber-
gang durch die E M K des Generators ausgedriickt
hat, lauten die vollstindigen Losungen fiir das
Aussen- bzw. das Innenfeld in GauBschen cgs-Ein-
heiten:

dy

P i1(y) Pua(y+)
n (n+41)

n+ %
n(n+1)

—{—’\/1-—-?/2 \/’iio Z (n) bnw Py.a (?/)
1

Entsprechend unserem Zeitansatz e~7¢' musste im
Aussenfeld die erste Hankelsche Funktion gewahlt
werden (wir lassen den diesbeziiglichen Index kiinftig
weg). Das Innenfeld setzt sich aus der Reihen-
darstellung eines symmetrischen Kerns, d.h. der
Greenschen Funktion zu (3) und einer zweiten Reihe
mit unbestimmten Koeffizienten zusammen. Die
Konvergenz der Reihen ist nach allgemeinen Ent-
wicklungssatzen tiber Eigenfunktionen gesichert, in-
dessen héngt sie weitgehend von der erregenden
Frequenz ab.

Die Konstante x; des Innenfeldes hat die Zu-

1 5
sammensetzung % = - Veipio® + jdnopio, setzt

man hohe Leitfihigkeit der Schale voraus, so darf
geschrieben werden x; > (1 -+ 7) % \/ 27w o p; und

4r o Mi
c
schiebungsstromes im Metall). Die so vereinfachten
Konstanten in den Ausdruck fiir M; eingesetzt, lisst
sofort den zu erwartenden starken Abfall der Schwin-
gungsamplitude gegen das Schaleninnere erkennen
(Hauteffekt). Die Ableitung der im Grundbereich
— I <y < Istetigen Funktion M; nach y macht
entsprechend der eingeprigten EM K in y =

den vorgeschriebenen Sprung.

entsprechend: & > (Vernachléssigung des Ver-

Juty (%%)
Aus den Grenzbedingungen: €,y und 9 stetig, die
sich in M so ausdriicken:

Mo (boyy) = Mifuoy) 22 22

oM,

0%y, 0 Uy = u,
lagsen sich nun auf einfache Weise die noch freien
Entwicklungskoeffizienten «, und b, bestimmen.
Dabei ist zu beachten, dass fiir komplexes, sehr
gross werdendes Argument mit positiv imag. Bestand-
teil asymptotisch gesetzt werden kann:

Juty (xin)
Sty (xiu)

xzi

= -+ j (Ableitung nach dem Argument.)

*) Fir die numerische Berechnung der Eigenwerte 1 liegen
verschiedene Methoden vor (NIVEN, MACLAURIN, MOEG-
LICH). Man geht praktisch aus von den Losungen mit i, =
n (n + 1) fiir »*e* = 0 und untersucht das gestorte Figen-
wertproblem. (Siehe hierzu: M.J.O. STRUTT ,,LAMEsche-
MATHIEUsche und verwandte Funktionen in Physik und
Technik* Berlin, Springer 1932). Die gesuchten Eigenfunktio-
nen werden dabei nach abgeleiteten LEGENDREschen Poly-
nomen entwickelt, die Eigenwerte nach steigenden Potenzen
des Stoérungsparameters x2 e2,

Indessen kann man 2n = (ve )fL setzen wund erhdilt so exakte
partikuldre Eigenfunktionen der Diff. Gl. (3) als cos (n— %) my
bzw. sin nwy mit den Bigenwerten (n— Y)? «> und (n=)% In
der Nihe dieser Higenwerte entwickelt man nach der Storungs-
theorie in FOURIER-Rethen. Auf diesen Umstand ist u. W.
bis jetzt nicht hingewiesen worden.
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Es ergeben sich:

. 1
Paang 757 sty (o) + 54 {ra By (08 00) + 500 Has (0 o)

—— ./t Y%
M=2M%WMWHVL””V%WI%WM+U
n+ Y% Pn 1(7s)

bn — 2k ue® Bo [em—1] \/ 1— 12

an =

n(n+1) n(n+1)
Uo 2 Hn+ Y (a o)

Zufolge der guten Leitfihigkeit der Schale (x; )) x4)
lassen sich fiir die numerische Rechnung sofort we-
sentliche Vereinfachungen in diesen Koeffizienten-
Ausdriicken erzielen.

III

Damat ist nun das Feld vm Innenraum und im
Awussenraum vollstindig bestimmt. Im Rahmen dieser
Mitteilung weisen wir noch kurz auf einige physika-
lisch und in mancher Beziehung auch technisch wich-
tige Schliisse hin, die sich auf Grund der vorliegenden
Resultate durch einfache numerische Auswertung
erzielen lassen. _

1. Wéahlt man E, = 1 (Volt), so ergibt Division
durch den in 7, fliessenden Totalstrom (=M (uo, 7,))
den Scheineingangswiderstand oder m.a. W. die
Strahlungsimpedanz Zs. Die Resonanzstellen kon-
nen graphisch ermittelt werden.

2. Die zugefithrte Leistung vermindert um die aus-
gestrahlte Leistung (zu berechnen als (&, df: mit

G = 4—6 [€ ] tiber die Kugel mit sehr grossem
T

Radius) ergibt die Verlustleistung im Leiter.

Es besteht eine interessante Reziprozitdt zwischen
Ursache und Wirkung, wie aus der Symmetrie von
M in y und 7, hervorgeht.

Eine technisch wichtige Verallgemeinerung der
Idee der eingeprdgten Einzelkraft ergibt sich, wenn
E;® nicht als EMK eines Generators auftritt, son-
dern als lokalisierter Spannungsabfall, verursacht
durch den passierenden Gesamtleitungsstrom an

xi{*a H' nyt (rauo) + Q%Hﬂ-l-% (%a uo)} —xg {L —i%i} Hnt-v, (xa %o)
0

2uo

einem passiven Element beliebiger Zusammensetzung
(Belastung durch Induktivititen, Kapazitdten und
Widerstande). Der Rechnungsgang ist dem vorste-
henden vollig analog, wobei allerdings (wenn man
nicht freie Schwingungen untersucht) eine weitere
Sprungfunktion fiir die Generatorzone hinzuzuneh-
men ist. (Ueber solche zusammengesetzte Funktio-
nen vgl. z. B. Courant Hilbert, 2. Aufl., I, pag. 312.)

Die Schwingungen des Hohlraumes, deren Existenz
wir bei den gemachten Voraussetzungen annehmen
mussten, erhalt man einfach durch Ansatz analog
dem Aussenfeld, wobei die Hankelschen Funktionen
durch gewohnliche Besselsche Funktionen zu er-
setzen sind, die Wellendichte errechnet sich aus e, .

Ueberhaupt konnte die Behandlung der Schwin-
gungen in Hohlrdumen aller Art durch Einfithrung
von Erregungszonen ahnlich dem gegebenen Bei-
spiel u. U. hiibsche Resultate zeitigen.

Zusammenfassung. Die Differentialgleichung durch
mnere ewngeprigte Krifte erzwungener elektrischer
Schwingungen am verlingerten Rotationsellvpsord wird
aufgestellt und fiir den Grenzfall der Kugel exalkt gelost.
Die Erregungszone ist beliebig. Der erwerterte gleiche
Ansatz gestattet auch, die Werkung konzentrierter Be-
lastungen (Induktivititen, Kapazititen, Widerstinde)
rechnerisch zu erfassen. Die Annahme eines fremden
AwuPenfeldes ermiglicht mit entsprechendem Ansatz eine
exakte Losung des Empfangsproblems. An Stelle der
aktiven Erregungszone tritt dann eine solche mit pas-
swwen Higenschaften (Absorption im Empfdinger).
Ferner kann diese Art der Hrregung auf Hohlraum-
schwingungen angewendet werden (Zylinder, Ellipsoid,
Paraboloid, Kugel, Kegel usw.).

Eingegangen am 18. September 1941.

Eine ferngesteuerte Radioempfangsanlage.

W. Riiegg, Bern.

I. Allgemeines.

Einer Amtsstelle war es starker Bahn- und anderer
Storungen wegen ofters nicht oder nur sehr schwer
moglich, die gewiinschten Radiosendungen zu emp-
fangen. Wie Versuche ergaben, war es dhnlicher Ver-
héltnisse wegen auch in der weitern Umgebung der
Amtsstelle ausgeschlossen, einen storungsfreien Emp-
fang zu verwirklichen, weil die aufzunehmenden
Sender mit sehr geringer Feldstirke, verschiedenen
Richtungen und stark verschiedenen Wellenlingen
einfallen. Da eine Verlegung der Abhorstelle nicht in
Frage kam, blieb nur iibrig, die betreffenden Sen-
dungen weit von der Amtsstelle entfernt an einem
storfreien Ort aufzunehmen, sie dort zu verstirken
und sie dann der fraglichen Amtsstelle zuzufiihren.

Nachdem ein entsprechender Ort gefunden war,
blieb die Frage der Uebertragungsart zu losen iibrig.
Dabei war zu beriicksichtigen, dass die Aufnahme-

621.398:621.396.722

apparatur an Ort und Stelle nicht bedient werden
konnte und dass Stationen mit Sendefrequenzen
zwischen 75 kHz und 7,56 MHz zu {ibertragen waren.
Wegen der stark verschiedenen und zum Teil sehr
hohen zu iibertragenden Frequenzen schied eine ein-
fache aperiodische hochfrequente Verstirkung und
Uebertragung der aufzunehmenden Signale aus. Da
aber auch Sender mit nicht immer genau gleicher
Frequenz (umschaltbare, nicht durch Quarze ge-
steuerte Sender) abgehort werden sollen, kam auch,
wenn der Empfianger nicht zu kompliziert und zu
teuer werden sollte, eine niederfrequente Ueber-
tragung nicht in Frage. Die Anlage wurde dann so
ausgefiihrt, dass die aufzunehmenden Signale je mit
einer weitern bestimmten Frequenz zu einer gut
iibertragbaren Zwischenfrequenz gemischt werden,
die dann verstirkt, mit einer verhaltnisméssig gros-
sen Bandbreite, der Abhorstelle zugefithrt wird,



	Erzwungenen elektromagnetische Schwingungen am Ellipsoid und an der Kugel bei zonaler Anregung : vorläufige Mitteilung

