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Michel Dubas

Ecole d'ingénieurs du Valais
Route du Rawyl 47

CH-1950 Sion

Sur |"échange d'énergie dans les

roues hydrauliques

(HISTOIRE DES TECHNIQUES )

Bien qu’elle soit l'une des machines les plus
anciennes et qu’elle soit restée en usage pendant
plus de vingt siécles [1], [2]}, la roue hydraulique n’a
fait I’'objet que de trés peu d’études scientifiques.
L'une des premieres, des plus connues et des plus
souvent citées aussi, est celle de Bernard Bélidor [3].
«Commissaire Provincial d’Artillerie et Professeur
Royal des Mathématiques», celui-ci a publié de 1737

a 1753 un ouvrage richement illustré, en quatre
volumes, traitant de I’hydraulique sous tous ses

DPremeee parlic .

Architeelure Hydnauligue Livre 1,

aspects, des principes de la mécanique aux fon-
taines et aux canaux, en passant par les moulins et
les pompes. Contrairement a la quasi-totalité des
auteurs qui 'ont précédé ou suivi, il ne se contente
pas de transmettre des connaissances empiriques
mais, en mathématicien qu’il est, s’efforce de dé-
crire et d’expliquer théoriquement les phénoménes
physiques.

! Les chiffres entre crochets renvoient a la bibliographie en fin d'ar-
ticle.

Chapitre 3, Planche 8¢

p.228
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Dans les lignes qui suivent, nous le prendrons pour guide
et proposerons quelques considérations théoriques simples
sur la facon dont I'énergie hydraulique est transformée en
énergie mécanique dans les divers types de roues hydrau-
liques. Pour ce faire, nous utiliserons les connaissances
actuelles de la mécanique des fluides (lois physiques, défini-
tions, notations), et comparerons a chaque pas nos résultats
a ceux de Bélidor. Nous commencerons par calculer les forces
sur divers types d'aubage et étudierons ensuite la puissance
fournie ainsi que la maniére de la rendre maximale. Quant au
lecteur intéressé par une discussion plus générale de I'hy-
draulique de Bélidor, il la trouvera dans le travail de Du Bois
par exemple [4].

Force exercée par un jet sur une plaque immo-
bile perpendiculaire a lui

Considérons tout d'abord le cas traité par Bélidor aux
articles 567 et suivants de son livre | (illustration 1, fig. 82), a
savoir I'action d'un jet de liquide sur une surface plane, per-
pendiculaire a I'axe du jet et immobile. L'écoulement est per-
manent, c'est-a-dire ne varie pas au cours du temps. Le jet
se meut dans I'air, de telle sorte que la pression atmosphé-
rique po régne tant a la surface du liquide qu‘a I'arriére de
la plague (fig. 2). Le jet a une section quelconque, qui peut
étre circulaire, auquel cas le probléme posséde une symétrie
de révolution autour de I'axe X, ou qui peut étre aussi rec-
tangulaire, auquel cas I'écoulement a lieu parallélement au
plan de la figure et est situé entre deux plaques paralléles &
ce plan. Le liquide arrive a la vitesse C, et, aprés déviation,
quitte la plaque tangentiellement a celle-ci avec la vitesse Ct
(comme cela est d’usage pour les turbines hydrauliques,
I'entrée et la sortie de I'aubage sont désignés ici respective-
ment par les indices 1 et 1).

La pression étant constante a la surface libre du liquide,
I"équation de Bernoulli, ou théoréeme de conservation de
I'énergie hydraulique (voir par exemple [5], [6] ou [7]),
implique que la vitesse est constante le long des lignes de
courant situées sur cette surface (les changements de hau-
teur sont nuls ou négligeables). En outre, les lignes de cou-
rant étant droites dans les sections 1 et I, la pression y a la
valeur uniforme pq ; par conséquent, nous pouvons appliquer
I'équation de Bernoulli a n'importe quelle ligne de courant
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Hlustration 1, fig. 82: Choc de I'eau sortant d’un réservoir sur un piston
([3], Bélidor, Livre I, Chap. Ill, Planche 8)

Illustration 1, fig 89: Surface inclinée NO dans un courant
([3], Bélidor, Livre I, Chap. I, Planche 8)
Source: livres rares de la bibliothéque centrale de I'EPFL

Fig. 2: Déviation d'un jet par une plague immabile

menant de 'entrée a la sortie et en déduire pour chacune
I'égalité des grandeurs des vitesses

G = G 1)

Avec ce premier résultat, nous pouvons calculer la force
exercée par le jet sur la plaque; pour cela, nous nous servi-
rons du théoréme de la quantité de mouvement appliqué au
volume de controle indiqué en traits interrompus dans la
figure 2, a savoir celui dont I'entrée est constituée par la sec-
tion 1 et la sortie, par la section 1, et qui suit la surface libre
du liquide ainsi que la surface mouillée de la plaque. Ce théo-
réeme constitue une forme particuliére de la loi de Newton
adaptée a un volume de controle fixe, de dimensions finies,
traversé par un fluide en mouvement (voir ici aussi [5], [6] ou
[7]). 1l s"écrit

pQ( T_él) = F (2)

avec la masse spécifique du fluide p, le débit volumique Q,
le changement de vitesse C7 - C,, entre |'entrée et la sor-
tie, et la force résultante F exercée par la plaque sur la masse
contenue dans le volume de controle. La composante X de
cette loi vectorielle devient dans notre cas

pQ(O—Cl) = ~FX 3)
soit
F, = p0C @

En exprimant le débit a I'aide de la section A du jet, & savoir
QO = AC
' ()

on obtient
E, = pdc’ (6)

Quant a la composante Fy de la force, elle est nulle par rai-
son de symétrie. Fy représente donc la force résultante exer-
cée par la plaque sur le jet, ou aussi - mais avec un sens inver-
sé conformément a I'axiome de |'action et de la réaction - la
force exercée par le jet sur la plaque.

Si, comme le fait Bélidor (illustration 1, fig. 82), on se repré-
sente le jet comme sortant d'un orifice pratiqué au fond d'un
réservoir rempli sur une hauteur H, la vitesse du liquide est
donnée par la relation

C, = 2gH )

p.229
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ARCHITECTURE HYDRAULIQUE LIVRE (I

Differentes manieres de
faire fourner les rouves de
Moulin .

ou g désigne |'accélération terrestre. Cela constitue ce qu‘on
appelle la formule de Torricelli, qui, rappelons-le, n'est rien
d'autre (pour nous aujourd’hui) que I'application de I'équa-
tion de Bernoulli a une ligne de courant allant de la surface
libre du liquide a la sortie du réservoir. Nous pouvons ainsi
mettre notre force sous la forme

F, = 2pgAH (8)

La grandeur de la force due au jet peut donc s'exprimer
comme le double du poids de la colonne de liquide de sec-
tion A et de hauteur H. Bélidor, quant a lui, nous dit a I'ar-
ticle 570: «lI suit que le poids qui exprimera la poussée de
I'eau contre une surface, en exprimera aussi le choc»; en
d’autres termes, Bélidor raisonne, comme le fait voir sa
figure, avec I'équilibre statique de la colonne d'eau et se
trompe d'un facteur 2.

Il vaut la peine de noter ici que la formule (7) est connue
depuis 1644, I'année ol Evangelista Torricelli I'a déduite
expérimentalement et publiée.

Par contre, I'«Hydrodynamica» de Daniel Bernoulli ne
paraitra qu'en 1738, tandis que |'«Hydraulica» de Johann
Bernoulli, pere du premier - qui contient ce que nous appe-
lons aujourd’hui I'équation de Bernoulli -, est daté de 1732,
mais ne sera imprimé qu'en 1742 (voir a ce sujet [8]).

Quant aux travaux de Leonhard Euler sur I'équilibre et le
mouvement des fluides, ils ne paraitront, eux, qu‘a partir de
1755. Bélidor est donc au fait des connaissances scientifiques
de son temps, connaissances qui sont d‘ailleurs en pleine évo-
lution et méme révolution.

p.230

Force exercée par un jet sur une aube oblique
en mouvement

Nous pouvons maintenant examiner un cas plus général et
plus complexe que le précédent: celui ou le liquide est dévié
d’un angle quelconque et ou la plaque qui agit sur le jet se
meut a vitesse constante. Bélidor entend traiter le probleme
d’une aube placée obliqguement dans un coursier et se dépla-
cant dans celui-ci (illustration 1, fig. 89). En fait, reprenant les
raisonnements précédents, il calcule la force d'un jet sur un
aubage qui le force a changer sa direction d'un angle 1
(fig. 4), soit que tout le jet soit dévié d'un méme coté a l'ai-
de de deux plans ou d'une aube incurvée, soit que le jet soit
divisé en deux parties déviées de part et d'autre de son axe.
Remarquons qu'une seule plaque oblique qui serait placée
devant le jet ne suffirait pas a donner au jet entier une nou-
velle direction parce que, de facon semblable a ce que nous
avions avec une plaque perpendiculaire au jet, une partie du
liquide longerait la plaque dans un sens et |'autre partie, en
sens inverse.

L'aubage considéré n’est maintenant plus fixe, mais se
déplace parallelement a I'axe du jet a |a vitesse l7l Pour tenir
compte de ce mouvement, nous définirons un volume de
controle animé de cette méme vitesse et lié¢ & I'aubage. La
vitesse relative avec laquelle le liquide entre dans le volume
de controle est

m = ¢ - U 9)
Par le méme raisonnement que précédemment, la gran-

deur de la vitesse de sortie est égale a celle de la vitesse d'en-
trée, soit Wi= W,. La composante selon |'axe du jet du théo-
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Illustration 3, fig. 2¢: Roue par-dessous ([3], Bélidor, Livre I, Chap. I, Planche 1)

Illustration 3, fig. 4¢: Roue par-dessus ([3], Bélidor, Livre Il, Chap. I, Planche 1)
Source: livres rares de la bibliothéque centrale de I'EPFL

Fig. 4: Déviation oblique d’un jet par une aube en mouvement

réme de la quantité de mouvement nous donne ici

FX = pQrel (I—COSﬁT)m (10)

En exprimant le débit relatif traversant le volume de con-
trole, c’est-a-dire celui effectivement dévié par |'aube en
mouvement, par

Ou = AW, = A(C -U,) 1
nous pouvons écrire
Fy = pA(l-cosp;)(C, -U,) (12)

A propos de ce résultat, notons tout d'abord que, si
B7=90°et U, =0, on retrouve bien ce que nous avions
auparavant en (6). Ensuite, si 7 — 180°, cos 7 — -1, 0n a
alors la déviation produite par I'auget d’une roue Pelton
actuelle, dans laquelle I'eau est renvoyée presque dans la
direction de laquelle elle arrivait, ce qui rend maximale la
force Fy [9]. Quant a Bélidor, il indique tres justement a
I'article 585 que «l'impulsion qui la [I’aube] poussera alors
sera exprimée par le quarré de I'excés de la vitesse du cou-
rant sur celle qu‘aura pris la surface». Aux articles 581 a 583,
cherchant a tenir compte de I'oblicité de la plaque, il raison-
ne par analogie avec le cas du choc d'un corps élastique sur
un plan et calcule la composante de la vitesse normale a la
plaque, laguelle se comporte comme (illustration 1, fig. 89)
PT/PV =sin B 1. Il obtient ainsi pour la force

Fy = pAdsing’(C, -U,)* (13)
ce qui coincide avec notre résultat lorsque 7 = 90°, mais
pas pour un angle quelconque.

Force sur une aube immergée et auget rempli
d’'eau

Jusqu'ici, nous avons considéré un jet se propageant dans
I"air et venant frapper un aubage; cette situation est celle que
I’on trouve dans les roues hydrauliques dites a choc, a axe
horizontal ou vertical [2], ou dans les turbines Pelton. Mais
dans les roues par-dessous (illustration 3, fig. 2¢), c'est-a-dire
celles dont les aubes inférieures trempent dans I'eau d'un
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coursier ou d'une riviére, la situation est différente. On se
rapproche alors du cas d'un corps immergé dans un écoule-
ment, corps pour lequel on décrit une force de trainée et, le
cas échéant, une force de portance par |'expression

1 1
Fy = CXEPAW]Z = cXEpA(C]_Ul)Z

(14)

On se référe ici a la pression dynamique pW,:/Z calculée
avec la vitesse relative du fluide par rapport au corps et a la
section du corps transversale a I'écoulement A, et on fait
intervenir un coefficient de trainée (ou de portance) ¢, ne
dépendant que de la géométrie du corps considéré. Les forces
sont donc, tout comme dans le cas précédent du jet, pro-
portionnelles au carré de la vitesse relative de I'écoulement.
Pour une plaque rectangulaire par exemple, la valeur du coef-
ficient de trainée varie de ¢, = 1,1 pour une surface carrée a
¢, = 1,15 pour une surface rectangulaire dont les cotés sont
dans le rapport 1/2 (voir [7], § 6.6.4).

Il est un autre cas ou les formules des paragraphes précé-
dents ne s'appliquent pas, c'est celui de la roue par-dessus
(illustration 3, fig. 4°). La, I'énergie cinétique de l'eau a
|'arrivée sur la roue est trés faible et c’est avant tout de son
énergie potentielle que I'on tire parti, c’est-a-dire du travail
fourni par son poids descendant d’une hauteur approximati-
vement égale au diametre de la roue.

Puissance et vitesse optimale

La puissance, que Bélidor appelle d’ailleurs «quantité de
mouvement», délivrée par la force exercée sur une aube se
calcule comme le produit de cette force par sa vitesse, soit

P = FU, = const(C, -U,)*U,

(15)

formule valable, comme nous I'avons vu, pour tous les cas ol
un jet agit sur une aube et pour un corps immergé dans un
écoulement.

Pour trouver la vitesse de I'aube U, rendant maximale cette
puissance si les autres grandeurs restent inchangées, il faut
égaler a zéro la dérivée de cette fonction; on aura donc

dpr

a = const[(C,—U,)Z—Z(CI‘Un)UI] =
(16)

Oou encore

(C,-U)(C,-3U,) = 0 (17)




Cette expression est satisfaite premierement lorsque
U, = C,, c'est-a-dire lorsque I'aube se déplace a la méme
vitesse que I'écoulement et que la force, et par conséquent
aussi la puissance, s'annulent. Secondement, lorsque

U = lCl
3

(18)
la puissance atteint sa valeur maximale, qui est
B. = % const C,2 (19)
Quant a la force, elle vaut dans ces conditions
F = gconst c’ (20)

c'est-a-dire 4/9 de la valeur maximale obtenue lorsque la
plaque est immobile.

Ce sont la les résultats présentés par Bélidor aux articles
588 et suivants du livre I, qui se référe a ce sujet aux travaux
d'Antoine Parent. On remarquera que la démonstration
mathématique est ici compléte, en «prenant la différentielle
pour |'égaler a zéro, selon la Méthode ordinaire». Sur la base
de ce résultat, Bélidor recommande le rapport de vitesses de
1/3 «quelques Machines qu’on fasse, qui doivent étre mues
par un courant» (art. 593 a 596, livre I, ou 657, livre Il). En
fait, sa théorie convient aux roues par-dessous, surtout si I'on
éloigne les aubes I'une de I'autre comme il le recommande a
I'article 674. C'est assez exactement ce que confirme, un
siecle plus tard, P-M.-N. Benoit [10] en se basant sur I'expé-
rience: «La vitesse des aubes égale aux 2/5 de celle du cou-
rant procure le maximum d'effet [c'est-a-dire de rendement]
dont la valeur se trouve étre égale au tiers seulement de la
force du courant» (p. 435).

Actionnées avant tout par le poids de I'eau, les roues par-
dessus ont en revanche un rendement constant qui ne dépend
que peu de leur vitesse de rotation (voir les essais de W. Muller
[11]) - tant, bien sar, que I'eau ne déborde pas des augets. Et
ce rendement est tres élevé, comme I'indique encore Benoit:
«De toutes les roues hydrauliques, celles a augets, recevant
I'eau a leur point culminant, sont les plus avantageuses,
puisqu'elles rendent des 3/4 aux 4/5 de la force du cours
d’eau qui les met en mouvement» (p. 439, voir aussi [11]).

En ce qui concerne les roues a choc, mues par un jet d'eau,
il faut savoir qu’une seule aube ne peut extraire toute la puis-
sance contenue dans un jet. Si I'on tient compte de I'effet
simultané de plusieurs aubes, on constate que la puissance
maximale est obtenue pour U, = C, /2 et non pour C, /3
[9], [12]; c'est bien a cette vitesse d'ailleurs que tournent les
turbines Pelton. En d'autres termes, pour qu’un maximum
d'énergie soit extrait de I'eau, il faut que celle-ci n‘ait, a la
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sortie de |'aubage, plus aucune composante de vitesse abso-
lue parallele a la vitesse de cet aubage.

Conclusion

A une époque oul la mécanique fait, avec |'aide du calcul
différentiel tout récent, ses premiers pas de «science exacte»,
Bernard Bélidor nous donne un bel exemple du changement
profond qui est en train de se produire dans les méthodes
de travail de l'ingénieur et de I'enthousiasme que cela pro-
voque. Fort de ses calculs pour «rendre la Machine parfaite»
(art. 596, livre 1), il étend ses résultats a tous les types de roues
hydrauliques et prétend qu'«on ferait beaucoup mieux de
conduire I'eau par une auge inclinée..., son impulsion sera
bien plus grande que dans le cas précédent [celui de la roue
par-dessous], sans en dépenser davantage, parce que tom-
bant de toute la hauteur de la chite, elle acquerra une vites-
se qu’elle n'avait pas» (art. 644, livre II). Il reconnait certes
I'action possible du poids, mais préfere transformer I'éner-
gie potentielle en énergie cinétique, sans se douter qu'il est
impossible de la transformer entierement en énergie méca-
nique avec les aubages qu'il présente.
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