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Poutres et dalles en béton armeé

Calcul avec effets différés selon le CEB

1. Introduction

L'analyse non linéaire des poutres continues,
grilles de poutres et dalles (nervurées ou non) en
béton armé jusqu'a ruine est exposée dans [1] a
[5]'. Le calcul prend en compte la résistance a la
traction, la fissuration, la plastification et I'écrase-
ment progressif en compression du béton, ainsi
que la plastification par traction des aciers. L'algo-
rithmique numérique est codée dans le program-
me FELINA [10].

La base essentielle de cette analyse est la loi mo-
ment-courbure rappelée ci-apres. Cette loi, multili-
néaire, est obtenue par la recherche des points ca-
ractéristiques, et non en appliquant les régles du
CEB [6] [7], ce qui fournit une loi voisine de celle
du CEB (voir chiffre 6 ci-apres). Deés lors, on peut
lui appliquer les relations recommandées par le
CEB pour tenir compte des effets différés (fluage,
retrait).

Cette extension est I'objet premier du présent ar-
ticle. On montre que les résultats numériques sont
en trés bon accord avec les valeurs théoriques et
expérimentales.

Actuellement, |'analyse est limitée aux cas des
poutres et dalles présentant une section rectangu-
laire.

2. Loi moment-courbure sans effets différés
La figure 1 présente I'ensemble des lois moment-
courbure. FELINA utilise la loi quadrilinéaire
OA'BCD. Cette loi est définie par le calcul des co-
ordonnées des points A, B et C. Le point A" se
trouve sur la droite du stade 1 d'équation

M‘lZEc/c\l,ﬁ (21)

ou Ec est le module d'élasticité du béton a I'origi-
ne et Ic le moment d'inertie de la section de béton
(seul). Le point B se situe a I'extrémité de la droite
du stade 2-nu, d'équation

Ma = (My /) w2 (2.2)

si g, et M, sont les coordonnées de B. Les points

A, B, C et D sont définis comme suit:

e A' donne le moment M’ et la courbure y'cr de
fissuration; ces valeurs sont simplement obte-
nues en réduisant la résistance a la traction fq
du béton pour tenir compte (a) du coefficient
(6] [7] (qui définit le moment réduit de Rusch VP
M) ou/et (b) de la résistance effective ou appa-
rente du béton a la traction dans une construc-
tion [8] [9] (par exemple nf avecn = 0,7).

S'il n'y a aucune réduction, on obtient le point
A de coordonnées

Ve =250 — 2 fa
Vr =(hi2)~ Ech
Mer= Ecle Yer = We f({ (23)

ou &, = fo/Ec (fig. ¢, loi du béton), h = hauteur et

W, = module de flexion de la section de béton.
S'il y a réduction, par exemple ' = k fer, on a
simplement y'c,= kK Yer et M'cr = k M.

Le programme FELINA accepte 0 < f'o < fo
c'est-a-dire que le point A" peut étre situé en
tout point du segment OA caractérisant le sta-
de 1. Si A" =0, la loi devient trilinéaire (OBCD),
débutant directement par le stade 2-nu.

e B correspond a la plastification des aciers ten-
dus (les aciers comprimés sont négligés). Le cal-
cul de y, et M, est donné dans [11].

® La droite A'B passe dans un domaine un peu
«flou» de la loi moment-courbure, dans lequel
se développe le tension stiffening. Les essais de
laboratoire montrent que ce phénomeéne est
souvent prononcé, de sorte que les lois mo-
ment-courbure correspondantes se situent net-
tement au-dessus de la droite du stade 2-nu.
L'hyperbole du CEB résulte de |'observation de
nombreux essais. Néanmoins ce domaine reste
quelque peu controversé et une droite semble
raisonnable, d'autant plus qu’'en modifiant la
position du point A’, on peut toujours se rap-
procher d'une courbe quelconque (voir chiffre 6
Ci-apres).

e C correspond a /'écrasement ultime du béton
(eccy sur la loi du béton de la fig. 1 ¢). Le calcul
de y, et M, est donné dans [11]. Normale-
ment, on a toujours M, > M, (éviter la rupture
«fragile»).

Au-dela de C on admet un palier (CD hori-
zontal) qui correspond d’ailleurs a une rigidité
nulle. '

L'expérimentation numérique a prouvé la valeur

de cette loi [4]. On peut suivre toute la courbe

fleche-charge d'un essai et on obtient la charge
de ruine avec une bonne précision (voisine
d'ailleurs de celle obtenue par la méthode des
lignes de rupture). De plus, on obtient une vue
réaliste de la fissuration [1].

3. Loi moment-courbure avec effets différés
Sous l'impulsion des travaux de I'IBAP [7], le CEB, |
la FIP I'Eurocode 2 et certaines normes (SIA 162, l
par exemple) préconisent I'emploi des lois mo- 3
ment-courbure pour calculer les déplacements des !
structures en béton en tenant compte des effets |
différés. La méthode est simple: il suffit de décaler
vers la droite (parallelement a |'axe des courbures)
les lois moment-courbure sans effets différés, a
I'aide du coefficient de fluage @, du retrait spéci-
fique ecs et des coefficients de correction «.

La méme technique peut donc étre appliquée a la
loi moment-courbure OA'BCD décrite ci-dessus. La
figure 2 illustre les courbes obtenues.

ILes chiffres entre crochets renvoient a la bibliographie en |
fin d'article. ‘
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Fig. 1.- Lois moment-courbure d’une section en béton armé

La courbure en stade 1 devient

Wigif = Ks1( 1+ Ko19) Wi+ Kes1 €cs/d (3.1)

ou ¢ est le coefficient de fluage,
€cs est la déformation du retrait (prise en valeur
absolue),
d est la hauteur utile de la section,
Ks1, Ko1, Kes1 sOnt les coefficients de correction
relatifs a I'armature, au fluage et au retrait,
Wy est donné par (2.1).

La formule (3.1) est employée pour calculer la
nouvelle abscisse du point A'gir (fig. 2). Ce point se
situe dans le segment Oy Agir de la droite (3.1) du
stade 1.

La courbure en stade 2-nu est donnée par

(3.2)

ou les coefficients de correction x5, K¢z €t Kes sont
au stade 2-nu ce que Ky, Ke1 et Kes1 sont au stade
1. En principe, on doit avoir, au niveau des points
B (plastification des aciers) ks, y1 = .

W2dif = Ks2 (1+ K2 (P) Wi+ Kes2 €cs/d
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Fig. 2. — Lois moment-courbure avec effets différés

Tableau 1 — Données du programme FELINA pour la 447

loi moment-courbure multilinéaire

Ec = module d'élasticité du béton a I'origine

(Vo) = coefficient de Poisson (le calcul non
linéaire est fait avec vc= 0)

fec = reésistance a la compression (sur prismes)

fet = résistance a la traction, éventuellement
réduite (coefficient B, etc.)

E = module d'élasticité de I'acier (barres
d'armature)

£ = limite élastique de I'acier

(Go) = module de glissement du béton (calculé

__ E

Rar Ge= o o)

(Eecu) = dilatation limite d’écrasement du béton (si
non donné, &, = 3,5 10-3; on doit avoir
Ecu> E=2 fC(/E()

[0) = coefficient de fluage

s = dilatation de retrait

d/t = hauteur utile (d) sur épaisseur (t)

Ks1, ... Kes2 = coefficients de correction pour effets
différés

Le programme FELINA calcule v, ce qui évite
I'usage de x5, et permet d'écrire

(3.3)

ou y; est donné par (2.2). La formule (3.3) est uti-
lisée pour calculer la nouvelle abscisse du point
Bd/'f~

Au-dela du stade 2-nu, Favre et al. [7], le CEB, etc.,
ne donnent plus guere d'information. D'aprés Car-
bajal [12], la courbure ultime peut s'écrire

Wodit = (T+ Ke2 @) Wa+ Kes2 €cs/d

WYu dif = (1+ (P) Yu + €cs/d (3.4)

et cette relation définit le point Cgjr.

Pour effectuer une analyse en tenant compte des
effets différés, le programme FELINA utilise la loi
constitutive moment-courbure définie par la ligne
brisée OA'qif Bair Caif D.

Les coefficients de correction x sont définis dans
[9] et [13]. Des abaques permettent d'en trouver
la valeur numérique aisément.

4. Algorithmique numérique

Les coefficients @, ecs, Ks1, d/h, Kg1, Ke2, Kes1 €t Kes
sont introduits comme données du programme
FELINA (voir tableau 1). La cohérence de ces don-
nées est vérifiée a I'aide des valeurs limites du ta-
bleau 2. Des valeurs par défaut (voir tableau 3)
peuvent étre attribuées a ces coefficients, a I'ex-
clusion des deux premiers, soit ¢ et €.

Lors de I'analyse, le programme ne peut accepter
que le point A'y soit situé en Oy, car alors la rigi-
dité initiale serait nulle. Ce cas se produit si la va-
leur donnée de f'; est nulle. Pour parer a cette
difficulté, le calcul est alors effectué avec f'¢r =
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Tableau 2 - Limites des coefficients pour les effets
différés

Tableau 3 - Régles et valeurs moyennes relatives aux
données pour les effets différés

0<p<8 12xn 20,2
0<es<6-10° 0<xkm<03
05<dnt<1 -0,1<Kks1 1
1 = 20,5 03<ks251,2

0,08 f.. Remarquons ici que la valeur 0,08 f. est
une bonne approximation de la formule f: = 0,25
28 (oU fc est la résistance sur prisme) retenue par
le CEB.

On peut alors calculer un module d'élasticité diffé-
ré Ec 4 en faisant appel a la formule (3.1). En ef-
fet, la pente de OA' i s'écrit Ecgif Ic = M1 / yiir, de
sorte que le module d'élasticité différé prend la
valeur

Ecaift =Ec/ [Ks1(1 + o1 (P> +

Kest1 €cs (h/d) (Ec/ f'et) 12] 4.1)

Cette valeur est employée par le programme FELI-
NA a la premiere itération (calcul élastique linéai-
re). Dés la deuxieme itération, on utilise la loi
OA ' gif Bair Cir D et f'c peut étre nul.

Dans le programme, les variables clefs M'c; et y'c,
de la loi moment-courbure sont calculées directe-
ment, tandis que les variables M,, v, My et yu
sont constamment calculées selon I'orientation
des courbures principales.

5. Applications

5.1 Poutres expérimentales FRFC 54711

Ces poutres sont empruntées a une importante
campagne d'essais belge (on trouvera les informa-
tions utiles dans [14]). Les quatre poutres retenues
ici — qui se distinguent par le niveau de charge -
présentent deux particularités intéressantes: d'une
part, on dispose des mesures de fleche aprés 4
ans, et d'autre part, le pourcentage d'armatures
est fort élevé (p = 2,22%).

La figure 3 fixe les données. Il s'agit de poutres
simples avec deux charges concentrées P (la figure
n‘en montre que la moitié).

Le tableau 4 donne la fleche au centre obtenue
expérimentalement et par FELINA. La concordance

Tableau 4 - Fleche a mi-portée [mm]

sans fluage: ¢ = 0:
avec fluage: ¢ # 0:

SKi=1etkp=xp=0

Ks1 = 0 = valeurs moyennes par
défaut: k51 = 0,85, K1 = 0,5, Kp2
= 0,125;

K1 2 0 = on doit donner kg1 et
Ke2

sans retrait: e =0: = Kes1 = Kes2=0etd/t=0

avec retrait: & = 0: ; Kes2 = 0 = valeurs moyennes par
défaut: k1 =0,2, Kes2 = 0,7
Kes2 # 0 = on doit donner k1 et
Kes2
d/it = 0 = valeur moyenne par
défaut: d/t = 0,875
dit#0

est trés bonne; on constate que la résistance a la
traction du béton ne joue pas ici un role tres im-
portant.

5.2 Dalle expérimentale D3
Tellenbach a étudié le fluage de dalles expérimen-
tales [15]; Charif en a entrepris I'étude numérique
sur la base des lois moment-courbure du CEB
[16]. On a retenu la dalle D3, décrite a la figure 4.
D’'aprés les recommandations du CEB, on doit cal-
culer les fleches «courte durée, premier charge-
ment» avec B = 0,8 et celle de «longue durée,
cycle de charges» avec B = 0,5, soit:

courte durée  floe =P fr = 2,6 N/mm?,

longue durée  fet = VB fer= 2,0 N/mm2.
L'analyse non linéaire a été effectuée avec f'¢ =
1,0; 2,0; 2,6 et 2,92 N/mm2, pour un quart de
dalle, discrétisé en 4 x 4 éléments carrés (un
maillage 8 x 8 donne des résultats identiques).
La figure 5 montre I'évolution de la fleche w au
centre en fonction du temps. On observe une
bonne concordance de la fléche calculée avec cel-
le mesurée, au temps t = 0 (f¢ = 2,6 N/mm?2)
d'une part, et aux temps t > 28 j (f« = 2,0
N/mm?2) d'autre part.
Dans sa these, Charif [16] estime qu'il faut calcu-
ler cette dalle avec les valeurs

Ec=27770 N/'mmZ2 et f'¢c = 1,77 N/mm2.

Fléche sans fluage, retrait 28 jours Fleche avec fluage et retrait (4 ans)

(ecs =0,0001)
Poutre Expérience | FELINA avec f' = Expérience | FELINA avec f'c =
Fig. 3 . : :

3,1 4,6 10,0 3,1 4,6 i 10,0

A 7,27 789 7,53 6,05 13,49 1349 : 13,07 11,36
B 7,69 8,69 7,34 14,10 149 13,34
C 9,36 ¢ 10,70 9,57 17,56 i 18,10 16,79
D 10,72 12,41 11,50 20,24 20,81 19,75
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Fig. 3. — Poutre FRFC 547/l (d'apreés [14])
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=016 «, =0.28 84 jours 1.74 0.213
Ky =1.12 6 mois 2.1 0.317
1 an 2.37 0.381
2 ans 2.58 0.406

Fig. 4. — Dalle d’essai D3 (d'aprés [15])

Il 'est intéressant de comparer les tléches de Charit
avec celles de FELINA (fig 6). On constate que
celles de FELINA sont légérement inférieures &
celles de Charif.

5.3 Cas pratique d’une dalle de parking

Dans [5], on a calculé une dalle réelle (projet du
bureau Monod Ingénieurs Conseils S.A. & Epa-
linges) jusqu’a la ruine, sans tenir compte des ef-
fets différés. Cette analyse a montré que la ruine
se produisait par formation d'un mécanisme dans
la zone ouest de la dalle. La figure 7 montre le ré-
seau d'éléments finis de cette zone, a laquelle on
a appliqué des conditions aux limites de symétrie
sur |'axe C.

Dans ce type de structure, c'est la fleche a long 449

terme qui est déterminante; le bureau Monod a
fait les calculs suivants:

® fleche élastique instantanée sous les actions g
et gs: we = 3,8 mm

e fleche a long terme selon la norme SIA 162:
Wes = KWe
K = (h/d)? n (1-20 p') avec h/d = 1/0,88 (h = 1)
pm=0,417% =n =483, p' =0 w.. = 26,7 mm

Si'I'on tient compte de I'armature comprimée,
ona, avec p'm=0,45%, W..=24,3 mm.

Note: /300 = 24 mm

Une analyse non linéaire de la dalle de la figure 7
a également été effectuée avec le programme FE-
LINA. Pour les effets différés, on a pris ¢ = 2,5
(fluage) et ecs = 0,0002 (retrait). Quant aux coef-
ficients de correction «, variables d'une zone
a l'autre de la dalle, ils sont donnés dans le ta-
bleau 5.

La zone intermédiaire est une zone de transition
entre «champ» et «sur colonne»; elle entoure les
colonnes (une telle zone intermédiaire est ombrée
sur la figure 7).

Le tableau 6 donne les valeurs des fléeches maxi-
males (aux noeuds marqués d’'un petit cercle noir
dans la figure 7) calculées a I'aide du programme
FELINA.

La fleche maximale calculée numériquement, de
I'ordre de 15 mm, est donc inférieure & |'estima-
tion (~ 25 mm) obtenue par la norme SIA 162.

5.4 Estimation des fléches par la méthode
simplifiée SIA-CEB-FIP
La fleche a long terme se calcule par la formule
simplifiée [7]
W.. = (h/d)3 (5. 1)

ou we est la fleche élastique calculée avec Ec /- et
ou le coefficient n est donné par une table (10 >
n >2).

En calculant x non pas par la formule (5.1), mais
par la relation

K = (2 = (2 — 1) BM,/M) (1-20 p)  (5.2)

on obtient une estimation plus précise de la fléche
(voir [7]).

En appliquant ces formules aux cas précédents, on
trouve les résultats du tableau 7.

n(1-20p") we=xKwc

Tableau 5 - Coefficients de correction

Zone Ks1 Kot K2 Kesi Kes2
Champ 094 | 0,84 | 0,170 | 0,05 | 0,90
‘Intermédiaire | 0,90 | 0,75 | 0,10 | 0,02 | 0,87
Surcolonne | 0,85 | 066 | 0,10 | 0 | 084
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En consultant le tableau 7, on est contraint de
conclure que la formule approchée (5.1) des
normes donne des résultats quelque peu imprécis
et dispersés. En particulier, |'approximation peut
sous-estimer fortement la fleche & long terme (cas
des poutres FRFC a fort pourcentage d'armature).
Quant a la formule (5.2), plus précise, son usage
est délicat car tant les coefficients de correction
que les moments sont trés variables dans I'en-
semble d’une dalle (dernier cas par exemple).

6. Loi moment-courbure
Il est intéressant de comparer quelques lois mo-
ment-courbure avec et sans effets différés.

6.1 Essais de Charif

Dans le cadre d'essais en laboratoire, Charif a tes-

té plusieurs «bandes de dalle» [16] dont les carac-

téristiques sont rappelées a la figure 8.

Pour ces «bandes de dalle», les résultats de la

comparaison des lois moment-courbure

® cxpérimentales

e hyperboliques du CEB

e multi-linéaires de FELINA

sont représentés aux figures 9 (sans effets différés)
et 10 (avec effets différés). Dans I'ensemble, on
observe une bonne concordance.

6.2 Commentaires

Les comparaisons précédentes permettent de tirer

les conclusions suivantes:

e dans le domaine des états d'utilisation (M/M, =
0,5), les lois moment-courbure du CEB et de
FELINA sont trés voisines et en bon accord avec
les résultats d'essai. La loi hyperbolique du CEB
est certainement plus précise; mais d'un point
de vue pratique, et vu les incertitudes attachées
au probléme, une loi linéaire est suffisante;

e il n'y a pas de regle quant a la position de la loi
du CEB par rapport a la droite du programme
FELINA;

® il n'y aurait pas de difficulté de principe a intro-
duire la loi hyperbolique du CEB dans le pro-
gramme FELINA.

FLECHE w
40 T T T T

CHARIF [16] = 1
‘ D3 ]

(15]

[mm]

FELINA ©

T

30

Flaches mesurées

@ o

20

AL L |

obben el il basn gl vais bavnwlauualai,
0 100 200 300 400 500 600 700

800

t,= 21 Jours

AGE DU BETON [jours]

Fig. 6. — Comparaison des fleches mesurées et calculées
(d'apreés les données recommandées dans [16])

750 mm

= Baton Ordinaire
2 Al
£ 26600 (N/mm?)
- 2
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3.60
fec 28.0 (N/mm?)
L = "
[ 1
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