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Une aile conique flexible
à vitesse supersonique
avec bords d'attaque subsoniques

par Horst Stoff, Baden

Résumé

Une aile triangulaire consiste en un
entoilage flexible entre deux longerons.

A vitesse de vol supersonique, les

bords d'attaque se trouvent en régime
subsonique. L'écoulement conique
obéit aux conditions de l'équation
linéarisée du potentiel de vitesse. Une

équation pour le champ de vitesse est

intégrée analytiquement par secteurs
de l'aile. La somme des résultats partiels

permet d'obtenir la vitesse verticale

d'un système d'équations
linéaires. Ensuite, le contour de l'aile et
les coefficients pour la pression, la por-
tance et la traînée induite sont calculés

par intégration numérique. Le
nombre de Mach de vol, l'angle
d'ouverture de l'aile et la force de traction

dans l'entoilage figurent comme
valeurs d'entrée.

1. Introduction

L'intérêt porté à l'aile flexible a son
origine dans la combinaison des qualités
d'un parachute, léger et pliable, avec
l'avantage de la portance supérieure et
de la manœuvrabilité d'une forme d'aile
conventionnelle. Une utilisation dans
les hautes altitudes de l'atmosphère, par
exemple pour la rentrée des fusées

météorologiques, entraînerait des
vitesses supersoniques pour assurer une
portance suffisante dans le milieu de
faible densité.
L'aile triangulaire considérée dans ce
travail porte un entoilage flexible entre
deux longerons droits (fig. 1). La
cambrure s'adapte à la répartition de pression.

En absence de tensions de flexion
et d'élasticité, l'équilibre des forces à

l'entoilage est maintenu par la force de
traction F, dans le plan y - z + (fig. 2). A
une vitesse de vol supersonique
(nombre de Mach Ma00>\), l'écoulement

autour de l'aile est considéré
comme conique. Cela impose un état
thermodynamique constant et une
perturbation de vitesse (u, v. w) égale le

long d'une raie traversant la pointe de
l'aile. L'application de l'équation linéarisée

du potentiel de vitesse tp restreint
la validité du calcul aux angles
d'attaque a petits et aux cambrures
faibles:

I - Mai) • 82tp/8x2 + 82tp/dy2 +
+ 82tpj8z2 0.

2. Dépendance entre pression et
contour de l'aile

En partant de la configuration géométrique

dans le système des coordonnées
x + y, z+ lié à l'aile (fig. 1), le rayon de
courbure R de l'entoilage peut être
exprimé en fonction du contour z + de
la surface [1,2]'. La relation Ap-dL
F,-de pour l'équilibre des forces est
issue en analogie à l'expression géométrique

dL Rde (fig. 2). De ces deux
équations et du rayon de courbure, on
obtient la dépendance entre la pression
Ap, la force F, dans l'entoilage et du
contour z + après transformation dans
les coordonnées coniques x, y + z+:

A flexible Conical Wing al Supersonic
Speed with Subsonic Leading Edges

Abstract
A supersonic wing consists of a flexible

skin panel between two rigid
subsonic leading edges. The conical flow
field is supposed to obey the linearized
equation for the velocity potential. An
integral equation derived from the
kinematic flow condition and a velocity

potential is solved analytically
over sectors of the wing. By summing
up the piecewise results it is possible to
establish a system of linear equations
for the vertical velocity component
with, as input, the flow Mach number,
the sweep-back angle of the wing and
the normal stress in the skin panel.
The contour of the wing is obtained
from the vertical velocity by numerical
integration. Finally the coefficients for
pressure, lift and wave drag are
computed from the contour.

Ap
F,

d2z+/df-
x[[+(dz?/dy)2]3'2
I d2z7

(1)

x dy

La condition cinématique de l'écoulement

exige un passage tangentiel de
l'écoulement à la surface A (x, y, z) 0

de l'aile: V-gradA 0, le vecteur
vitesse étant

et

V (U00 + u)i + v\ + wk

grad A (8A/dx)\ + (8A/dy)f
+ (8A/dz)k.

1 Les chiffres entre crochets renvoient à la
bibliographie en fin d'article.

Ap-dL f ^\tC i>m~
/

z

\
t

--^.

F
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/ / \^^.
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Fig. 2. — Relation entre la pression p. la
force de traction F,, le rayon de courbure R et
le contour z f

W
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y y/x
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y y/x
— ¦*¦

z z /x

Fig. 1. — Position de l'aile avec les axes x. y, z liés au vent, avec x+. y. z+ liés à l'aile et les
coordonnées coniques x + y +. z +.
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En raison de U„ + u « U_, pour
U«, > u, on obtient comme condition
du contour avec la dérivée totale de A:

Tableau 1. — Transformations
des coordonnées

V • grad A ______b_ v 8zc.

w 8x w dy

^0~

0.

Cette équation devient indépendante de

x après des transformations d'abord en
coordonnées cartésiennes (x, y, z+),
ensuite en coordonnées coniques liées à

l'aile (x, y, z + voir tableau 1):

_, .dit w /onzc-ym T7- + a- (2)
dy

Maintenant, on prend la dérivée par
rapport à y et on introduit le résultat
dans l'équation 1 de Ap. Ainsi la dépendance

entre la répartition de la pression,
la force de l'entoilage F, et la vitesse
verticale w devient

x-y
Ap
T,

d(w/U„)
dy

¦ (3)

Le remplacement de la pression par la
vitesse rend la forme de l'équation plus
pratique pour les manipulations dans la
suite. Les définitions Ap />inlrad0s ~
/Wados Ip^U^^tpfèx; oœ

Vi p„ Ule pour la pression dynamique et

tp comme potentiel de vitesse, remplacent

Ap dans l'équation (3):

4 qJF, x y ¦ 8ç/8x 8 w/dy. (4)

Cette forme de l'équation dérivée de la
condition du contour est la base pour le

développement d'une solution établie
dans les chapitres suivants.

3. Potentiel de perturbation

La perturbation de vitesse u le long de
l'aile est exprimée par le potentiel tp qui
a été choisi comme

n.
<p 0> y)

i,
(&V)dÇdri

mmrnmvY2
avec les coordonnées du point de calcul
x, y, z, les coordonnées des singularités

Système de coordonnées lié au vent:
x, y, z

Système de coordonnées lié à 'aile:
x+ x-cosa — z-sina
z+ x-sina + z-cosa

Simplification pour a petit:
sino» a
cosa 1

et pour a-z < x

donne la transformation
x+ x
z+ a-x + z

Système de coordonnées coniques lié à
l'aile:

x+ x +

y+ y/x +
Z+ Z + /X +

£,, rj et ß2 =Ma2—\. Les singularités
sont placées dans le plan z 0. De ce

fait, les limites d'intégration se simplifient.

En tenant compte des lois de

transformation pour les intégrales doubles

(Jacobien), le potentiel de perturbation

tp est écrit en coordonnées
coniques, dans lesquelles la vitesse verticale

w est fonction de 77 seulement. Si

on exprime le dénominateur sous forme
de polynôme quadratique, l'utilisation
d'un tableau d'intégrales est facilitée [3]:

X af + bÇ + c

(x-i)2-ß2(xy-&)2-
La solution de l'intégrale intérieure est
de la forme

-v l f ,yf'

_______fjdç _jx b ndçd
kJX " a 2aJ{ JX

a (l-02*72), b 2x(ß2yfi-\),
c x2(\-ß2y2).
A l'aide d'un complément quadratique
et suite à de nombreux changements, on
peut intégrer par substitution

+

T

fidikl*
1

" l-ß2ij2

l(x-C)2-ß2(xy-m2 +

*(Ä-l)rA u^n)

x(\-ß2m-i(mß2fi2)
xß-\y-V\

Il faut assurer que la fonction Area-
cosinus-hyperbolicus est définie (1 < T).
Le changement de signe de l'argument
T dans la future intégration de — tan y à

+ tany est tenu en compte par le
module dans le dénominateur.
Le domaine d'influence du potentiel de
vitesse tp sur le résultat au point P de
l'aile est approché selon la méthode
d'Evvard [4]. On obtient le champ
hachuré, montré dans la figure 3, sous
condition d'un écoulement symétrique
avec des bords d'attaque subsoniques.
D'autres parties du domaine en amont
de ce champ peuvent être négligées [5].
Les points auxiliaires Vj, I2, I3 sont
positionnés successivement par les droites b\
et b2 traversant P. Elles coupent le bord
d'attaque dans I\ respectivement I2.
Puis les droites b_. et b4 partent des

points /|, I2 et se croisent au point 73.

y
tan y

/ >

^zm

^md
4\b2
fflri» \^-
m£/p

y-ï

A v

\S£y foHtpimM
~"~~~

-y =-n

Fig. 3. — Limites d'intégration pour le
premier terme de la série du potentiel d'après la
méthode d'Evvard.

Tableau 2. ¦— Equation pour la vitesse de perturbation u en direction du vol

Aja/rii

_è?_ -1 \ w(7)
M.

3x TT j A-f-f
-7

-Losli "z^î^tflhizßy-ymm

<-P?4 / w(i
X _1y u-fx my

-Àand

W
A+fimi lA + tYi

ccfiâfn.

2*"* „_ _^+A/ "Z

-+PY-Ï- l

ft-ly-y/

mfamßyX^-p?)
4-rrn. -,

A+<TY\

h

m\ fWnrcoSl

— TTasnt ¦ cMoat. M.

ß(y-y)
U
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L'intégration du potentiel de perturbation

sur le domaine d'influence a lieu en
trois étapes: de — tan y à — y, de — y à

y et de y à tan y. Une forme réduite
dans laquelle les limites d'intégration
sont introduites se présente après une
longue suite de transformations:

tp (x, y) x ¦ <p (y)

xji 'fm,[ç\..)dfi

(5)
+ ^f^f(y,Wbt)df}

Jl J-iany

4. Substitution du potentiel

Afin de remplacer 8tp/8x dans la condition

du contour (équation 4) par
l'expression 5, il faut encore trouver 8<pj

dy suivant la règle des produits de

Leibniz, parce que 8tp (x, y)/8x
tp (y) —y-8tp8y. A la suite de longues
transformations, on peut réunir deux
des trois domaines d'intégration. La
forme finale pour la relation de

u 8tp/8x entre les limites —tany à

— y et —y à tan y est présentée dans le
tableau 2.

5. Solution numérique

L'équation de la vitesse de perturbation
u dtp/dx (tableau 2) n'est pas accessible

directement par une solution
analytique en raison de w =f(fj) dans les

intégrales. Si on suppose w (fj) cte

par petites parties Afj, il est possible de
sortir w des intégrales qui, par la suite,
peuvent être résolues analytiquement.

-a- k

-Ô-

0

P
k

-C-

yk Yk y Ti

n n

Fig. 4. — Subdivision du domaine pour calculer la vitesse verticale w/w_ dans les points P_

Les premiers trois termes de la somme
dans les intégrales du tableau 2 sont
décomposés en fractions partielles et
intégrés par substitution. Le dernier
terme de la somme avec Arcosh est

intégré par parties. A la suite de
transformations nombreuses, l'équation de
8tp/8x prend la forme d'une somme
présentée dans le tableau 3. Pour ce

développement, la section entière de
l'aile a été subdivisée en 2 « secteurs
avec w (fj) cte dans chacun (fig. 4).

En raison des conditions de symétrie, il
suffit d'effectuer le calcul sur une moitié
de l'aile pour n points Pk avec 0 <yk. Le
décalage entre f], et yk évite que la relation

pour le potentiel devienne singulière.

Ensuite, l'équation du tableau 3 est
substituée dans la condition du contour
(équation 4) et, après avoir remplacé la
dérivée dw/dy par (wk—wk_])/Ay, on
trouve un système d'équations linéaires

homogènes pour wk. Au moyen d'une
division par w0 w (y 0) sur l'axe de

l'aile, le système d'équations non-homogènes

peut être résolu pour la variable
inconnue W/Jw0.

6. Coefficients de l'aile

Les équations 1 et 3 donnent une relation

pour le contour de l'entoilage z + en
fonction de la vitesse verticale:

El
dy Ua

1 dw
— -rrdy.
y dy

(6)

L'intégration s'effectue à l'aide de la
formule des trapèzes avec les conditions
aux limites

d2wI 1 dw\
lim
t->o\y dy j dy2

d'après l'Hospital, et

z,+ iy tan y) 0.

Tableau 3. — Equation pour la vitesse de perturbation u avec w cte par parties de At],

D« Jb Xmmtesï -Xasn 6 <z ^ ^ < — y.

W; -2>m
9*/ vT Ipfr+'m)

k.i

3)>Os*TSt ***> JUrmJbto

M7k

%

>Hi li
+Mi ïmëfi

m. < fto^n r ;

2md<f _ wx m

tT3x B(/i+/»*t; rm
K

-H. "(¦

'M. ]/<-?%

TCOS

4~fyJ.-(mß7kX,-^)-
/l — srri

pix-V

TCOTi

¦fl\-<f*?l)b-Fìi) 77,

ß(7k-%)

y! - /rn

RuscJd^lf*- w inf'^^
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w/w,

1 0 i—
"—""----^^""^-^ X=0<2

N. ^--~_\\\ ^N, \ X=0,5
N\\0,9 - \\\\\\ X 1 X=1\\\

1 ' ' y/tan y

0 0,5 1,0

Fig. 5. — Répartition de la vitesse verticale w/wq à travers l'aile calculée par w(Ar/, cte
et par dw{Ar),)fdf) cte avec variation du paramétre de l'entoilage X q^fF,.

0,2

0.1

X 1

X =0,5

X=0,2

y/tan Y

0,5 1,0

Fig. 6. — Contour i + de l'aile avec variation du paramètre de l'entoilage X q„,/F,.

A l'endroit y — 0, l'équation 2 permet
de calculer w0 en fonction de l'angle
d'attaque a, à cause de dz+/dy 0:

Wo/U«, z+(j-0)-a.
L'équation 4 de la condition du contour
à l'endroit x 1 permet de substituer u

par 8tp/8x dans la définition du coefficient

de pression cp —2u/U„,
Cp Cp intrados ^/> extrados ^tifU^. t,n-
suite la substitution de la vitesse verticale

w donne le coefficient de pression
en termes du contour (équation 6),

F, d2z +
C — — —! i—
" q„ dy2

¦

L'intégrale du coefficient de pression à

la surface de l'aile est le coefficient de

portance
/*tan y

La largeur de l'entoilage y entre dans la

forme approchée

/"lanv
L

'

y/l-(dz+/dy)2 dy

[1 + Vi(dz+/dy)2]dy.

Les valeurs numériques sont intégrées
avec la formule des trapèzes de

1 f^y(dz+\2
c«=mrnrj0 (w)dy-

La définition pour le coefficient de la
traînée induite à vitesse de vol supersonique

contient l'angle de cambrure S

dans le plan x — z:

i\/A c„ sin S dx dy.

tan y

ftanj

Jo

F,

cpdy

dit
dy

tan y

<7ootan/

Le raccourcissement latéral de la
silhouette de l'aile est exprimé comme
coefficient

cR (L— l-tany)l(l-tany).

En raison de la cambrure faible, on
approche sm3 ~ dz+/dx z+—y-
¦dz+/dy et la surface de l'aile est introduite

comme A /2-tan/ (fig. 3).

Après l'intégration par parties, on
obtient comme coefficient de traînée
induite

„A[i/fËlV" q„ [ 2 \ dy /um Cr

1 o -

5 -

0 ¦

le U |

3 '
ia ™

0 '

2 '

'
1 -

0 ¦

2 ¦

le UJ

-—
0 0.5 IX

Fig. 7. — Les coefficients de pression (cp). de

portance (cj, de traînée induite (c,J et du
raccourcissement latéral (cr) en fonction du
paramètre de l'entoilage X q„/F,.

7. Résultats

Un exemple des résultats calculés par
une subdivision de la moitié de l'aile en
50 secteurs est présenté dans les figures
5, 6 et 7. Pour un nombre de Mach
Ma 2 et un angle d'ouverture
y 20°, le rapport entre la pression
dynamique et la force de traction de

l'entoilage a q^/F, est varié de 0,2 à
1. Les lignes continues représentent la
solution d'après l'équation du tableau 3,
dont l'intégration mène à la répartition
de la vitesse verticale w/w0 dans la
figure 5. Conformément, le contour zf
se présente dans la figure 6. Les coefficients

pour la pression (cA la portance

Références

[1] Gersten K., Hucho, W.-H., Tlieore-
tische und experimentelle Untersuchungen

an flexiblen Flügeln. Bericht 65/27
des Instituts für Strömungsmechanik
derT H. Braunschweig, RFA. 1965.

[2] Wagner, B., Eine Theorie zur Berech¬

nung konischer Paragleiter mit schwacher

Wölbung in Überschallsträmung.
Thèse de doctorat D 17, T. H. Darmstadt,

RFA, 1975.

[3] Bronstein, I. N., Semendjajew, K. A.,
Taschenbuch der Mathematik, 8e

Edition, Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig, RDA, 1967.

[4] Hancock, G. J., Note on the Extension
of Evvard's Method to Wings with
Subsonic Leading Edges Moving at
Supersonic Speeds. Aeronautical
Quarterly. 1957, Vol. VIII, pp. 87-102.

[5] Wagner, B., Remarks on Conical Su¬

personic Wings with Subsonic Leading
Edges. J. Aircraft, Vol. 15. 1978, pp.
319-320.

69



A ile flexible supersonique / BIBLIOGRAPHIE Ingénieurs et architectes suisses n° 4 17février 1983

Tableau Al. — Equation pour la vitesse de perturbation u avec dw/dfj cte par parties de Afj,

Qf
9x

k.*

- ,W(y ;

*7»[ ^ (,^)fmf7^
+

dasrvi M* ItsmiMsï Jam T — ci '(.

L
** aü
(*</,

nfïïLWnm^ -mU tmmmrmm

(homo <&a a^v-kiaZìo

Kx-fJ

wffifn -7 4+wî

yrmi\ i I fm, fm \mm li t (^lïHmr^My
-Ht

Annexe A

Au lieu de considérer w (Afj) cte
pour résoudre l'équation u 8<p/8x
du tableau 2, il est possible de se servir

de dw/dy cte par sections Afj.
Dans ce cas, on intègre x ¦ <p (y)
(équation 5) par parties, ensuite dw/
dy est placé devant les intégrales.
Finalement, on obtient 8tp/8x dans la
forme présentée au tableau Al. D'un
système d'équations linéaires,
l'inconnue l/w0- dw/dy est déterminée
par élimination. La distribution
hachurée de la vitesse verticale w/w0
dans la figure 5 a été trouvée par
intégration numérique.

(ca), le raccourcissement latéral de la
silhouette (cR) et la traînée induite (c„)
sont tracés dans la figure 7, pour le
paramètre A entre 0,2 et l.

A titre de comparaison, la vitesse verticale

issue de l'intégration avec le
gradient de vitesse dw/dy cte (voir
appendice) est ajoutée sous forme de

ligne brisée dans la figure 5. Le résultat
indique une dépendance du nombre de
subdivisions du domaine. Les 50
secteurs choisis ici ne suffisent que pour un
paramètre X q^/F, très petit
(A < 0,1), équivalent à une cambrure
très faible.

8. Conclusions

On déduit de la variation du rapport A

entre pression dynamique et force dans
l'entoilage que la méthode de solution
de Fredholm, utilisée ci-dessus, donne
des résultats satisfaisants dans les conditions

de cambrure très faible
(0 < A < 0,1). Si la cambrure augmente
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l'homme

par /. Piveteau. — Un vol.
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Masson, Collection « Abrégés de
sciences», Paris 1983. Prix broché

98 ffr.
Il n'est point d'homme qui ne
soit amené à se poser la question:

D'où viens-je? Pourquoi
suis-je venu? Où vais-je?
Des découvertes nombreuses,
une approche scientifique
nouvelle permettent à la paléontologie

humaine d'apporter quelque
lumière sur cet éternel problème.

70

D'où viens-je'' L'homme par son
corps s'insère dans le monde
biologique et nous pouvons
suivre, au long d'une lignée des ho-
minidès, la lente montée vers la
forme humaine. De cette histoire
préhumaine nous constatons que
le facteur prédominant fut
l'acquisition de la station verticale,
entraînant la libération de la
main suivie beaucoup plus tard
par le développement du
cerveau.

L'évolution du corps ne fait que
préparer l'homme; c'est l'éclo-
sion de l'intelligence réfléchie
qui constitue l'événement essentiel.

Les débuts du psychisme humain
se trouvent dans l'action corrélative

et réciproque de la main et
du cerveau. Et pour le paléontologiste,

la naissance de l'outil
sera l'indice que le pas de la
réflexion aura été franchi, que
l'homme authentique aura fait
son apparition.

Suivront l'ébauche d'une vie
sociale par l'étude de l'évolution de
l'aménagement de l'habitat, par
la domestication du feu, par le

perfectionnement des industries
de la pierre, l'invention de l'art,
moyen nouveau d'expression et
d'action. Retrouver les phases
essentielles de l'aventure humaine,
tel est l'objet essentiel de cet
ouvrage.

Pourquoi suis-je venu? L'homme
s'insère dans le mouvement
général de la vie. Cette vie dans
son ensemble avance, avec des
échecs et des reculs, dans une
direction majeure caractérisée par
une montée du psychisme qui
devient réfléchi avec l'homme. Il
n'est pas douteux que l'homme
se place en tête d'un tel mouvement;

loin d'être un accident de
la vie, il en est la forme la plus
haute et la plus achevée.
Obi vais-je'' Dans le monde infra-
humain, la vie se transformait
comme par inertie. Avec
l'homme, l'évolution change de
sens. L'homme est porteur de
l'avenir; il devient responsable
du destin de la vie. Où conduira-
t-il ce destin?
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