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Calcul plastique des poutres courbes
en béton arme et précontraint

par Bernard Houriet, Tramelan, et René Walther, Lausanne

1. Introduction

Le principe du dimensionnement des
structures selon le critere le plus défavo-
rable de I'état limite d’utilisation ou de
I’état limite ultime s’est imposé progres-
sivement dans la norme SIA 162.

Dans I’édition de 1968, I’état de service
et les champs d’efforts intérieurs calcu-
lés élastiquement sont encore considérés
comme base du dimensionnement, la
capacité portante étant garantie par un
calcul a la rupture des sections, a partir
de I’enveloppe des efforts élastiques.
Dans la directive 34, I'importance de
I’état limite ultime comme critére de di-
mensionnement est renforcée par I'in-
troduction du calcul plastique, I'an-
cienne procédure étant toutefois encore
conservée. Le controle de I’état limite
d’utilisation est exigé, mais I’absence de
reégles concretes conduit le praticien a
effectuer un calcul élastique des efforts
intérieurs et a vérifier des contraintes
admissibles.

Le projet de révision de la norme disso-
cie enfin clairement les critéres de di-
mensionnement des deux états limites,
tout en les plagant sur pied d’égalité. Le
calcul plastique s'impose comme base
rationnelle et économique pour garantir
la sécurité a la rupture de I'ouvrage. La
méthode statique est préconisée pour
toutes les structures dont le comporte-
ment ultime effectif n’est pas connu a
priori. L’adoption de champs d’efforts
intérieurs statiquement admissibles pro-
portionnels aux champs élastiques est

Notations

ny,:  nombre de rotules plastiques

ny: degre d’hyperstaticité du systéme
a: déplacement vertical

w,,: rotation flexionnelle cumulée
w;: rotation torsionnelle cumulée

W, ,,: travail intérieur de flexion

W, ,: travail intérieur de torsion

My, Ty, Vy: efforts plastiques de réfé-
rence

My, Ty, Vi : efforts plastiques de reéfé-
rence exprimés dans la sec-
tion fictive de référence

m = M/Mo, my = M/My | efforts
_ _ intérieurs
t =TTy, tx =T/Tx ¢,
v.=V/Vo, vx =V/Vx |dimension
By = A,-o;: force de plastification des
étriers

Résumé

Un modeéle de calcul a été établi a
I'IBAP/EPFL pour I'étude du compor-
tement plastique des poutres courbes
en béton armé et précontraint de
configuration réelle. Les bases et le
domaine d'application de ce modéle
sont présentés. Les résultats essentiels
de l'étude paramétrique sont analysés
dans le contexte de l'introduction du
calcul des structures aux états limites
dans le projet de révision de la norme
SIA4 162.

mentionnée. Le calcul a la rupture des
sections est écarteé.

L'objet de cet article est de montrer,
dans le cas particulier des poutres
courbes, que le choix de champs d’ef-
forts intérieurs ultimes proportionnels
aux champs élastiques peut s’avérer peu
économique d’une part, que la réserve
de sécurité inhérente au dimensionne-
ment a la rupture des sections peut étre
illusoire, d’autre part.

2. Modélisation

Les premieres recherches théoriques et
expérimentales sur le comportement
plastique des poutres courbes ont été
réalisees sur des poutres meétalliques,

inscrites dans un plan horizontal et sol-
licitées par des charges verticales [1],
[2]. Cette origine a fortement marqué
I'extension ultérieure de I’étude aux
poutres en béton armé, dont I'analyse a
toujours été limitée aux piéces prismati-
ques de résistance constante, essentielle-
ment sollicitées par des charges concen-
trées [3], [4]. Seuls des mécanismes de
ruine développés sur une seule travée
ont en outre été envisagés dans I’ensem-
ble de cette recherche.

L'un des objectifs primordiaux de
I’étude théorique realisée a 'IBAP [5] a
été d’établir un modele de calcul adapte
aux exigences specifiques du béton
armeé et susceptible de permettre I'ana-
lyse de poutres de configuration réelle.
La modélisation adoptée est caractérisée
par les contributions nouvelles sui-
vantes:

— résistance variable (fig. 1) (armature
longitudinale et transversale, hau-
teur de la section);

— poutres planes continues (2 et 3 tra-
vées, appuis intermédiaires ponc-
tuels);

— configurations de charges reéelles
(charge permanente, surcharges re-
parties et concentréees);

I Les chiffres entre crochets renvoient a la
bibliograhie en fin d’article.
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Fig. 1. — Variation des éléments de résistance et section de référence.

— considération de la longueur finie
des rotules plastiques.

L’é¢lément de base de cette modélisation
est constitué par le modéle du treillis
spatial évolutif, développé par P. Lam-
pert [6] pour linteraction flexion-tor-
sion, puis par P. Liichinger [7], [8] pour
I’interaction flexion-torsion-effort tran-
chant.

La section transversale retenue permet
aussi bien le traitement des ponts (sec-
tion creuse) que celui des poutres du ba-
timent (section en principe pleine). Les
limitations principales de ce modele
sont les limitations inhérentes au mo-
deéle poutre, a savoir forme de la section
transversale conservée d’une part, struc-
ture essentiellement linéaire, d’autre
part. La flexion transversale des éle-
ments du caisson, due a I'introduction
des surcharges et a la courbure de la
piéce, ne peut pas étre appréhendée. La
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symeétrie verticale prévue ne permet de
considérer qu’'une éventuelle précon-
trainte flexionnelle. Une précontrainte
torsionnelle (non symeétrique) ne s’avere
toutefois que peu économique pour des
systemes continus [9].

3. Methode de calcul

3.1 Application de la théorie

de la plasticité

L’état limite ultime d’une structure ne

peut étre appréhendé correctement se-

lon la théorie de la plasticite que lorsque
les trois conditions suivantes sont satis-
faites.

— La capacité de rotation plastique des
zones susceptibles de se plastifier est
suffisante pour assurer le développe-
ment complet du meécanisme de
ruine envisage.

— Le comportement post-¢lastique des
rotules peut étre admis parfaitement
plastique.

— Les déformations élastiques et plasti-
ques sont suffisamment petites
jusqu’'au stade ultime pour que
I’équilibre puisse étre établi dans le
systéme non déformé (théorie du 1¢"
ordre).

Le respect de ces trois conditions ne
pose généralement aucun probleme
dans le domaine des ponts courbes
(taux d’armature modérés, pas d’effort
normal de compression, rigidité suffi-
sante). La capacité de rotation des pou-
tres courbes du batiment peut en re-
vanche s’avérer insuffisante, lorsque
leur section est limitée pour des raisons
architecturales.

3.2  Mécanismes de ruine
fondamentaux

Les exigences spécifiques du calcul plas-
tique des poutres courbes sont préala-
blement mises en évidence a ['aide de
I'exemple caractéristique de la poutre a
une travée, encastrée a la flexion et a la
torsion a ses deux extrémités.

La présence d’importants moments de
torsion, ainsi que la géomeétrie particu-
liere de la piece peuvent conduire au
développement de trois mécanismes de
ruine fondamentaux (fig. 2). Le parame-
tre essentiel qui gere le passage d’un
mode de ruine a l'autre est le rapport
entre I'aire des armatures longitudinales
et transversales données. La comparai-
son de ces différents états ultimes possi-
bles appelle les commentaires suivants:

— le nombre, le type et la position des
rotules plastiques développées sont
variables;

— le nombre de rotules plastiques peut
étre inférieur d’une ou deux unités
au nombre de rotules maximal auto-
risé par le degré d’hyperstaticité du
systeme

Thp S Thp.max = T + 1
=341 =4

Les mé&canismes (1) et (1) se développent
avant I'exploitation complete de la ca-
pacité flexionnelle disponible en travée;
ils peuvent étre qualifiés de mécanismes
de ruine « prématurés », ce qui confere a
leur analyse une dimension économi-
que.

3.3 Choix de la méthode de calcul

La multiplicité des modes de ruine pos-
sibles constitue a priori un critére deéter-
minant pour I'adoption de la méthode
statique de la théorie de la plasticité. Or,
un décompte élémentaire permet de
constater que I'affirmation de I'équilibre
et le respect des conditions de plasticite
ne permettent pas dans tous les cas
d’établir un nombre d’équations suffi-
sant pour determiner les inconnues du
probleme.
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Fig. 2. — Mécanismes de ruine fondamentaux de la poutre courbe bi-encastrée a ses deux extreé-

mités.

La poutre courbe de la figure 2, par
exemple, est trois fois hyperstatique. Le
nombre d’inconnues des champs d’ef-
forts intérieurs ultimes se monte donc a
quatre (trois hyperstatiques + charge
ultime). Le nombre de conditions stati-
ques fournies par le respect des condi-
tions de plasticité au droit des rotules est
de deux pour le mécanisme (1), de trois
pour le mécanisme (1) et de quatre pour
le meécanisme (1). L’intervention de
conditions cinématiques, tirées de la na-
ture particuliére du mécanisme de ruine,
s’avere donc indispensable pour le
mode (1) (direction des rotations plasti-
ques imposées aux deux appuis) et le
mode (1) (axes des rotations plastiques
concourants).

Lorsque le mécanisme de ruine déve-
loppe le nombre maximal 7,, . de ro-
tules plastiques autorisé par le degré
d’hyperstaticite du systeme, les 77, may
conditions permettent de déterminer
une solution statique du systeme. La
charge extérieure correspondante parait

au premier abord s’identifier a la charge
ultime, étant donné que les conditions
d’équilibre, de plasticite et de meéca-
nisme semblent simultanément satis-
faites. Or, la compatibilité des champs
d’efforts statiquement admissibles avec
le mécanisme de ruine implicitement lié
n’est pas assurée par une approche pu-
rement statique. En effet, un calcul plas-
tique n’a aucune emprise sur I’évolution
des efforts intérieurs vers la ruine et la
procédure de calcul non linéaire (par.
3.5) peut converger vers une solution
comportant une ou plusieurs incompati-
bilités de signe entre moments et rota-
tions au droit des rotules plastiques. La
charge extérieure d'une telle solution ne
constitue alors qu'une borne inférieure
de la charge ultime réelle.

2+vi+em—a =0
24+vi—em-—1 =0

s 2h wlr !
t+v +2!v|/ u —2(¢e+l) = 0

Dans le cas de structures convention-
nelles telles que poutres droites conti-
nues, le mécanisme de ruine peut géné-
ralement étre établi a I'aide de consideé-
rations élémentaires et le controle de sa
compatibilité est immédiat. Un meéca-
nisme tel que celui du mode {1y, par
exemple, se développe en revanche dans
I’espace par une interaction de rotations
flexionnelles et torsionnelles relative-
ment complexe. Son établissement exige
donc le recours a 'ordinateur. Dans le
modele de calcul, la compatibilité du
mécansime de ruine est vérifiée sous la
forme d’un contréle cinématique indé-
pendant. A toute solution purement sta-
tique, un mécanisme cinématiquement
admissible est associé¢ de maniére univo-
que. Seul le mécanisme de ruine réel est
compatible avec les champs d’efforts in-
térieurs.

Cette approche simplifiée des exigences
spécifiques du calcul plastique des pou-
tres courbes met en évidence l'inévitable
intervention de considérations d’ordre
cinématique dans le calcul de la charge
ultime. Cette intervention s’effectue de
maniére directe, dans I’établissement du
systeme d’équations (mécanismes (1) et
(i) ou indirecte, dans le contrdle de la
compatibilit¢ du mécanisme de ruine
(mécanisme (ID).

Cette méthode statique, complétée ou
vérifiée a I'aide de conditions cinémati-
ques, peut étre qualifiée de «méthode
statique dirigée». En termes de théorie
de la plasticité, une telle approche com-
binée exige non seulement la définition
de conditions de plasticité ou critére de
plasticité, mais également celle d'une loi
d’écoulement associée.

3.4 Critere de plasticité et loi
d'écoulement associée

La résistance sous sollicitation combi-
née (flexion-torsion-effort tranchant) de
I’¢lément de caisson adopté comme
base de la modélisation (fig. 1) a été éta-
blie par P. Lichinger [7], [8], selon une
approche statique. La capacité portante,
exprimée sous la forme d’équations
d’interaction entre les rapports des ef-
forts intérieurs et des capacités plasti-
ques respectives de la section transver-
sale de I’élément, est en effet développée
par le choix de flux de cisaillement
plausibles, statiquement admissibles,
pour la torsion et I'effort tranchant
(fig. 3).

La rupture de I'éléement de caisson sy-
metrique peut intervenir par le dévelop-
pement de trois mécanismes différents
qui correspondent a la plastification du
panneau supérieur, du panneau infe-
rieur ou de I'un des panneaux verticaux.

cp(mt,v)y =0 (1)

u=2(b+h)
& = max (A;/A;; A;/A;)
53
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Fig. 3. — Flux de cisaillement statiquement admissibles adoptés dans Fig. 4. — Configuration spatiale d'une rotule plastique sous sollicitation
'établissement du critére de plasticité et de la loi d'écoulement. combinée.

P. Miiller [10] a réalisé ultérieurement
une approche cinématique du modele
de treillis spatial qui permet de préciser
le domaine d’application et les limites
de ce critere de plasticité approximatif.
Sa contribution conduit aux remarques
suivantes:

— l'application d’un critére de plasti-
citée relatif a la section transversale
du caisson ne doit pas masquer le
fait qu’en réalité, la rotule plastique
se développe par un mécanisme spa-
tial de longueur finie;

— le critére de plasticité (1) fournit la
capacité portante exacte lorsque le
gauchissement de la piece est libre
dans toute la zone concernée par la
rotule plastique;

— dans les zones ou le gauchissement
est géné, un flux de cisaillement
d’autocontrainte se superpose au
flux statiquement admissible (cons-
tant) et la capacité portante est aug-
mentée;

— en présence d’'un effort tranchant
non négligeable, la piéce se com-
porte comme si son gauchissement
¢était géneé.

Dans la modélisation adopteée (fig. 1), le

gauchissement de la piéce est géné au

droit des appuis, dans les zones ou I'ef-
fort tranchant est non négligeable, ainsi
que lorsque 'un des éléments de résis-
tance varie. Le critére de plasticité (1) ne
constitue donc qu’une borne inférieure
de la résistance effective dans des zones
étendues de la poutre. Celle-ci ne pour-
rait étre appréhendée correctement qu'a

’aide d’un critére plus général, faisant

intervenir notamment le bimoment,

ainsi que le moment de torsion non uni-

forme. Un tel critére n’a pas été établi a

ce jour.

Le caractére approximatif du critére de

plasticitée (1) exclut le développement

d’une loi d’écoulement qui lui soit par-
faitement associée. Une loi d’écoule-
ment approchée a donc été établie en
introduisant les inclinaisons des bielles
comprimeées relatives aux flux de cisail-
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lement de la figure 3 dans le modéle ci-
nématique spatial de P. Miiller (fig. 4).
Cette simplification permet d’exprimer
I'orientation de la rotation plastique
globale en fonction du seul rapport en-
tre le moment de torsion agissant et la
résistance transversale donnée.

T

T
- f( By/s )
La précision de cette loi d’écoulement

approchée est suffisante dans le cadre
de la méthode statique dirigée retenue.

2

3.5 Traitement numérique

L'orientation pratique du modele de
calcul, ainsi que la non-linéarité des sys-
temes d’équations a résoudre (critére de
plasticite (1)) ont exigé le développe-
ment d’un programme d’ordinateur. Ce
programme comporte une procédure de
geénération semi-automatique des diffe-
rents éléments de résistance de la piece.
La charge ultime est déterminée de ma-
niére interactive, a 1’aide d’un controle
graphique des champs d’efforts inté-
rieurs, de l'observation du critére de
plasticite et, au besoin, de la compatibi-
lit¢ du mécanisme de ruine.

Lorsque 'un des éléments de résistance
varie (diagrammes en escaliers, fig. 1), le
critere de plasticite est vérifié avec le pa-
lier inférieur de I’¢lément de résistance
variable. La position des rotules plasti-
ques «libres» de torsion-effort tran-
chant, inconnue a priori, est déterminée
selon une procédure de maximalisation
particuliere. La résolution des systémes
d’équations non linéaires est effectuée
selon la méthode itérative de Newton-
Raphson.

4. Resultats de I’etude
parameétrique

L’é¢tude paramétrique détaillée réalisée
dans [5] a mis en évidence un éventail

trés grand de mécanismes de ruines pos-
sibles, selon la configuration des élé-
ments de résistance, du systeme statique
et des charges. L’objet de ce chapitre est
de présenter les modes de ruine les plus
caractéristiques du comportement plas-
tique spécifique des poutres courbes.
L’évolution des meécanismes de ruine
d’une piece dont la géométrie, ainsi que
la répartition des éléments de résistance
et des charges sont données, peut étre
analysée a l'aide d’une variation du
taux d’armature transversale. Dans le
modeéle de calcul, ce taux est maitrisé de
maniere globale, par le biais du rapport
&y des aires d’armature dans la section
fictive de reférence (fig. 1).

4.1 Mécanismes de ruine développés
sur une seule travée

Ce domaine comprend essentiellement
les poutres courbes continues dont les
appuis intermédiaires sont a8 méme d’as-
surer un encastrement a la torsion. Le
comportement plastique des travées in-
termédiaires et des travées de rive peut
étre schématisé comme suit:

— il existe une borne supérieure du
taux d’armature transversale per-
mettant d’exploiter simultanément
les capacités flexionnelles disponi-
bles sur appui intermédiaire et en
travée. Le mode de ruine est alors es-
sentiellement flexionnel, il ne com-
porte pas de rotules de torsion-effort
tranchant;

— il existe une borne inférieure du taux
d’armature transversale au-dela de
laquelle un mode de ruine local, en-
tierement conditionné par la torsion,
intervient par rotation d’une partie
de la piece autour d’un axe commun
a deux rotules de tersion-effort tran-
chant consécutives. La charge ultime
subit alors une réduction trés mar-
quée;

— un mode de ruine mixte, caractérisé
par l'exploitation de la capacité
flexionnelle sur appui intermeédiaire
et I'apparition d'une ou de deux ro-
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tules de torsion-effort tranchant en
travée ou a la culée, se développe
lorsque le taux d’armature transver-
sale est compris entre ces deux
bornes;

— l’écart entre ces deux bornes peut
s’aveérer trés important. Il augmente
avec la courbure de la piéce, ainsi
qu’avec le rapport des capacités
flexionnelles en travée et sur appui
intermeédiaire.

L’évolution compléte du comportement
plastique d’une travée intermédiaire
dont la courbure est importante, est il-
lustrée a la figure 5. Cet exemple montre
qu’une réduction trés marquée du taux
d’armature transversale &, n’entraine
qu’une diminution modérée de la
charge ultime relative ¢, dans le do-
maine des mécanismes mixtes. En
d’autres termes, une légére augmenta-
tion de la capacité flexionnelle sur ap-
pui intermédiaire peut permettre une
économie considérable dans I’armature
transversale, lorsque le mode de ruine
mixte F2L2 est adopté. L’exploitation
totale de la capacité {lexionnelle dispo-
nible a toujours été érigée en véritable
principe de dimensionnement dans les
travaux précédents [1]—[4], les modes de
ruine mixtes étant qualifiés de modes
«prématurés». Cet exemple illustre le
fait que de tels mécanismes peuvent
s’avérer nettement plus économiques
lorsque la courbure est importante.

4.2  Mécanismes de ruine développés
sur deux et trois travées

Ce domaine comprend les poutres
courbes continues dont les appuis inter-
meédiaires sont ponctuels. Leur compor-
tement plastique peut étre schématisé
comme suit:

— I’absence d’un encastrement a la tor-
sion sur les appuis intermédiaires
peut entrainer le développement
d’un mécanisme global, ne compor-
tant que deux rotules de flexion-tor-
sion en travée, lorsque le taux d’ar-
mature transversale est important.
Ce meécanisme s’avére notamment
critique lorsque les surcharges d’une
poutre a trois travées ne sont appli-
quées que sur les travées de rive (fig.
6a);

— un taux d’armature transversale
moyen se traduit par I’apparition
d’'un mécanisme de rotation simulta-
née des différentes travées autour
d’axes passant par les appuis. Les
rotules plastiques sont des rotules es-
sentiellement flexionnelles sur appui
intermédiaire et des rotules de tor-
sion-effort tranchant au droit des cu-
lees (fig. 6b), ¢));

— un taux d’armature transversale reé-
duit conduit au développement de
mécanismes entiérement gouvernés
par la torsion, puis a I'apparition de
mécanismes locaux (fig. 6d)).
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5. Confrontation du modéle de
calcul avec des resultats d’essais

Les recherches expérimentales effec-
tuées a ce jour concernent essentielle-
ment les pieces de résistance constante,
sollicitétes par une charge ou deux
charges concentrées. Une comparaison
effectuée avec les essais [11] montre que
le modele de calcul donne une image
cohérente du comportement plastique
effectif, aussi bien en ce qui concerne la
prévision du mode de ruine déterminant
(position, nombre et type des rotules
plastiques) que celle de la valeur de la
charge ultime (légere réserve de sécu-
rité).

6. Conclusion

Le comportement plastique des poutres
courbes se distingue de celui des poutres
droites par la présence d’'un champ de
torsion couplé a celui de flexion. Un lé-
ger déplacement de la ligne de ferme-
ture des moments de flexion se traduit
par une variation importante de I'inten-
sit¢ des moments de torsion (fig. 5). Sui-
vant le taux d’armature transversale
donné, les champs de moments condi-
tionnent simultanément ou séparément
le développement du mécanisme de
ruine. La cohérence entre I’armature
longitudinale et transversale, ainsi que
la consommation d’armature totale peu-
vent alors s’avérer tres variables.
Lorsque les appuis intermédiaires assu-
rent I’encastrement a la torsion, un di-
mensionnement économique peut étre
réalisé par le choix d’un rapport des ca-
pacités flexionnelles en travée et sur ap-
pui intermédiaire aussi réduit que possi-
ble. Un dimensionnement a la rupture
des sections, basé sur I’enveloppe des
champs d’efforts intérieurs élastiques,
ne peut que conduire a une surévalua-
tion de la capacité flexionnelle néces-
saire en travée, particuliérement lorsque
les moments d’ordre hyperstatique dus a
la précontrainte sont considérés. Un di-
mensionnement cohérent de I'armature
transversale nécessaire devient alors
prohibitif pour I’économie de I'ouvrage.
En outre, le diagramme de torsion cor-
respondant a I’exploitation simultanée
des capacités flexionnelles disponibles
sur appui et en travée n’est pas automa-
tiquement couvert par I’enveloppe des
moments de torsion élastiques. Une part
non négligeable de I’armature longitudi-
nale disposée en travée peut donc s’ave-
rer non seulement codteuse, mais encore
parfaitement inutile dans certains cas.
Les critéres de dimensionnement des
poutres courbes continues sur appuis in-
termédiaires ponctuels sont différents.
Une attention particuliére doit étre ac-
cordée a I'influence des cas de charge et
une capacité flexionnelle importante en
travée est généralement adéquate. Le
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choix d’une telle solution dépend toute-
fois également de considérations d’es-
thétique, de montage et d’économie glo-
bale de I'ouvrage.

L’intervention de considérations plasti-
ques dans le dimensionnement des pou-
tres courbes en béton armé et précon-
traint est justifiée deés le départ. Com-
plété et encadré par les exigences de
I’état permanent, le dimensionnement
plastique s’impose comme seul moyen
d’assurer la capacité portante de telles

structures de maniére cohérente et éco-
nomique.
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Conception et calcul des structures en beton

arme ou précontraint

Applications du Code modele CEB/FIP

par Manfred Miehlbradt, Lausanne

Résumeé

Avant sa parution en 1978, le Code modeéle
CEB/FIP pour les structures en béton avait
déja été soumis a un test d’application as-
sez étendu sur la base d'une série d'exem-
ples pratiques, qui servent encore aujour-
d'hui comme guide pour ['établissement
des calculs statiques. D'autre part, le Code
modéle CEB/FIP est a l'origine de multi-
ples documents de réglementation techni-
que, actuellement en cours d'élaboration
au sein des instances nationales ou inter-
nationales.

1. Apercu historique

Parmi les multiples associations interna-
tionales dans le domaine du génie civil,
le Comité euro-international du béton

Summary

The CEB/FIP Model Code for Concrete
Structures, before being published in 1978,
had already been applied to extensive trial
calculations based on practical examples,
which still serve nowadays as guide for
structural design notes. On the other hand,
the CEB/FIP Model Code is a valuable
basis for a number of standards and other
unified documents being drafted at present
on national or international levels.

(CEB) a joué, dés sa création en 1953,

un réle important sur deux plans:

— recherche et

— reglementation.

Les activités relatives a la recherche

telles que les discussions et la coordina-
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