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BETON ARME

Ingénieurs et architectes suisses n® 21

13 octobre 1983

Definition modifiee d’elancement des
colonnes dans les ossatures en béeton arme

a neuds deplacables

par Aldo Cauvin et Giorgio Macchi, Pavia

La définition d’élancement suivant laquelle le domaine des «ossatures élancées» est défini
dans le Code Modéle CEB-FIP, n’introduit pas les influences de I’effort normal, de ’armatu-
re et de la qualité du béton, facteurs qui déterminent le «degré de non-linéarité» du comporte-
ment de la structure. Une meilleure définition d’«ossature élancée» exige donc une définition
modifiée d’«élancement»; d’autre part, elle peut étre utilisée avec des critéres prudents, le
calcul non linéaire étant forcément adopté dans les cas douteux: ’adoption d’hypothéses sim-
ples est donc admissible, compte tenu du domaine d’application limité.

Ayant identifié les paramétres essentiels, leur discussion conduit a une formulation ayant
une structure semblable a celle proposée par Menegotto et Via dans une étude précédente.

La nouvelle formulation traite toutefois différemment les effets de ’effort normal et du pour-
centage d’armature; elle consent en plus de tenir compte de la qualité du béton.

Une série trés étendue de calculs non linéaires sur des simples portiques encastrés confirme
que la validité de cette formulation n’est pas limitée a la considération de colonnes isolées;
’effet du fluage du béton sur les conditions d’excentricité initiale parait étre mieux pris en
compte. La validité de ’approche pour des portiques a nombreux étages nécessite encore des

controles.

Introduction

Le Code Modéle CEB-FIP [1] - (comme
les autres Codes, d’ailleurs) - donne une
définition d’ossature «élancée»; si une
ossature en béton armé tombe dans ce
domaine, les effets du second ordre ne
peuvent pas étre négligés, et on doit les
calculer par des procédés non linéaires:
ces procédés peuvent conduire a de
longs calculs difficiles a appliquer, en
particulier dans le cas d’ossatures a
nceuds déplagables, ou la vérification
colonne par colonne (par exemple au
moyen de la méthode de la colonne mo-
dele) doit suivre ’'analyse non linéaire
de l'ossature dans son ensemble. De tels
procédés sont en réalité justifiés seule-
ment si les moments du second ordre
sont une fraction considérable du mo-
ment total de projet dans les sections
critiques: d’ou I'importance de délimi-
ter le domaine dans lequel la non-linéa-
rité géométrique est a considérer.

Une mesure de la non-linéarité géomé-
trique est nécessaire. On a utilisé jus-
qu’ici I’élancement «eulerien» des co-
lonnes:
o do

i i
ou:

2, = longueur effective de flambe-
ment
rayon d’inertie minimum de la

section de béton seul

Le comportement non linéaire ne dé-
pend toutefois pas seulement des para-
metres géométriques sinthétisés par A.
Cette définition d’élancement, valable
pour les structures homogenes et faites
d’un matériau linéaire, n’est plus suffi-
sante pour un matériau non homogeéne

comme le béton armé, dans lequel un
role essentiel est joué par 'acier, et qui
est en plus sujet a la fissuration et au
fluage; ceci comporte aussi des effets
importants de la qualité du béton et du
niveau de I’effort normal.

Un élancement effectif, qui tienne
compte au moins des plus importantes
variables du comportement non linéai-
re du béton armé, serait donc utile pour
mieux définir le domaine dans lequel
les effets du second ordre doivent étre
considérés. Le probléme est complexe,
pour le nombre de variables concer-
nées, méme dans le cas d’'une colonne
isolée. Si, en plus, on veut considérer le
cas réaliste des ossatures complétes, les
difficultés augmentent.

Pour ces raisons, les formulations avan-
cées jusqu’ici [3, 4] sont fondées seule-
ment en partie sur des considérations
théoriques, et leur validité est contrdlée
par des simulations paramétriques non
linéaires. Deux formulations possibles
sont ici discutées.

Définition d’ossature élancée suivant
le Code Modele CEB-FIP

Le Code Modéle donne les limites sui-

vantes, en termes d’élancement eule-

rien:

a) pour A < 25 le contréle des effets du
second ordre n’est pas nécessaire;

b) pour A £ 140, les effets du second
ordre peuvent étre pris en compte
par des méthodes approchées, telles
que celle de la «colonne modele»;
toutefois, pour les ossatures a nceuds
déplagables, ces méthodes peuvent

étre appliquées seulement a la colon-
ne isolée, une analyse non linéaire
d’ensemble étant nécessaire;

¢) pour 140 < A < 200, une analyse non
linéaire d’ensemble est obligatoire;

d) A > 200 n’est pas recommandé.

Toutefois, l'expérience jusqu’ici faite
par les auteurs sur I’analyse non linéai-
re d’ossatures montre que fréquemment
des colonnes ayant élancement compris
entre 25 et 40 sont soumises a des effets
du second ordre négligeables. Ce résul-
tat a été trouvé en particulier au cours
de I’élaboration des exemples de calcul
faits pour controler I'applicabilité et la
validité du Code Modele du CEB [5].
Dans un exemple d’ossature a nceuds
déplagables (exemple 14) ayant des co-
lonnes de section 50X50 cm sur une
hauteur d’étage de 3,50 m, tout en étant
dans un cas ou A = 35, les effets du se-
cond ordre sont réstés négligeables.

La limite inférieure d’élancement né-
cessite donc une définition meilleure.

Le Code ACI 318/77, de son cbte, est
encore plus conservateur, en donnant
une limite inférieure A = 22. Pour le
CEB, toutefois, une raisonnable défini-
tion d’élancement est plus importante
du fait que les méthodes approchées en-
visagées par le ACI (Moment Magnifier
Method) ne sont pas permises pour les
ossatures a nceud déplagables.

Facteurs influengant le
comportement non linéaire des
ossatures élancées en béton armé

Le comportement non linéaire des ossa-
tures est influencé aussi par des para-
metres autres que ceux de la colonne
considérée: par exemple la fissuration
d’autres éléments de 1'ossature, la distri-
bution des charges, [Ihistoire des
charges. Toutefois, méme en se bornant
a la considération de parameétres liés a
la colonne seule, au moins les facteurs
suivants sont a considérer comme com-
pléments essentiels a '’élancement A:

a) l'effort axial sur la colonne;

b) le pourcentage d’armature;

c) larésistance du béton.

Des essais dans cette direction ont été
faits par Menegottoet Via[3], qui ont in-
clus dans leur expression I'effort axial et
I'armature, et par les auteurs, qui ont
ajouté l'effet de la qualité du béton.

Formulations de I’élancement
equivalent

Une modification de I'¢lancement peut
étre poursuivie sur les lignes suivantes:

- établir le moment de second ordre
391
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M;, (ou bien le facteur d’amplifica-
tion u = (M; + M;)) / M, en fonction
de chacune des variables;

- utiliser de telles fonctions pour éta-
blir une définition d’élancement
équivalent 1*;

- au lieu d’avoir une famille de courbes
w; = u; (M) (voir réf. [4] on obtient ain-
siune courbe unique @ = p (A*).

La courbe p (1*) est une représentation
synthétique du comportement non li-
néaire d’une colonne dans l'ossature du
type considéré et peut étre donc adoptée
pour choisir des valeurs convenables
des élancements limites. Deux formula-
tions d’¢lancement équivalent ont été
proposées jusqu’ici. Menegotto et Via
ont proposé [3] 'expression suivante:

(1) A** =)s+c \/7

étant:
As = section totale d’acier

Ac+ 20 A;= section homogénéisée de la
colonne avec rapport des modules »
(E;/E.=20

Je + 20 J; = moment d’inertie de la sec-
tion homogénéisée

e Jo+ 20} ~72
@) A=ty (AC+ 20A3)

2o = longueur effective de flambe-
ment

.

o

effort axial réduit (par rapport a la
section b, et a la résistance a com-
pression f, du béton).

\Y

L’expression (1) a été vérifiée par une
série d’essais numériques sur des co-
lonnes isolées; les effets du fluage et des
imperfections initiales ont été négli-
gées. Les auteurs ont a leur fois suggéré
[4] 'expression

V0,6 fd 0,5
3) AM'=A—-— <
@) 1+150_(.17,5
étant:
A = élancement Eulerien
As ,
o = T=pourcentage géome-
a L ’
trique d’armature
v = effort axial réduit
feca = résistance de calcul a la

compression du bé-
ton (MPa).

L’expression (3), justifiée par les consi-
dérations théoriques (chapitre suivant),
a été vérifiée au moyen d’une série para-
métrique d’essais numériques sur des
ossatures en béton armé a nceuds dépla-
cables, compte tenu du fluage et des im-
perfections initiales (voir chapitre «Ré-
sultats»).

392

Considerations théoriques sur
I’élancement équivalent

Les trois variables principales (g, v, f,)
ont été prises en considération diffé-
remment dans les expressions propo-
sées (1) et (3).

Acier d’armature

L’expression (1) introduit I’élancement
(2):
}\.S+ ¢

d’un élément non fissuré égivalent, ou
le coefficient d’homogénisation est n =
20. Cette valeur de n, qui est bien plus
importante, du rapport E/E, entre les
modules Iélasticité de I'acier et du bé-
ton, tient compte de deux facteurs qui
augmentent I'effet raidisseur de I’acier:

- le fluage du béton,
- lafissuration de la colonne.

L'effet de cette derniére est montré
dans la figure 1 ou l'augmentation de
I'inertie J.,; est mise en fonction du
pourcentage @ pour une section a
double armature symétrique non fissu-
rée (x> a) et fissurée (x = 0,5a).

L’adoption de n = 20 est fondée sur un
critere semblable a celui de Code ACI
[11]; dans ce Code le moment d’inertie
de la colonne est en effet calculé suivant
I'expression:
Jo | Es
5 VR
1+ Ry

J=

ou le rapport R,, entre la charge perma-
nente et la charge totale tient compte de
'effet du fluage.

Toutefois, la valeur n = 20, comme la fi-
gure 1 le montre, peut fort bien étre in-
suffisante pour tenir compte de la fissu-
ration (pour valeurs élevées de p); et,
suivant I'opinion des auteurs, cette va-
leur devrait étre encore augmentée
pour tenir compte du fluage.

A ce propos, il est utile de transformer
I'expression (2) en fonction du pourcen-
tage o et I’élancement A; pour simpli-
fier, on fera la transformation pour le
cas courant d’une section rectangulaire
a armature symétrique (fig. 2):

Aste = J N 1+ nJ /T -1
g T+ nAd;/A. =

= (Lt
1+ np

3
Jo = %; As=abp; a =09a

_ 4 a* _ Qbd’
-]s - A.\' 4 - 5
Js _ @ba¥s5 _
J. " haviz = %4¢

x=0,5a

N W FE NN Vv O

—

»
L

0,04 0,05p

0,001 0,01 0,02 0,03

Fig. 1. Influence de l'effet raidisseur de l'acier
dans les éléments fissurés et non fissurés

=
i
As/2
a a'=a-0,9
As/2
—¥F—ESTITTETITTINTTINGIIGG
= 4
=t

Fig. 2. Section symétrique en béton armé

il
1+2 .4n
1,001 \/—P—lmp
;\\“~~
“\:\“\--~___‘n=15
0.75 S et o
! S~ ~=I3n=40
'\n:SO
e
1
0,50 1+15p
0,25
:
0,01 0,02 0,03 0,04p
Fig. 3. Facteur de correction de . pour l'influence

du pourcentage d’armature Q

=142
(2 bis) Aste=1 (—1 LA Ang )

1+ ng

Le facteur de correction de A dans cette
expression est mis en fonction de ¢ dans
la Fig. 3. En alternative, le facteur de
correction proposé par les auteurs est

1
1+15¢

On voit dans la figure 3 que cette der-
niére correction donne beaucoup plus
d’importance a I'acier, pour les effets de
fissuration de la section et du fluage; ce
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M” _— v/0,1
o 0,6
W 11 s (90,19
o v & . ——v  HJ/0,1
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——— !
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[ /
! 2
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i /
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5v
Fig. 4a (gauche). Schéma d’un modéle de colonne

Fig. 4b (droite). Variation du moment de second
ordre My, en fonction de I'effort normal réduit v
(trois hyphothéses différentes)

choix sera discuté au chapitre suivant
«Résultats des essais numériques».

Effort axial

Dans I'expression (1) I'influence de 'ef-
fort normal réduit v est considérée par
le facteur de correction

2
Vl/.

Cette correction correspond a évaluer le
moment du second ordre par la formule
«sécante» selon les critéres proposés
par Menegotto [8, 3]. Si 'on considére
au contraire le schéma CEB de la «co-
lonne modele» comme a la figure 4a, et
que le déplacement latéral d est calculé
sur la colonne considérée élastique et a
raideur constante, la rélation entre v et
le moment du second ordre M, est
presque linéaire (Annexe 1).
La fonction proposée en (2) a été dédui-
te pour mieux suivre les résultats de
I’étude paramétrique:

V06
Les trois lois de variation de M|, suivant
v sont comparées dans la figure 4b.

Effet de 1a qualité du béton

La résistance du béton influence le
comportement non linéaire en deux
maniéres opposées:

s

0,66

(fcd/l7,5)

=
—

17,5 20

10 12,5 15

22,5 25

27,5 30 32,5 35 37,5 40

Fig. 5.

- une valeur plus élevée de f,, corres-
pond a une résistance a la traction f,
plus élevée, donc a une fissuration
mineure; elle correspond aussi a un
module d’élasticité E. plus élevé; ces
facteurs tendent a diminuer les effets
du second ordre;

- d’autre part, pour une valeur donnée
de v, l'augmentation de f,, corres-
pond a des valeurs plus élevées de
I'effort axial N a ’état-limite ultime,
donc a des effets du second ordre plus
importants.

Le module E_du béton est en effet don-
né en fonction de f,, suivant expres-
sions un peu différentes:

Egn= 4809 \% (ACI) [MPa]
Een=5700fx (Code Italien) [MPa]
Ecm = 975 (fck e 8)]/3 (CEB) [GPa]

Si’on adopte I'expression ACI (ou celle
du Code Italien), le moment du second
ordre peut étre donné comme suit:

Jed Sed 05
My=kLle o L~ popo,
! Eem \/fz de

En effet, v étant donné, Mj; est propor-
tionnel a f4 et inversement a E.,.

Comme valeur de référence on a adopté
fea = 17,5 MPa; cette convention in-

Influence de la résistance f 4 du béton sur les moments de second ordre (deux lois dif férentes)

fluence la valeur numérique de A*, non
la loi de variation. Le facteur de correc-
tion proposé est donc

fcd 0,5
17,5
Cette loi de variation est montrée a la

fig. 5: entre les résistances de 10 et 40
MPa le facteur de correction est doublé.

L’adaption de l'expression CEB pour
E..donnerait lieu a la relation suivante
(approchée):

My =k # ~k-

Le facteur de correction a introduire en
A* serait donc

.fcd 0,66
( 17,5 )

Cette derniére loi de variation est com-
parée a la premiére dans la figure 5: on
peut contréler que la différence est mi-
nime.

Fig. 6. Portique typique (d’aprés réf. [4]) Fig. 7. Histoires de chargement (d’apreés réf. [4])
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Résultats des essais numériques

Les considérations qui précedent sont a
comparer avec les résultats des calculs
non linéaires effectués sur 420 porti-
ques encastrés, dont les détails ont été
déja donnés [4]. Les variables considé-
rées sont les suivantes:

a) élancement «eulerien» A variable
entre 25 et 100;

b) qualité du béton (f,, entre 17,5 et 35
MPa);

c) acier (pourcentage géométrique va-
riable entre o = 0,01 et p = 0,04);

d) effort axial sur les colonnes (effort
axial réduit v variable entre 0,1 et
0,5).

Les calculs ont été faits en suivant 2 his-
toires différentes de chargement (fig. 7):

- suivant la premiére histoire, des
charges concentrées verticales ont été
appliquées dans le premier pas de
charge; apres, une force horizontale a
été proportionnellement appliquée
jusqu’a rupture du portique;

au portique avec une inclinaison non
intentionnelle de H/150; apres, le
fluage d0 a ces forces a été simulé; en-
fin, la force horizontale a été aug-
mentée jusqu’a rupture.

Les deux ensembles de résultats obte-
nus présentent donc des différences
substancielles:

- dans la premiere série le fluage n’a
aucune influence;

- dans la deuxiéme série les effets com-
binés de I'inclinaison non intention-
nelle et du fluage sont mis en éviden-
ce.

L’influence de I'inclinaison non inten-
tionnelle n’est pas strictement un effet
non linéaire; I'inclusion dans la valeur
de M,, parait toutefois raisonnable. En
effet, le Code Modéle du CEB exige le
calcul de cette influence seulement
pour les structures élancées; I'inclinai-
son initiale contribue donc a la défini-
tion d’ossature élancée, ce qui est 'objet
de la présente étude; si son effet est sen-
sible, l'ossature doit étre considérée
élancée.

gauche sont donnés pour la premiére
histoire des charges et pour quelques
cas intéressants; les lignes a traits indi-
quent les déplacements obtenus sans te-
nir compte du raidissement d au béton
en traction («tension stiffening effect»)
suivant le procédé donné en [7].

Ce raidissement a une influence consi-
dérable sur les déplacements, beaucoup
moins sur les sollicitations, dans les cas
considérés.

On montre dans la figure 14 les déplace-
ments pour la deuxiéme histoire de
chargement. On a aussi indiqué dans
tous les diagrammes la diffusion gra-
duelle des zones fissurées.

La figure 15 montre I’histoire du dépla-
cement du nceud supérieur pour les
deux cas de charge.

On compare enfin dans les figures 16 et
17 les deux formulations d’«élancement
équivalent» A* (Cauvin-Macchi) et A**
(Menegotto-Via) avec les valeurs numé-
riques obtenues, pour les deux histoires
de charge; en ordonnée on trouve le fac-
teur d’amplification («moment magni-

- suivant la deuxiéme histoire, les fication factor»)
charges verticales (considérées com- Dans les figures de 8 a 13 les déplace- M + My
me permanentes) ont été appliquées ments des nceuds de la colonne de M
at-sno H=300 A=40 p-=001 V=05 L=960 H=480 X=56 p-001 ‘)=oﬂ
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Fig.8. Déplacements de la colonne de gauche Fig. 9. Déplacements de la colonne de gauche
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Fig. 12.  Déplacements de la colonne de gauche
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Fig. 14. Déplacements de la colonne de gauche et

de la poutre dans la deuxiéme histoire de charge
(avec fluage et imperfection initiale)

» =56
p =001
$=05

X=32

(mrry

n
o
D

[
5

avec inclination
initiale et fluage L

[ I |
[ ] I
avec inclination /i
initiale sans | /
fluage /L

/ 7
7
A /‘/5*‘?_ 1/ variation

f
7
_1 s Se v b
e e déplac.

M, et M|, étant les moments du premier
et du second ordre pour I’état-limite ul-
time dans la section de base de la colon-
ne de gauche. On a considéré atteint
I’état-limite ultime a la formation de la
premiere rotule plastique dans la colon-
ne.

Conclusions

Un «élancement équivalent»

fcd

*
A 17,5

v 0.6 0.5
=i 1+15g( ) [MPa]
a été proposé par les auteurs comme un
parametre capable de donner une mesu-
re approchée du degré de non-linéarité
du comportement des colonnes dans les
ossatures élancées a nceuds déplagables.

Ce nouvel «élancement» doit tenir
compte des variables qui plus condi-
tionnent le comportement non linéaire,
et représenter le facteur d’amplification
sans trop de dispersion. Ce but est at-
teint avec approximation acceptable
par les deux formulations (1) et (3) (voir
fig. 16 et 17).

On peut noter que I’expression ci-dessus

Des résultats compacts sont obtenus par
I’expression A** (formule 1) seulement
si ces facteurs sont négligés (courbe in-
férieure de la fig. 17): cette expression
tend a sous-estimer la fonction raidis-
seuse de l'acier, effet qui est a sa fois
amplifié par le fluage. Les deux formu-
lations semblent toutefois adéquates
pour individuer une limite inférieure
d’¢lancement au-dessous de laquelle les
effets du second ordre peuvent étre né-
gligés.

Dans le cas de la formulation en A*, cet-
te limite pratique peut étre prise comme
A* £ 15, ce qui correspond a un facteur
d’amplification inférieur a 1,1, comme
déja proposé en [4]. Cette limite parait
rester valide aussi pour des ossatures
plus complexes, d’apres les études para-
métriques faites sur des ossatures a plu-
sieurs étages [11].

Annexe

Le moment du second ordre M;; dans la
colonne de la fig. 4 a peut étre obtenu
par la théorie élastique [8], ou bien avec
I'hypothese simplifiée que le déplace-
ment au somment est une fonction de la

e de A* (formule 3) semble mieux suivre  courbure a la base. Les expressions que
L | ¢ [ les résultats lorsque le fluage et I'incli-  1'on obtient dans les deux cas sont com-
1 fluage © 0 Steps naison non intentionnelle sont prisesen  plexes, mais on peut montrer que M,
compte (courbe supérieure de la est une fonction presque linéaire de v
Fig. 15. Déplacements du neud supérieur de la co-  fig. 16). pour des élancements modérés (A < 70),
lonne pour les deux histoires de chargement
Fig. 16. Résultats de essais numériques en fonction de . * (Cauvin-Macchi,  Fig. 17. Résultats des essais numériques en fonction de . ** (Menegotto-Via,
réf. [4]) réf. [3]
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effort axial modéré (v < 0,5) et dans le
domaine usuel de résistance du béton
(10 MPa < ;< 30 MPa).

Malgré cette linéarité théorique, com-
me expliqué dans le texte du mémoire,
v est affecté par 'exposant 0,6 dans 'ex-
pression de A*, pour mieux suivre les ré-
sultats des analyses non linéaires plus
soignées.

Premieére méthode

Cette méthode est utilisée par le Code
ACI [2] dans la dérivation du coefficient
d’amplification pour déterminer les
moments M;; du second ordre. Le dépla-
cement au somment de la colonne peut
étre exprimé par

5= S )
avec
= b [P
2 V&
et
)= 3(tanuL;—u)

Une expression approchée de y (u) est
obtenue par développement en série de
tanu:

_ Wl 2w
tanu=u-+ 3 + 15 +
2w _ ., 1, P
o) 1t s =1+ 954 £

Le moment du second ordre est donc
donné par:

- gy BN
My = N(1+ 10 QO EJ)_

P} (1 ro 2¢abfa v

24 EJ

ab feaV 10 EJ

Le terme quadratique en v est petit si
o /J est petit. Mj; reste donc presque li-

aussi approchée comme dans le Code
ACI [2, 8]:

¥ () = 1 ‘
1 = N/ Nerit \Y] abfcd
~ W EJ/?
My = Pp3 vabfa _ kv
2t EJ vabfa fI-kvV
~ REJ/[?

Si la charge est assez éloignée de la char-
ge critique eulérienne, on trouve encore
une variation linéaire de M;;avecv.

Deuxiéme méthode

Pour trouver toujours une expression
de M, pour un comportement linéaire
et non fissuré des matériaux, on peut
aussi utiliser ’hypothése que le déplace-
ment au sommet est fonction seulement
de la courbure a la base (CEB, colonne
modeéle). Si (1/7) est la courbure a la
base

1 _ Pl Mu
r 2 E] EJ
_ v 231 _ NE§(Ph+2 M)
M= ¥gy 20 E7
Nofg P L V[()SP
My = 7 =
20 EJ—2 N¢§ 20 EJ 532
abfy ~ 2V7o

Encore, si l'effort axial est loin de la
charge critique eulérienne, le deuxiéme
terme au dénominateur peut étre négli-
gé, et My reste linéaire en v.

Dans la figure 18 on trouve les dia-
grammes obtenus pour le facteur d’am-
plification

_ M+ My
B M,

soit au moyen de la premiére méthode,
soit au moyen de la deuxieme. L'effort
normal réduit varie de 0,1 a 0,8 pour 3
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f.4(10, 20, 30, 40 MPa). Ce qui est affir-
mé au chapitre «Effort axial» reste
donc confirmé.
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néaire en v. La fonction y (u) peut étre  valeurs de A (35, 50, 70) et 4 valeurs de F e
Fig. 18. Valeurs de it (comportement linéaire non fissuré des matériaux) - Méthode 2
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