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GENIE CVIL

Ingénieurs et architectes suisses N° 2 20 janvier 1983

Influence d’une forte armature
dissymetrique sur la déformation differee
d’une structure précontrainte

par Renaud Favre, Lausanne et Zivota Perisi¢, Belgrade

1. Exposé du probleme

Il est notoire que le comportement a
I’état d’utilisation d’une structure en bé-
ton est essentiellement dicté par les sol-
licitations permanentes ou trés freé-
quentes et non par les sollicitations
rares et passageres. Ceci est vrai autant
pour un pont que pour une dalle de ba-
timent. Prenons a titre d’exemple le
nouveau Palais des Expositions a Ge-
néve ou les dalles ont été judicieusement
précontraintes pour ¢éliminer ou « balan-
cer» autant que possible l'effet des
charges permanentes, c’est-a-dire pour
n’avoir ni moments, ni efforts tran-
chants, ni déformations dans la dalle a
I’état permanent. Les surcharges, géné-
ralement trés petites, peuvent étre mo-
mentanément trés importantes selon le
genre d’utilisation, nécessitant une ar-
mature passive pour assurer la sécurité a
la rupture et satisfaire les vérifications
en précontrainte partielle. Tant que
cette armature est faible et que la mise
en précontrainte n’a pas lieu trop rapi-
dement apres le bétonnage, le calcul de
la dalle en admettant le centre de gra-
vité des sections a mi-hauteur de Iépais-
seur h sera correct. Mais si le pourcen-
tage d’armature tendue p est élevé, si
I’armature comprimée p’ est faible et si
le coefficient de fluage ¢ est éleve, le
centre de gravité de la section va se dé-
placer vers 'armature tendue, phéno-
mene qui augmentera énormément dans
le temps par suite du fluage.

Pour illustrer ceci, nous voulons pren-
dre I'exemple de la figure 1 avec
p = 1% p" = 0%, ¢ =5 en nous limi-
tant au cas non fissuré (stade I). Nous
avons reporté dans cette figure les cen-

tres de gravité G. en ne considérant que
le béton, G; en considérant I'armature et
le béton au temps ¢t = 0 et G, en consi-
dérant le temps ¢ = o. Pour G;, nous
introduisons le coefficient d’équivalence

o = Es _ 200 GPa &6
" E 305GPA
d’ou
d = 0,01-45(6,6—1)-20 _ 0.9 cm

0,01-45-5,6+50-1
— taux d’armature tendu

A4 _
P=Tth-5em "
— taux d’armature comprimé
oA
B = T h=sem)
module d’¢élasticité instantané du bé-

ton
E. = 30,5 GPa

— module d’élasticité de ’armature
E, = 200 GPa

coefficient de fluage ¢ = 5
coefficient de vieillissement y = 0,8

Pour G,, le probléme est beaucoup plus
complexe. Par suite du fluage du béton,
les contraintes varient dans le temps. La
variation de contrainte dans une fibre
de béton peut se traiter a I'aide du mo-
dule effectif ajusté EX* indiqué par le
CEB et développé dans [1]'. La part de
contrainte constante qui agit des le
temps ¢ = 0 engendre des déformations
qui dépendent du module effectif

EX = E
< I4e°

I Les chiffres entre crochets renvoient a la
bibliographie en fin d’article.

Le centre de rotation des courbures se
déplace dans le temps vers le bas. Ci-
dessous au point 2 est développé une
méthode trés précise qui tient compte de
tous ces phénomenes. A titre de simpli-
fication, on peut souvent se contenter
d’une approche simplifiée en introdui-
sant un centre de gravité fictif G, obtenu
a partir de EX*. G, étant défini par la
distance d, de la figure 1, on a successi-
vement:

o E. _ 30,5 GPa
¢ T l4yp 1408-5
= 6,1 GPa
B 200
a,—'zi;: _.EZT =38
0,01-45(33—1)-20
d,

"~ 0,01-45-32+50-1

= 4,48 cm.

On constate donc que le centre de gra-
vit¢ G se déplace notablement avec le
temps.

Si dans la section de la figure 1 agit une
force de précontrainte P en h/4, son ex-
centricité f/ ne vaut en reéalité pas h/4
mais seulement h/4 —d, = 12,50—4,48
= 8,02 cm. Si on se propose de balan-
cer la charge g, il faudra passablement
plus de précontrainte que celle décou-
lant d’un raisonnement basé sur un cen-
tre de gravité a mi-hauteur G, (fig. 2):

La charge équivalente et de balance-
ment du cable vaut

Puisque f ne vaut pas h/4 mais h/4—d,,
il faut augmenter la force de précon-
trainte dans la proportion suivante:

8P, 8-h/4-P
2 - 2
ou
P h/4 1250
BT T wm o

Il faudra donc 56% de plus de force de
précontrainte que celle communément
admise. Rappelons toutefois que les hy-
pothéses de p = 1% et ¢ = 5 sont tres
extrémes.

448cm ! 096cm

Fig. 1. — Centres de gravité G., G; et G,
d'une section.

axe G, (feuillet moyen)
axe approche Gy

axe cable de
precontrainte

—
e F
— - —h/4 |—+—c >
\ \ . “-f= h/a - dy
i 1/2 p P | I
| ‘ |
Fig. 2. — Fleche [ d'un cable d'une poutre a armature dissymétrique.
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2. Effet de ’effort normal
sur la courbure

Si par définition on ramene les efforts
intérieurs au centre de gravité du béton
seul G, alors le probleme consiste a dé-
terminer I'effet de I'effort normal N sur
les déformations, effet venant s’ajouter
a celui du moment de flexion M.

La courbure due au moment de flexion
simple M des charges de longue durée
dans le stade I est donnée dans [1] et [2]
sous la forme

1 M

— = —— kg (1 + ¢k 1

By E.J. Al PKonr) (D

avec

1

o= courbure dans le stade 1,

1 S : :

7= rigidité de la section du béton
¢“¢  seul, sans armature,

k, = coefficient de correction intro-
duisant l'influence de I’arma-
ture,

k, = coefficient de correction pour le

fluage,
¢ = coefficient de fluage.

Pour mieux mettre en évidence qu’il
s’agit de la flexion simple, sans effort
normal, dans I’équation (1) on a ajouté
I'indice M aux coefficients k; et k,, ainsi
qu’a la courbure 1/r. Il va de soi que ¢,
k,, et la courbure sont des fonctions du
temps.

Il est bien connu que dans les sections
ou le centre de gravité de la section du
béton et le centre de gravité de I'arma-
ture totale coincident, I’effort normal
éventuel, agissant au centre de gravité
de la section, ne provoque pas de cour-
bure ni au temps 7 =0 ni au temps
t = t. Cependant, il n’en est pas de
meéme si les centres de gravité de la sec-
tion du béton et de I’armature totale ne
coincident pas. Dans de telles sections
(figure 3), la position du centre de gra-
vité idéalisé (avec I’armature) de la sec-
tion G;, par rapport au centre de I’arma-
ture A, est donné par ’expression

_Gtap'(1-6)[1-(6+0")]

Fig. 4. — Réduction de l'effort normal du centre de gravité de la section du béton G,. au centre de

gravité de la section idéalisée G;.

ou a = E/E,, toutes les autres nota-
tions étant données sur la figure 3.

On admet couramment que I'effort nor-
mal agit au centre de gravité de la sec-
tion du béton G.. Son influence se ré-
duit alors au moment de flexion

AM = Nh ({.—() = NhKY  (3)
et a I’effort normal N agissant au centre
de gravité de la section idéalisée G;, fi-
gure 4. La compression est supposée po-
sitive.

A partir de (2) et (3), on détermine le
coefficient kY

ol =

C+p/p)—[1=(6+8Nplp (4

L+(1+p'/p)ap(1=05)
xap(l—0)

La courbure due au moment de flexion
AM, en se basant sur (1) et (3) devient
alors
1 Nh
v EJ
L’effort normal au centre de gravité de
la section idéalisée G; au temps ¢ = 0
ne provoque pas de courbure. Cepen-
dant, I'effet du fluage, au temps ¢ > 0,
crée une courbure sous un tel effort nor-
mal, bien entendu seulement dans les
sections ou le centre de gravité de la sec-
tion du béton et le centre de gravitée de
I’armature totale ne coincident pas.

kY ko (14 @kypr) ®)

Pour déterminer la courbure due aux
charges permanentes au temps 7, sous
'effort normal agissant au centre de
gravité de la section idéalisé G;, on utili-
sera 'algorithme général donné dans [3].
Cet algorithme permet le calcul des
contraintes normales et de la courbure,
dues au fluage et au retrait, pour le cas
de la flexion composée. On le présente
ici brievement.

Soit une section de forme quelconque
armée de deux cotés, dont le plan de
flexion coincide avec le plan de symé-
trie de la section. La section se trouve
dans le stade I et elle est sollicitée par
un effort normal excentré, constant
dans le temps. On suppose que le méme
coefficient de fluage est également vala-
ble pour le béton en traction. Le signe
positif est adopté pour la compression
ainsi que pour les contraintes et les dé-
formations relatives correspondantes.
Les déformations relatives de retrait
sont également supposées positives.

On admet que I’hypothése de Bernoulli
est valable dans le temps ¢ aussi. On
suppose également que le diagramme
des contraintes dans le béton reste li-
néaire avec le temps. Sur la figure 5 sont
présentés les caractéristiques géomeétri-
ques de la section, I'effort normal ex-
centré, les diagrammes de contraintes
supposés ainsi que le diagramme des
déformations relatives de la section au

v (2)
Si l+a(p+p)(1=90)
| A —
| A= gA1-8) |
—pet |
o |
!
| .C} —
== A. 1 £ \
| o Sy By ; ‘
Iy ¢ | | =
£l = | - T 5
N = 5
o -Cu .C_
ol N -
Y v -
l <
o
f AZQAL-8) v Ms
Fig. 3. — Caractéristiques géométriques de la Fig. 5. — Caractéristiques géométriques et diagrammes de contraintes et de déformations rela-

section el notations adopiées.

tives au temps t, dans la section en stade I.

18
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temps ¢. Tous les symboles sont indi-
qués dans la figure, ou bien ils sont ex-
pliqués dans le texte. La fibre inférieure
est moins comprimée mais elle peut étre
aussi tendue. Pour tous les symboles, ¢
en indice signifie le temps ¢ = ¢ tandis
que 0 en indice signifie ¢ = 0.

Il est important de noter que les effets
du retrait et du fluage provoquent la sé-
paration en deux axes neutres: I'axe
neutre de contraintes et I’axe neutre de
déformations relatives.

Les conditions d’équilibre par rapport
au centre de gravité de ’armature A4, au
temps ¢ sont

f 0. (z)dA.+ A4, o + (6)
Ae +A4;0, =N
f 0y (2) zdA .+ As 04 h )

Ac [1-(6+6")] = Ne; = M,

Le diagramme de contraintes de com-

pression dans le béton au temps ¢ étant
supposeé linéaire, il s’ensuit
O (Z) = (5+§)GZ'I+

+[1—=(6+lo,

Les conditions de compatibilité des dé-

formations relatives du béton et de I’ar-

mature et les conditions de planéité de

la section donnent

8.:'/ =(1- 51) 5:-1 + 51“:” ©)

Ey = 55;-/+(1 _5)5u (10)

On utilise I’équation algébrique qui dé-

finit la relation entre les contraintes et

les déformations relatives du béton sous
la forme

(®)

1
Eq = E(al O-('I"’-bl o-(‘o) + Egne (l l)
avec
a, = a(l+xp) (12)
b=a(l-x)e (13)

ou &y, est le coefficient de retrait et y le
coefficient de vieillissement.

Les équations (11) a (13) sont identiques
a l'équation bien connue (e.13) du
Code-Modele CEB-FIP 78 [4].

2 (t’ fo) = 8,,([) +o (IO) ¢(t’ 10)+
o (1) —o(tp)
E( (IO)
X [1+x9 (1,19)]

a condition que le module de déforma-
tion E. = const = E_.5. Les valeurs de
x selon la loi de fluage CEB-FIP 78
sont données en [1] et [2].

Avec la relation d’élasticité entre les
contraintes et les déformations relatives
dans I’armature

&y = xI/E: (15)

on obtient alors de (6) a (13) et (15) les
expressions suivantes pour les con-
traintes dans les fibres extrémes du bé-
ton et les contraintes dans I’armature

(14)

M, |
Oy = Ak A_(aSIbZI_ ay bs) (16)
¢ !
M; 1
Ou = ﬂA_(allb3l_a3lbll) (17)
¢ '
oy =(l _51) (g, O'/(,+b,0"m)+
+6' (a,0,+b,0,)+ (18)
+£:hr Es
oy = 0 (a,0,+bo,)+
+(1-96)(a,0,+ (19)
+ bl Gca) + Epy Es
avec
o =[1-86)p"+6p](1-6) (20)

¢ =[6p'+(1-6)p](1-6) (@21

d =1-=06)[1-(6+86)x (22)
xp'(1-6)

dy =6 [1-(6+8p' (1-6) (23)

a,=(+¢)+caq, (24)

a, =1—(0+8)+caq, (25)

b]l = 6§(+(77§+§§)+d, a, (26)
by, = (1—8)C—(m2 + L2+

+d,aq, @D
A, = ay by —ayby, (28)
a5, = 2~ (€10} +€20,)b, +
= 4 (29)
+(c) +¢2) e Ef] M;s
b3l =1 _[(d[ o-clv ¥ dzaca)b: i
+(d, +dy) ey, ES]M G30)
2 M,
n: = J./F.h? (1)

Ces expressions générales permettent de
trouver facilement les solutions pour les
cas particuliers: pour les sections symé-
triques et symétriquement armées p’' =
p, 6'=06 et = (1-26)/2, pour les
sections armées d’un seul coté p’ = 0,
pour la flexion simple h/e, =0 et
M; = M et pour I'effort normal axial
au centre de gravité de la section du bé-
ton e, = z.. Pour les effets du fluage,
sans retrait, &y, = 0. Pour les effets du
retrait seul, les sollicitations extérieures
et les contraintes initiales sont nulles.
Pour le temps t =0, b, = &y, = 0 et
ap = a.

La courbure est donnée par

l s a,(66—04) +b(00 — ;) (32)
% hE;

Dans le cas considére, lorsque I'effort
normal agit au centre de gravité de la
section idéalisée, les contraintes dans le
béton au temps ¢ = 0 valent:

’
o(‘()

= O
N 1 (33)
AN+ (L+p'p)ap (1-6)

D’ou, au temps ¢ = ¢, d’aprés (32) et

(33) la courbure

1IN 1+

r  hE,

(G:'I - O-u) (34)

En utilisant les expressions (16) et (17)

et (20) a (30) ainsi que (33), la courbure

(34) peut étre présentée sous la forme
1N Nh
=

“EJ

kY ok (35)

ou le coefficient k)’ est donné par I'ex-
pression

5
kY =—%(1+x¢) (36)
et kY a déja été déterminé par I’équation
(4).

La courbure totale au cas de la flexion
composée due aux charges perma-
nentes, avec I’effort normal au centre de
gravité de la section du béton, est obte-
nue maintenant par la superposition de
(1), (5) et (35)

M
EJ knr (14 @kippp) +

Nh

+ T kN k(1 + k,p) + 37)

1
p

+

Mo ey ok

E.J; ¢

La courbure sous I’effet de I’effort nor-
mal seul, agissant au centre de gravité
de la section du béton, est obtenue en
additionnant les deux derniers termes
de l'expression (37), sous la méme
forme que la courbure due au moment
de flexion simple (1)

1

Nh
A B koy (1+ @k,yn) (38)

De (37) et (38), il s’ensuit:

kv = ko k¢ (39)
et

k, N
kon = kou + 2= (40)

c’est-a-dire, d’apres (4) et (36)

kxN=

L +pp)~[1—(5+8)p'lp

kv T 4 ppyap (1=5) %P
(1-6) (a1

' n2(1+xp)
ko= iy — L 42)

Les valeurs des coefficients de correc-
tion kg, et k,y sont données dans les
diagrammes pour les sections rectangu-
laires et les sections en T dans [1] et [2].
De I'algorithme présenté, on obtient les
meémes coefficients sous la forme

-

¢
kg = —A_O(alo +ay) (43)

1 Ap
kov = % (1+xp) 7y

(ay +ay )by, — (b, +by)ay, +
at+ay

+il=p)t(l=y)=1l (44)

19
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ﬁ}ks M g':0:1 10kS N §'=01
1,00 - : T 1,00 2 \
T == LT Jefg L |
| | klj,l | S | - ', | | [ ,Y‘ s
i I L T[T 025 e Ot =BsfEr | | 2ot [ T )
I ; ‘\ \ 05 Q =|Aq bp\ [ e g
BB = ‘ LT i 080 Q':{A'S/bb AS‘ BIEEH T 9/9
= . 1 it 1 ’ : ! { * : O
040 (XA | g As S T ] | J L |
: 1Q =Asfbd | | |55t [7) t ] ’ BRIl i ] lgos
'=1A/bd | || . [ ]| s
020 S=A] ‘ As,b:fé; s ‘_ ‘ 020 — ! ‘( }/: 185
| 1] L | |+ |
| >l | | f] I . /} ! | |
00 L [~ | l‘,‘ O(ip 000 | | : muiil JO‘QD
0001 0002 001 0,02 010 020 0001 0,002 001 0,02 0,10 0,20
-1
N §=0,1
lok(PN 8"—'OJ1 'XCP:Z
100 \’ 17 iERERE
| || ! | |1
080 | }'LLAS S "l ;
) o FPEEEeE
‘ I |Z|U 8 ?“=‘ESVEC
] <t | 0 |=5AJ/bd
- Pl =l v/ :
060 T AS#Q:O —g. =‘As‘/bd
——— T R
! 5 020 . | TIPS 025
| | 05
| | <> d $
| 1 [ L] <‘ 915 0,00 | L dQD
0001 0,002 001 Q02 0,10 0,20 0001 0002 001 002 010 020

0,00

0001 0,002

0001 0,002

Fig. 6. — (Diagrammes).

Le rapport de la courbure due a I’effort
normal, agissant au centre de gravité de
la section du béton, et de la courbure
due au moment de flexion simple est
donné par I’expression

_N_hksN(l+(pkwN)
B M ksM(1+(pk(/7M)

(45)
"y 1+ (/)k(/)N
=Yy 1+ ka,/;M
ou
Nh kg
et S 46
Yo M k,\»/\:l ( )

Les diagrammes k,y,, K,y et ke, kpy
(fig. 6) se calculent facilement a I'aide
de 'ordinateur. Dans le cas de sections
rectangulaires, ces diagrammes sont
donnés a titre d’exemple pour les pour-
centages et la disposition habituels des
armatures et pour les valeurs du produit
des coefficients de vieillissement et de
fluage yop = 2 et yp = 4.

20

3. Exemples numériques

1. Pour le méme exemple déja analysé
dans [2], avec les données

6=06=0,1
p'lp =05
A,
D = b_‘, =03%
E. = 30,5GPa
E, = 200 GPa
E;
Q= E = 6,56
ap = 0,020
x =028
M = 24 kNm

on calculera I'effet relatif a la courbure
de leffort normal N = 4 M/h =
192 kN, agissant au centre de gravité de
la section du béton, par rapport a I'effet

di au moment de flexion simple M, au
temps t = 0 et au temps r = . Les
courbures et les augmentations relatives
dues a I'effort normal seront évaluées

pour yp = 2 et yp = 4.

Dans les diagrammes ci-joints, on
trouve pour yp = 2

kﬂ” — 0.,95

k{p:\l = 0,87

kxN = 0,33 10*2

kon = 0,34-10

La courbure due au moment de flexion
simple au temps ¢ = 0

B ey
o - Bl &
2
= it 0,95
30,5-100.2,08-10-3
= 3,58-10-4m~-!

L’augmentation relative de la courbure
due a P'effort normal, par rapport a la
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Fig. 7. — 1¢r exemple.

Fig. 8. — 2¢ exemple.

courbure provoquée par le moment de
flexion M, au temps t = 0

W, = N_h k.YN
¢ M k.s'M
0,33-10-2
0,95
= 1,4%
La courbure due au moment de flexion
simple au temps ¢ = ¢
LoD )
ma T e
=3,58-10-4(1+2,5-0,87)
= 11 37-10=*m="
L’augmentation relative de la courbure,
due a I'effort normal au temps ¢ = ¢

= 100

. 1+ (pk‘/'N
WI - (//0 l +(Pk(p,w
ey 1+2,5-0,34-10
v 1+2,5-0,87
=42%
Pour yp = 4, on tire des diagrammes:
koy = 0,80
kN = 0,45-10

d’ou
I
— = 3,58-10~%(1+5-0,80)
arg
— 17,90-10~4m~"
_ 4. 1504510
Vi= L% 115080
= 6,6%

L’augmentation relative de la courbure,
due a 'effort normal, n’est pas d’une si-
gnification importante dans cet exem-
ple.

2. Pour la méme section de béton et les
mémes efforts M et N comme dans
I’exemple précédent, mais avec

6 =0,1
plp=20
p=1%
ap = 0,066

on calcule a nouveau les courbures dues
au moment de flexion simple et les aug-
mentations relatives y, et y, des cour-
bures dues a I’effort normal.

Pour yp = 2 on obtient des dia-
grammes
k.Y.M = 0,90
k(p‘)w = 0,79
kv = 0,20-10-!
k,n = 0,30-10
Avec ces valeurs on obtient
L = 090
'vo o 30,5-100-2,08-10-3
=3,40-104m~!
0,20-10—! .
Wy = 4—0,90 100 = 8,9%

— =3,40-10-%(142,5-0,79)

I
—10,12-10-4m-!
142,5-0,30- 10
vi=89 5575
= 254%

Pour yp = 4 on a:

k(p:‘\’l = 0,72
kon = 037-10
|

Ia.

I

3,40-10~%(14+5-0,72)
15,64-10~4m~!
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1+5-0,37-10
1+5-0,72
= 37.7%

L’augmentation relative de la courbure,
due a I'effort normal agissant au centre
de gravité de la section du béton, atteint
dans cet exemple, pour yp = 4, pres-
que 40% de la courbure due au moment
de flexion simple. Nous avions trouvé
ci-dessus avec une méthode approchée,
pour le méme cas, une augmentation de

4,48 cm e
250em 100% = 36%

Wl = 8,9

la courbure de

(voir figure 1).

4. Conclusions

On a tendance, a juste titre, d’associer
une armature passive importante a une
armature précontrainte modérée. On
évite ainsi d’avoir une précontrainte
trop élevée quand les surcharges n’agis-
sent pas. En outre, la répartition et
I'ouverture des fissures par suite de phé-
nomenes difficilement prévisibles tels
que tassements d’appui, retrait et tempé-
rature différentiels, sont favorablement
influencées. Cette armature passive est
généralement disposée de facon dissy-
meétrique. Il en résulte toutefois une di-
minution parfois non négligeable de
I’efficacité de la précontrainte.
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par J.-F. Phelizon. — Un vol.
15,5 x 22 cm, 72 pages, Collec-
tion ABC des langages, Editions
Masson, Paris 1982. Prix broché:
55 ffr.

Le langage DIBOL (Digital Bu-
siness Oriented Language) a été

développe par le deuxiéme
constructeur mondial d’équipe-
ments informatiques  (Digital
Equipment), qui compte au
moins 300 000 installations a ce

jour.

DIBOL a été congu comme une
sorte de réponse a certaines diffi-
cultés du langage Cobol, dont la
lourdeur et I'absence totale de
compacité rebute bien des pro-

gestion. En effet, le langage dé-
veloppé par Digital se caractérise
par sa simplicité d’utilisation, sa
structuration intrinséque, et sa
parfaite intégration au systéme
d’exploitation dans lequel il est
implanté.

C’est a dessein que la totalité des
programmes  exposés  dans
I'ouvrage a été développée sur la
plus petite configuration dispo-
nible chez Digital: un PDT
I1/150 (LSI' 11-03 pourvu de

densite et fonctionnant sous sys-
teme d'exploitation RT-11). Le
principe de compatibilité ascen-
dante rend ces programmes exeé-
cutables directement sur n'im-
porte quelle configuration maté-
rielle et logicielle appartenant a
la famille PDP-11 y compris le
VAX. Les qualités effectives du
Dibol permettent par ailleurs
une transposition quasi immé-
diate de” ces programmes dans
un autre langage orienté gestion.
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