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GENIE CVIL Ingénieurs et architectes suisses N° 2 20 janvier 1983

Influence d'une forte armature
dissymétrique sur la déformation différée
d'une structure précontrainte

par Renaud Favre, Lausanne et Zivota Perisic, Belgrade

1. Exposé du problème

Il est notoire que le comportement à
l'état d'utilisation d'une structure en
béton est essentiellement dicté par les
sollicitations permanentes ou très

fréquentes et non par les sollicitations
rares et passagères. Ceci est vrai autant
pour un pont que pour une dalle de
bâtiment. Prenons à titre d'exemple le

nouveau Palais des Expositions à
Genève où les dalles ont été judicieusement
précontraintes pour éliminer ou «balancer»

autant que possible l'effet des

charges permanentes, c'est-à-dire pour
n'avoir ni moments, ni efforts
tranchants, ni déformations dans la dalle à

l'état permanent. Les surcharges,
généralement très petites, peuvent être
momentanément très importantes selon le

genre d'utilisation, nécessitant une
armature passive pour assurer la sécurité à

la rupture et satisfaire les vérifications
en précontrainte partielle. Tant que
cette armature est faible et que la mise
en précontrainte n'a pas lieu trop
rapidement après le bétonnage, le calcul de
la dalle en admettant le centre de gravité

des sections à mi-hauteur de l'épaisseur

h sera correct. Mais si le pourcentage

d'armature tendue p est élevé, si

l'armature comprimée p' est faible et si
le coefficient de fluage tp est élevé, le
centre de gravité de la section va se

déplacer vers l'armature tendue, phénomène

qui augmentera énormément dans
le temps par suite du fluage.
Pour illustrer ceci, nous voulons prendre

l'exemple de la figure 1 avec
p 1%, p' 0%, tp 5 en nous limitant

au cas non fissuré (stade I). Nous
avons reporté dans cette figure les cen¬

tres de gravité Gc en ne considérant que
le béton, G, en considérant l'armature et
le béton au temps / 0 et G, en
considérant le temps f œ. Pour G„ nous
introduisons le coefficient d'équivalence

a —i
'

Ec

d'où

Es 200 GPa

30,5 GPA
6,6,

0,01-45(6,6-l)-20
' ~ 0,01-45-5,6 + 50-1

— taux d'armature tendu
A.

0,96 cm

P l1
¦ (A -5 cm)

— taux d'armature comprimé

P' l-(/î-5cm)
— module d'élasticité instantané du bé¬

ton
Ee 30,5 GPa

— module d'élasticité de l'armature
Es 200 GPa

— coefficient de fluage ç 5

— coefficient de vieillissement x — 0,8

Pour G,, le problème est beaucoup plus
complexe. Par suite du fluage du béton,
les contraintes varient dans le temps. La
variation de contrainte dans une fibre
de béton peut se traiter à l'aide du
module effectif ajusté E** indiqué par le
CEB et développé dans [l]1. La part de
contrainte constante qui agit dès le

temps t — 0 engendre des déformations
qui dépendent du module effectif

E*
\ + <p'

1 Les chiffres entre crochets renvoient à la
bibliographie en fin d'article.

Le centre de rotation des courbures se

déplace dans le temps vers le bas. Ci-
dessous au point 2 est développé une
méthode très précise qui tient compte de
tous ces phénomènes. A titre de
simplification, on peut souvent se contenter
d'une approche simplifiée en introduisant

un centre de gravité fictif G, obtenu
à partir de E**. G, étant défini par la
distance d, de la figure 1, on a successivement:

E** 30,5 GPa

+ X<P 1+0,8-5
6,1 GPa

a,
Es 200

33

d, - 0,01 -45(33—l)-20
0,01 -45-32 + 50-1

4,48 cm.
On constate donc que le centre de gravité

G se déplace notablement avec le

temps.
Si dans la section de la figure 1 agit une
force de précontrainte P en h/4, son
excentricité / ne vaut en réalité pas h/4
mais seulement h/4 — d, 12,50 — 4,48

8,02 cm. Si on se propose de balancer

la charge g, il faudra passablement
plus de précontrainte que celle découlant

d'un raisonnement basé sur un centre

de gravité à mi-hauteur Gc (fig. 2):
La charge équivalente et de balancement

du câble vaut

_/P
u ——

P
g

Puisque/ne vaut pas h/4 mais h/4—d,,
il faut augmenter la force de précontrainte

dans la proportion suivante:

8/P,
l2

8-A/4- P2

' h/4
\ f '

12,50

8,02

ou

Il faudra donc 56% de plus de force de

précontrainte que celle communément
admise. Rappelons toutefois que les

hypothèses de p 1 % et tp 5 sont très
extrêmes.

h/4

A's

di-
4 48 cm ; 0 96 cm

r <mî

i. û

h/2

h 50 cm

5cm w

Fig. 1. — Centres de gravité G,. G, et G,
d'une section.

coupe voir ^-|

P' 1/2 pL

^m, 12»

-axe Gc (feuillet moyen)

-axe approché G,

axe câble de
précontrainte

h/2

— h/4-
-h/4 $

3m
v—f= h/4 -d

Fig. 2. — Flèche f d'un câble d'une poutre à armature dissymétrique.
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2. Effet de l'effort normal
sur la courbure

Si par définition on ramène les efforts
intérieurs au centre de gravité du béton
seul G,, alors le problème consiste à

déterminer l'effet de l'effort normal N sur
les déformations, effet venant s'ajouter
à celui du moment de flexion M.
La courbure due au moment de flexion
simple M des charges de longue durée
dans le stade / est donnée dans [1] et [2]
sous la forme

r\t
avec

1

M
E J,

k, m
1 + <pkySi) (1)

courbure dans le stade /,

E, J,
rigidité de la section du béton
seul, sans armature,

k, coefficient de correction intro¬
duisant l'influence de l'armature,

k9 coefficient de correction pour le
fluage,

tp coefficient de fluage.

Pour mieux mettre en évidence qu'il
s'agit de la flexion simple, sans effort
normal, dans l'équation (1) on a ajouté
l'indice M aux coefficients ki et kv ainsi
qu'à la courbure \/r. Il va de soi que tp,
k„ et la courbure sont des fonctions du
temps.
Il est bien connu que dans les sections
où le centre de gravité de la section du
béton et le centre de gravité de l'armature

totale coïncident, l'effort normal
éventuel, agissant au centre de gravité
de la section, ne provoque pas de courbure

ni au temps 0 ni au temps
/ /. Cependant, il n'en est pas de
même si les centres de gravité de la
section du béton et de l'armature totale ne
coïncident pas. Dans de telles sections
(figure 3), la position du centre de gravité

idéalisé (avec l'armature) de la
section G,, par rapport au centre de l'armature

As est donné par l'expression

Çl+ap'(\-5)[l-(8 + ô')]
(2)" \+a(p + p')(\-S)

^m^m- S)

JZ

J

»,

m
t-n

v :

(Gco r ^\ at t- 7-

\ / %7h

\ m / it
V J

iAf"0Ae(1-$J

AMN GG
IV

+
GG M NJZJZ

>~o
\~r,M>

JZ
(OCO

Fig. 4. — Réduction de l'effort normal du centre de gravité de la section du béton G, au centre de
gravité de la section idéalisée G,.

où a Es/Ec, toutes les autres notations

étant données sur la figure 3.

On admet couramment que l'effort normal

agit au centre de gravité de la
section du béton Gc. Son influence se
réduit alors au moment de flexion

AM M (£ - Q Nh k} (3)

et à l'effort normal N agissant au centre
de gravité de la section idéalisée G,,

figure 4. La compression est supposée
positive.

A partir de (2) et (3), on détermine le
coefficient k^

km
Çl(\+p'lp)-[\-{8 + 8')]p'/p (4)

\+(\+p'/p)ap(\-S)
xap(\ —8)

La courbure due au moment de flexion
AM, en se basant sur (1) et (3) devient
alors

1 Nh

rA\f El -fi

L'effort normal au centre de gravité de
la section idéalisée G, au temps / 0

ne provoque pas de courbure. Cependant,

l'effet du fluage, au temps / > 0,
crée une courbure sous un tel effort
normal, bien entendu seulement dans les
sections où le centre de gravité de la
section du béton et le centre de gravité de
l'armature totale ne coïncident pas.

k»ksM(\+(pkvM) (5)

Pour déterminer la courbure due aux
charges permanentes au temps /, sous
l'effort normal agissant au centre de
gravité de la section idéalisé G,, on utilisera

l'algorithme général donné dans [3].
Cet algorithme permet le calcul des
contraintes normales et de la courbure,
dues au fluage et au retrait, pour le cas
de la flexion composée. On le présente
ici brièvement.
Soit une section de forme quelconque
armée de deux côtés, dont le plan de
flexion coïncide avec le plan de symétrie

de la section. La section se trouve
dans le stade I et elle est sollicitée par
un effort normal excentré, constant
dans le temps. On suppose que le même
coefficient de fluage est également valable

pour le béton en traction. Le signe
positif est adopté pour la compression
ainsi que pour les contraintes et les
déformations relatives correspondantes.
Les déformations relatives de retrait
sont également supposées positives.
On admet que l'hypothèse de Bernoulli
est valable dans le temps / aussi. On
suppose également que le diagramme
des contraintes dans le béton reste
linéaire avec le temps. Sur la figure 5 sont
présentés les caractéristiques géométriques

de la section, l'effort normal
excentré, les diagrammes de contraintes
supposés ainsi que le diagramme des
déformations relatives de la section au

6i,

T^~ A'.rçXa

B'sl

rm
Ö T Ät £.IZ

yy

£Y-^A5=pAc(1-S
fleim*.i — *

net net

Fig. 3. - - Caractéristiques géométriques de la
section el notations adoptées.

Fig. 5. — Caractéristiques géométriques et diagrammes de contraintes et de déformations relatives

au temps t. dans la section en stade I.
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temps /. Tous les symboles sont indiqués

dans la figure, ou bien ils sont
expliqués dans le texte. La fibre inférieure
est moins comprimée mais elle peut être
aussi tendue. Pour tous les symboles, /
en indice signifie le temps / / tandis
que 0 en indice signifie t 0.

Il est important de noter que les effets
du retrait et du fluage provoquent la
séparation en deux axes neutres: l'axe
neutre de contraintes et l'axe neutre de
déformations relatives.
Les conditions d'équilibre par rapport
au centre de gravité de l'armature As, au
temps / sont

/ a„ (z) dA, + A\ a[, +
+ A.G., N

(6)

ocl(z)zdAc+A'%o[,h (7)
a< [l-(<5 + <5')] Nes M,

Le diagramme de contraintes de
compression dans le béton au temps t étant
supposé linéaire, il s'ensuit

o-(,(z) (ô + Oo-;,+
-(ô + Ç)]aa

(8)

Les conditions de compatibilité des
déformations relatives du béton et de
l'armature et les conditions de planéité de
la section donnent

e[, {\-8')e[, + ô'ea (9)

£,, &4 + (l-<5)£„ (10)

On utilise l'équation algébrique qui
définit la relation entre les contraintes et
les déformations relatives du béton sous
la forme

¦{a,aa + btac0)+E,, (H)

avec

a,

b,

a{\+X<p) (12)

a(\-x)<P (13)

où Eshl est le coefficient de retrait et x le
coefficient de vieillissement.
Les équations (11) à (13) sont identiques
à l'équation bien connue (e. 13) du
Code-Modèle CEB-FIP 78 [4].

£(t,t0) £n(t)+(j(t0)<p(t,t0) +

+
g(Q-<r(/o)

E( (to) '

{\+X<P('Jo)ì

(14)

à condition que le module de déformation

Ec const £c28. Les valeurs de

X selon la loi de fluage CEB-FIP 78

sont données en [1] et [2].
Avec la relation d'élasticité entre les
contraintes et les déformations relatives
dans l'armature

£s, Vs,/Es (15)

on obtient alors de (6) à (13) et (15) les

expressions suivantes pour les
contraintes dans les fibres extrêmes du
béton et les contraintes dans l'armature

Ms 1

CT" A~hÂ'^a3' 2,~~Ü2' 3"

o's, {\-8'){a,o'u + blo'co) +
+ 8'(a,ac, + b,ac0) +
+ £si„ Es

oii Ô(ala'cl + b,a'co)+
+ (l-<5)(a,o-„ +
+ b,aC0)+£sh,Es

(16)

(17)

(18)

(19)

avec

Cl [(l-5')p' + 5p](l-5) (20)

Cl [ô'p'Hl-Ô)p](l-Ô) (21)

d, (l-<5')[l-(<S + <5')]x

xp'(l-<5)
(22)

d2 8'[l-(S + 8')]p'(\-8) (23)

a\, (5+ £.) + <:, a, (24)

a2, l-(ô + rc)+c2a, (25)

bu 8Ç + (t1]+Çl)+d,a, (26)

h, {\-8)Çc-{ri+Cc,+
+ d2a.

(27)

4 aub2l-a2,bu (28)

fl3, — - [(c, a'«, + c2 aco) b, +

+ (c, +c2)£shlEs]
Ach

AT
bu l-[(diaJC0 + d2ac0)b,+

Arh

m
2 _

+ {d[+d2)£sh,Es]

JJFth2

M,

(29)

(30)

(31)

Ces expressions générales permettent de
trouver facilement les solutions pour les

cas particuliers: pour les sections
symétriques et symétriquement armées p'
p, 8' 8 et Çc (1 — 28)ß, pour les
sections armées d'un seul côté p' 0,

pour la flexion simple /i/e, 0 et
M$ M et pour l'effort normal axial
au centre de gravité de la section du
béton es zc. Pour les effets du fluage,
sans retrait, £tA, 0. Pour les effets du
retrait seul, les sollicitations extérieures
et les contraintes initiales sont nulles.
Pour le temps t 0, b, £slu 0 et

La courbure est donnée par

1 a,{a'a - cr,,) + b,{o'œ - aœ)

hEs
(32)

Dans le cas considéré, lorsque l'effort
normal agit au centre de gravité de la
section idéalisée, les contraintes dans le
béton au temps t 0 valent:

a'a, m
_7V 1 (33)" A, \+{\+p'/p)ap(\-8)

D'où, au temps t t, d'après (32) et
(33) la courbure

1 N
XV

hE, «/-o-,,) (34)

En utilisant les expressions (16) et (17)
et (20) à (30) ainsi que (33), la courbure
(34) peut être présentée sous la forme

I"
r

— ks tpky (35)

où le coefficient kîj est donné par
l'expression

kN -^d+JWO (36)

et k^ a déjà été déterminé par l'équation
(4).

La courbure totale au cas de la flexion
composée due aux charges permanentes,

avec l'effort normal au centre de
gravité de la section du béton, est obtenue

maintenant par la superposition de

(1), (5) et (35)

' M- =£yV(|+^n)+
Nh

+ —kÎksVI(\+(pk9M)+ (37)

+ jJ *? <Pk%

La courbure sous l'effet de l'effort normal

seul, agissant au centre de gravité
de la section du béton, est obtenue en
additionnant les deux derniers termes
de l'expression (37), sous la même
forme que la courbure due au moment
de flexion simple (1)

I Nh „— FT^' + Ç'V) (38)

(39)

(40)

De (37) et (38), il s'ensuit:

kSN — kSM ks

et

k0N
Kq>\ ~ kinM +

KsM

c'est-à-dire, d'après (4) et (36)

k

N

Çm+P'IP)-[m(8 + 8')]p'/p
K*M \+{\+p'/p)ap(\-8) ap

(1-5)

KpN ~ k-tpM 4 ksM

(41)

(42)

Les valeurs des coefficients de correction

ksM et kvm sont données dans les
diagrammes pour les sections rectangulaires

et les sections en T dans [1] et [2],
De l'algorithme présenté, on obtient les
mêmes coefficients sous la forme

Km — 4 (a\o+a20) (43)

KtpM
<P

(l+X<P) 4
(fl|, + fl2,)fc3,-(fei, + fe2f)fl3>

flio + o»

+ (1-2)+(!-#)*-

+

(44)
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s oi
S M 5 0.1

m
383

360

oc =jE5/Ec mmD.40
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g'=^fbd:lLA
TD -c:

-<= ï<o*

3.0! 0.02 3100,001 0,002

5 =0.110k S N
S' OJ

sac
/E ioA

•O -1=

§ A^bp1
o1 =TA7b+d

£^^L MA3.60 ¦ja>.

3 40

0.53 20

301 3.002 00' 310 3.2C0,02

0,80

0,60

0,20

X<P=2
5 01

W M 5'= 0.1

I

m
^m

3.25

«=.Ej£J 0 5\,'CaA
g A5/bd ¦? -C
o'= A'Jbä JZV

6o*

3.002 0.02 3.2C

XV =2
s =0,110 kä

4> N 5' 0

to* E JT3 x:
ï 0 Aj pdto'' 1 A7bd

?'/?3.40

3.25

3.0C

3. 'G 0.200,00! 0,002

0,1

X<P 44> M 5' 0,1

?'/?

o<= EJE
0250.40

p As/bd
S =;Asi M

oo*Ì b
4^-4

cxn
3 0C

301 3.002 3 02

0,80

0,40

0,20

10 k f N

S =0,1
S' 0,1 ^ 4

-A—J

As h 5* L
9 A^bd

0,10 0,20

?'/?

D.25

30! 3 33 32C0,001 0,002

Fig. 6. — (Diagrammes).

Le rapport de la courbure due à l'effort
normal, agissant au centre de gravité de
la section du béton, et de la courbure
due au moment de flexion simple est
donné par l'expression

¥,

Vo

Nh ksN{\+<pkg,N)

M ksM{\+(pkipM)

' + <pkvN
1 + tpkçM

_
Nh k,N

W° ' M ksM

(45)

(46)

kmM et *_ ip.N
Les diagrammes ksM

(fig. 6) se calculent facilement à l'aide
de l'ordinateur. Dans le cas de sections
rectangulaires, ces diagrammes sont
donnés à titre d'exemple pour les

pourcentages et la disposition habituels des
armatures et pour les valeurs du produit
des coefficients de vieillissement et de
fluage x<P 2 et x'P 4.

20

3. Exemples numériques

1. Pour le même exemple déjà analysé
dans [2], avec les données

ô 8' 0,1

p'/p 0,5

A.
p -r- 0,3%

bj
Et 30,5 GPa

E3 200 GPa

E,
a — 6,56

tt
ap 0,020

Z 0,8

M 24 kNm

on calculera l'effet relatif à la courbure
de l'effort normal N 4 M/h
192 kN, agissant au centre de gravité de
la section du béton, par rapport à l'effet

dû au moment de flexion simple M, au
temps t 0 et au temps / t. Les
courbures et les augmentations relatives
dues à l'effort normal seront évaluées

pour x<P 2 et x<P 4.

Dans les diagrammes ci-joints, on
trouve pour x<P 2

ksM 0,95

KpM 0,87

m 0,33-10-2
ktpS 0,34-10

La courbure due au moment de flexion
simple au temps / 0

1 M
rM. 0 E,J,

24

30,5-106-2,C

3,58- IO-4 m

3 0,95

L'augmentation relative de la courbure
due à l'effort normal, par rapport à la
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F/g. 7. — /er exemple. Fig. 8. — 2 e exemple.

Bibliographie

[1] R. Favre, M. Koprna, A. Radojicic,
Ejfets différés - Fissuration et déformations

des structures en béton. Editions
Georgi, Saint-Saphorin, Suisse, 1980.

[2] CEB Manual Cracking and Deforma¬
tion (Final Draft), Comité Euro-International

du béton, Bulletin d'information
n° 143, Lausanne, 1981.

[3] Z. Perisic, Effets différés dans les
structures en béton, conférence tenue à

l'Ecole polytechnique fédérale de
Lausanne, Lausanne, 1980.

[4] Code-modèle CEB-FIP pour les struc¬
tures en béton, Comité Euro-International

du béton, 1978.

courbure provoquée par le moment de
flexion M, au temps / 0

_
Nh ks»

¥o~ M ksM

033-10~2
4- '

„
'

100
0,95

1,4°,

La courbure due au moment de flexion
simple au temps t t

1 1 „— -—(\+<pk m)
'M, l 'M. l

3,58- IO"4 (1 +2,50,87)
ll,37-10-4m-'

L'augmentation relative de la courbure,
due à l'effort normal au temps / /

V, Vo
[ + Çk^
\+(pkq>M

-2,5-0,34-1014-
1+2,5-0,87

4,2%

Pour x<P 4, on tire des diagrammes:

>w 0,80

ktpN 0,45-10

d'où

3,58-10"4(1+5-0,80)
rM.i

17,90-10-4m-'

1,4

6,6%

1+5-0,45-10
1+5-0,80

L'augmentation relative de la courbure,
due à l'effort normal, n'est pas d'une
signification importante dans cet exemple.

2. Pour la même section de béton et les
mêmes efforts M et N comme dans
l'exemple précédent, mais avec

<5 0,1

p'/p 0

p 1 %

ap 0,066

on calcule à nouveau les courbures dues
au moment de flexion simple et les
augmentations relatives y/0 et ip, des
courbures dues à l'effort normal.
Pour x<P

grammes

m, 0,90

k<pM 0,79

ksN 0,20-10"

2 on obtient des dia-

>A 0,30-10

Avec ces valeurs on obtient
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rM.O

Vo

30,5- 106-2,08-10" -3 '"

3,40- 10-4m-'

4°'20-I0"'l00 8,9
0,90

3,40-10-4(1+2,5-0,79)

10,12- 10-4m-'

+ 2,5-0,30-10
V, 8,9

+ 2,5-79

25,4°

Pour x<P 4 on a:

kq,M 0,72

kip% 0,37-10

3,40-10"4(1+5-0,72)

15,64-10-4m-'

V, 8,9
1+5-0,37-10

-5-0,72

37,7%

L'augmentation relative de la courbure,
due à l'effort normal agissant au centre
de gravité de la section du béton, atteint
dans cet exemple, pour %q> 4, presque

40% de la courbure due au moment
de flexion simple. Nous avions trouvé
ci-dessus avec une méthode approchée,
pour le même cas, une augmentation de

4 48 cmla courbure de '
rn • 100% 36%

12,50 cm
(voir figure 1).

4. Conclusions

On a tendance, à juste titre, d'associer
une armature passive importante à une
armature précontrainte modérée. On
évite ainsi d'avoir une précontrainte
trop élevée quand les surcharges n'agissent

pas. En outre, la répartition et
l'ouverture des fissures par suite de
phénomènes difficilement prévisibles tels

que tassements d'appui, retrait et température

différentiels, sont favorablement
influencées. Cette armature passive est
généralement disposée de façon
dissymétrique. Il en résulte toutefois une
diminution parfois non négligeable de
l'efficacité de la précontrainte.
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Le langage DIBOL (Digital
Business Oriented Language) a été

développé par le deuxième
constructeur mondial d'équipements

informatiques (Digital
Equipment), qui compte au
moins 300 000 installations à ce
jour.
DIBOL a été conçu comme une
sorte de réponse à certaines
difficultés du langage Cobol, dont la
lourdeur et l'absence totale de
compacité rebute bien des pro¬

grammeurs d'applications de
gestion. En effet, le langage
développé par Digital se caractérise
par sa simplicité d'utilisation, sa
structuration intrinsèque, et sa
parfaite integration au système
d'exploitation dans lequel il est
implante.
C'est à dessein que la totalité des

programmes exposés dans
l'ouvrage a été développée sur la
plus petite configuration disponible

che/ Digital: un PDT
11/150 (LSI 11-03 pourvu de

deux unités de disquettes simple
densité et fonctionnant sous
système d'exploitation RT-II). Le
principe de compatibilité ascendante

rend ces programmes exè-
culables directement sur
n'importe quelle configuration matérielle

et logicielle appartenant à

la famille PDP-11 \ compris le
VAX. Les qualités effectives du
Dibol permettent par ailleurs
une transposition quasi immédiate

de*ces programmes dans
un autre langage orienté gestion.
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