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BULLETIN TECHNIQUE DE LA SUISSE ROMANDE 103' annee 7 juillet 1977 N° 14

Interpretation des franges d'interference obtenues
par moire d'ombre
par MICHEL FLÜCK et LF.OPOLD PFLUG

1. Introduction

A deux reprises, nous avons expose dans ces colonnes
des procedes optiques exploitant les proprietes des moires
et destines ä l'analyse des contraintes dans les coques ou
les plaques [1, 2].1

Dans le premier de ces procedes, le moire d'ombre, les
franges d'interferences constituent les lignes de niveaux
(>f ete) de la surface deformee. Dans le second, le
moire de reflexion, les franges donnent les valeurs d'egale
pente de la deformee, dans une direction (par exemple
dw

Tx - cte)-

Toutefois, dans les deux cas, l'exploitation quantitative
des informations contenues dans les figures d'interferences
necessite des op6rations complementaires afin de parvenir
aux efforts internes.

L'objectif du present travail est d'apporter ä l'utilisateur
un mode operatoire lui permettant d'obtenir les courbures
principales d'une surface quelconque en evitant de longues
manipulations de routine. Dans le developpement presente
ici, la surface est analysee ä l'aide de la methode du moire
d'ombre, mais il va de soi qu'une technique comparable
pourrait etre appliquee ä fortiori aux cliches issus d'un
moire de projection.

La recherche des courbures constitue, en effet, l'etape
essentielle de la determination des efforts de flexion. Dans
le cas particulier des plaques minces obeissant aux
hypotheses de KirchofT, les efforts de flexion sont lies ä la
deformee par la relation habituelle:

Schima N° 1

Mr D

M„ D

9*w

Ix*

1y

1y (i)

+ v
dx*

alors que les expressions correspondantes pour les coques
k symetrie de revolution peuvent se mettre sous la forme

M0 D [k0 + v ke]

M0 D[ke + v k^]
oü k,p et k0 representent des expressions oü interviennent
les courbures principales au point considere et D la rigidite

de flexion [3].

2. Sequences des Operations

Les sequences des differentes Operations sont resumees
dans le Schema n° 1 ; nous nous bornerons dans le present
article ä developper les deux dernieres phases du
Processus, car les techniques de moire proprement dites ont
ete exposees ici meme et la digitalisation du cliche ne
presente guere de particularites.

II nous parait par contre necessaire d'apporter quelques
remarques sur les Operations de lissage des courbes ainsi

1 Les chiffres entre crochets renvoient ä la bibliographie en
fin d'article.

Prise de vue

+
Digitalisation

+
Ltssage des
lignes de niveau

¦t
Determination de
l'indicatrice de Dupin

+
Trace des lignes
d'egale courbure

que sur la recherche et l'exploitation de Findicatrice de
Dupin.

3. Lissage des courbes

Le schema n° 1 montre que les informations contenues
dans les franges d'interferences sont introduites dans
Pordinateur sous forme de valeurs discretes correspondant
aux coordonnees d'un certain nombre de points situes sur
une courbe de niveau.

Dans le Stade actuel, la transmission cliche-ordinateur
s'effectue ä l'aide d'un coordinatographe desservi par un
Operateur, ce qui introduit necessairement une certaine
erreur sur chaque point, s'ajoutant aux imprecisions spe-
eifiques de la technique experimentale.

Le lissage des courbes de niveau s'avere donc indispensable

; notons en passant que ce lissage numerique
correspond d'ailleurs k la nature physique de la surface
etudiee qui, dans le cas d'une structure teile qu'une plaque
ou une coque, possede un profil tres regulier.

La technique de lissage doit r6aliser un compromis entre
la raideur de la courbe astreinte ä passer dans un ensemble
de points, dont la Solution extreme mene ä la droite des
moindres carres, et le strict respect du passage par les
points enregistres [4].

La preponderance de l'une ou l'autre de ces tendances
doit pouvoir Stre adaptee au gre de l'utilisateur qui dispose
ainsi d'un moyen d'intervention lui permettant de tenir
compte des conditions speeifiques de l'essai en cours.

Dans le processus de lissage, nous considerons n points
(n ^ 3) du plan x,y contenant l'ensemble des franges
d'interferences et representant les courbes de niveau de la
surface etudiee.

Soit (xi; yi),..., (xn ; yn) l'ensemble des points releves
sur une courbe de niveau ; nous determinons tout d'abord
une courbe parametree x (f); y (r) pour t s [fi; tn].

Pour chaque coordonnee x et y, nous choisissons un
intervalle de parametrisation t\ < < r„ et cherchons
une fonetion g, definie sur \t\ ; t„], deux fois continuement
differentiable et teile que les deux conditions suivantes
soient verifiees:
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1) z (h)-
AXi

(2)

oü S reprdsente le parametre de lissage et Axt represente
l'intervalle de proximite au point (t(; jc{)

2) g" (r)2 dt minimum (3)

Le choix du parametre de lissage S permet de realiser
le compromis evoque plus haut; en effet, pour S oo
la courbe lissee devient la droite des moindres carres alors
que 5 0 fournit la courbe d'interpolation satisfaisant
la relation (3).

Dans les exemples pratiques, on choisira les parametres S
de fagon ä renforcer le poids des informations issues de
zones oü les conditions experimentales peuvent etre recou-
pees de maniere independante (voisinage des appuis,
presence de symetrie).

Apres avoir choisi les parametres S et Axf, on construit
la fonetion g sur chaque intervalle x s [U; t(+l] de teile
maniere que

g(x)=fi(x-t{) (4)

avec fi (x) otx3 + b{x2 + c{x + dt (5)

les conditions (2) et (3) ainsi que la double differentiabilite
de g nous permettent alors de determiner les coefficients
Oi, b(, cit df. Procedant ainsi pour x et y separement, nous
obtenons une expression sous forme continue pour chaque
ligne de niveau.

4. Proprietes des surfaces

L'exploitation des courbes de niveau ainsi lissees s'appuye
sur certaines proprietes de surfaces, aussi nous parait-il
judicieux de rappeler ici les traits prineipaux de ces
proprietes [5).

->
Considerons une surface r (x,y) (x,y,z(x,y)) avec

->
r (x,y) defini et deux fois continuement differentiable selon
les variables x et y dans un domaine D du plan Oxy.
Introduisons encore les notations suivantes:

dz

t z,.

dx

dx2

dy'

a
dz

Ty

dhc_

dxdy

d+P2 ?2)V2

En chaque point P (x{y{) de la surface peuvent etre
definis les elements suivants :

1. Le plan tangent k la surface en P est defini par:
F, rx, ru (on suppose que rx y\ r„ est non nul).

2. La normale ä la surface en P defini par:

\rxl\rv\
3. Dans le plan tangent une direction (dx, dy) est donnee

par le vecteur rxdx + rydy du plan tangent.

4. La section normale dans une direction {dx, dy) du plan
tangent est la courbe plane obtenue par l'intersection
de la surface et du plan determine par P, n et rx dx +

—*¦

+ ru dy.
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5. Le rayon de courbure normal dans la direction (dx, dy)
est le rayon de courbure au point P de la section
normale dans cette meme direction.

6. En tout point de la surface, il existe deux directions,
perpendiculaires l'une ä l'autre pour lesquelles les

rayons de courbure sont l'un minimum et l'autre
maximum. Ces directions portent le nom de directions
principales et les courbures correspondantes celle de
courbures principales.

7. L'indicatrice de Dupin s'obtient en reportant dans le
plan x, y et pour chaque direction issue du Mint P,
la valeur du rayon de courbure selon cette direction [5].
Cette courbe est une conique et le point P peut etre
caracterise par le type de conique de rindicatrice;
ainsi si l'indicatrice est une
—¦ ellipse: le point P est dit elliptique;
— parabole: le point P est dit cylindrique;
— hyperbole: le point P est dit hyperbolique (point

seile).

La connaissance de rindicatrice permet de d&erminer
les rayons de courbures et les directions principales, ainsi
que le parabololde osculateur.

Comme cette courbe est directement calculable ä partir
des lignes de niveau, on voit tout 1'interSt qu'elle presente
pour le but que nous nous sommes fixes.

Afin de determiner cette indicatrice en chaque point,
nous effectuerons plusieurs sections normales; toutefois
comme la normale ä la surface au point considerö n'est pas
connue k priori, nous procederons dans une premiere
phase ä l'aide de sections verticales (ou perpendiculaires
au plan de reference x, y) dont il est ensuite possible de
deduire la normale et enfin l'indicatrice de Dupin ä l'aide
du thdoreme de Meusnier; en nous referant ä la figure 1,

nous constatons que rx et ry engendrent le plan tangent,
soit de plus:

« la normale;

nn un plan normal ä la surface par P;
n un plan passant par P et qui a meme trace que nn

dans le plan tangent;

Cn la section normale determinee par n„ et de rayon de
courbure rn en P;

C la courbe de section determinee par % et de rayon de
courbure r en P ;

co Pangle determine par nn et n; la formule de Meusnier
nous donne alors : r rn cos co (fig. 2).

Fig. 1. — Definition des parametres geometriques (rx,rv).
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Fig. 2. —¦ Definition des parametres geometriques, angle co.

Parvenüs ä ce Stade de notre developpement, il nous a

paru utile d'offrir ä l'utilisateur deux modes operatoires
adaptables k la complexite de la surface analysee.

Lorsque la surface reelle presente un degre de lissage
eleve et que l'information experimentale resultant des
franges de moire est tres dense, on peut obtenir une
precision süffisante ä l'aide d'un depouillement simplifie, ce
qui conduit ä une economie substantielle du temps de
calcul.

Selon cette methode, nous effectuons au point considere
trois sections de la surface passant respectivement par les
droites d'6quations y 0, x y, x — 0. Procedant
ensuite k un lissage des trois courbes obtenues, nous deter-
minons facilement les grandeurs p, q, r, s et t.

La reduction des equations 1 et 2 ci-dessous permet
alors de d6duire immediatement les rayons de courbures R±
et R2 ainsi que les directions principales (dxu dy{), (dx2,
dy2).

1)
rt—s'

A2

R + A2 0

R2 + -. t(\ + p2) + r (1 + <?2)-2 spq

2) [s (1 + P2)-rpq] dx2 + [t (1 + p2)-r (1 + q2)] dx dy

+ [tpq-s (1 + q2)] dy2 0

avec en plus dx2 + dy2 1 unecondition denormalisation.

Lorsqu'au contraire la surface analysee presente un
aspect plus irregulier, par exemple lors de phenomenes
d'instabilite qui entrainent un bossellement de la surface,
ou lorsque les franges de moire sont peu denses, alors le
recours au trace de l'indicatrice de Dupin en chaque point
examine s'avere necessaire. Cette facon de proceder
necessite, cela va sans dire, un temps de calcul considera-
blement plus long que la premiere methode.

Selon cette methode, on effectue tout d'abord un grand
nombre de sections verticales au point considere. Chaque
courbe obtenue est ensuite lissee par la methode prece-
demment exposee.

— On en deduit alors le plan tangent.
— Enfin, ä l'aide de la relation de Meusnier appliquee k

chacune des coupes, on obtient finalement l'indicatrice
de Dupin.

Bien que l'indicatrice ainsi obtenue soit affectee d'erreurs
dues aux manipulations numeriques, son Observation permet

de reconnaitre immediatement la direction des
courbures principales, leur grandeur et leur sens. Les figures 3

ä 5 montrent deux exemples de calcul des courbures
principales ä partir de franges de moire. Ces figures illustrent
les differentes formes de l'indicatrice de Dupin et permettent

une comparaison avec le rayon de courbure reel de
la surface examinee.

Fig. 3. — Clich6 partiel d'un moire d'ombre relatif ä un cylindre
parabolique. Equidistance des lignes de moire: 0,21 cm.

Fig. 4. — Indicatrice de Dupin au point P:
valeur reelle r 66,5 cm ;

valeur calculee r 60,5 cm.

Ech. des rayons de cou

Fig. 3. — Indicatrice de Dupin relative ä un point hyperbolique
(point seile ; moir6 simule) :

valeurs reelles »"max 250,5 cm,
fmin 113,2 cm;

valeurs calculees /max 253,0 cm,
'min 112,4 cm.
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5. Determination des lignes d'egale valeur
des courbures principales

A l'aide du procede de calcul present6, on peut
determiner les lignes d'egale valeur de la courbure principale.

A cet effet, on commence par subdiviser la zone exa-
minee au moyen d'un reseau dont les mailies sont adaptees
en fonetion de la precision exigee.

On calcule ensuite les valeurs de courbures principales
en chaque sommet de quadrillage: par interpolation
lineaire on determine alors, le cas echeant, les points situes
sur les lignes du reseau et qui possedent une valeur
intermediaire prescrite. L'ensemble des points obtenus pour
chaque valeur permet alors de tracer les lignes d'egale
courbure.

6. Discussion des resultats
Bien que l'evaluation des erreurs soit encore en cours

d'examen, nous pouvons d'ores et dejä constater une
bonne concordance entre les valeurs des courbures obtenues
ä partir de la presente methode et les valeurs mesurees
directement sur les surfaces temoins.

La precision depend essentiellement des parametres
experimentaux (defaut de parallelisme, distorsion de
cliche ä la projection) et, dans le Stade actuel, de l'equation
personnelle de l'operateur charge de digitaliser les franges.
Ce dernier point pourrait etre d'ailleurs corrige par la
mise en ceuvre d'un photometre couple au coordinato-
graphe.

7. Developpements possibles
Dans le domaine de l'examen des plaques flechies, la

presente etude pourra etre completee en introduisant la
restitution graphique des lignes d'egale valeur des moments
prineipaux de meme que les lignes de meme orientation de
ces moments. De plus, une adaptation de programme

permettra d'obtenir ces memes informations k partir des
lignes d'egale pente k la surface deformee et la methode
proposee ici pourra des lors etre egalement engagee dans
le depouillement de cliches obtenus par moire de projection.

8. Conclusions
La methode de traitement numerique proposee ici permet

d'obtenir de maniere systematique et rapide la valeur et
l'orientation des courbes principales d'une surface
quelconque dont on connait les lignes de niveau de maniere
experimentale. Cette methode sera particulierement utile
pour l'etude experimentale des plaques flechies et des

coques; eile pourra etre egalement appliquee k d'autres
methodes experimentales comme le moire de projection
ou Fholographie.
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Bibliographie
Le beton dans l'art contemporain, par Marcel Joray, aux

editions du Griffon, Neuchätel, un ouvrage de 205 pages,
relie toile, 23x30 cm, 200 photographies en noir-blanc et
en couleur.
Cet ouvrage, d'une splendide presentation, tend k

demontrer que beton et beaute ne sont pas inconciliables.
C'est en abordant le theme de la sculpture moderne que
l'auteur entreprend sa demonstration.

« C'est la premiere fois, croyons-nous, que l'on tente
d'etablir un bilan de l'apport du beton k l'art.»

La defense du materiau qu'est le beton, les techniques
du beton au service de l'art, la sculpture, le beton dans la
nature, sont autant de themes qui sont traites avec une
parfaite connaissance du sujet. De plus, les photographies
de tres haute qualite illustrem des exemples de sculptures
judicieusement choisies, telles que par exemple la facade
de l'hötel de ville de Maubeuge par Vasarely ou le Monument

aux morts de la Brigade Neguev de Danny Karavan.
Cet ouvrage, ne d'un voeu du conseil d'administration

de la societe Suisse des Ciments Portland S.A., marque
d'une facon originale le centenaire de sa societe.

A. G.

De la metrologie fondamentale ä son application
industrielle, de J.-C. Engrand. — Un vol. 16x24 cm, 325 pages,
Editions A. Blanchard, Paris 1976. Prix: broche 120 fr. fr.
La metrologie est la science des mesures et, comme

l'indique son titre, ce volume est Oriente vers son application
industrielle avant tout. II s'agit d'une Initiation ä la

metrologie theorique, ä l'exclusion des notions pratiques,
plus familieres aux personnels de rindustrie, et objet de
nombreux traites.

II sera peu parle de la metrologie de precision dont
l'utilisation est plutöt le fait des laboratoires, ainsi que des
mesures ä des fins comptables ou de la metrologie legale.

Afin d'eclairer, sans les alourdir, certaines parties du
texte, des exercices d'application sont regroupes en fin
d'ouvrage, avec renvois aux chapitres concernes et resolu-
tions commentees.

Ce volume rendra service ä tous ceux, etudiants, tech-
niciens ou ingenieurs, qui peuvent Stre appeles k concevoir,
maintenir ou utiliser des materiels de mesurage ou de
regulation.

Ils retrouveront les sources et references indispensables
ä leurs refiexions et des conseils pratiques qui les guide-
ront pour repondre aux imperatifs de precision, securite,
coüt, duree, rentabilite et efficacite qu'ils doivent satisfaire.

Sommaire :
Premiere partie: Le mesurage (1. Introduction ä la metrologie.

— 2. La chaine de mesurage. — 3. Qualites metrologiques
des instruments et methodes).

Deuxieme partie : Les risultats du mesurage (1. Grandeurs
et dimensions. — 2. L'analyse dimensionnelle. — 3. Systemes
d'unites. — 4. Ecriture des resultats de mesurage).

Troisieme partie : L'interpritation des risultats de mesurage
(1. Erreurs de mesurage, precision. — 2. Statistiques, probabi-
lites et incertitudes. — 3. Interpretation des indications et des
enregistrements. — Conclusion, exercices d'application. biblio-
graphie).
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