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Analyse des structures plissées inhomogénes anisotropes

par LEOPOLD PFLUG et SILVIO MERAZZI, Lausanne

1. Introduction

Les structures plissées, constituées de plaques juxtaposées
mais situées dans des plans différents, présentent un grand
intérét aussi bien quant a leurs propriétés de résistance
qu’a leurs particularités constructives. En effet, la dispo-
sition spatiale des plaques qui les composent confére a
I’ensemble une rigidité de forme propre aux coques.
Constructivement, ce type de structure est caractérisé par
la mise en ceuvre d’éléments plans et rectilignes, de sorte
que I’élaboration et 1’assemblage de ces éléments ainsi que
leur jonction a des composants voisins peuvent s’en trouver
facilités.

L’objectif du présent travail est de proposer une méthode
de calcul de ce type de structure. Dans chacun des pans qui
constituent la structure plissée, I'influence de I’anisotropie du
matériau peut étre introduite. Cette anisotropie apparaitra
soit de maniére globale sur un pan quelconque ou affectera
de maniere isolée chacun des feuillets dont I’'empilement
forme le plan lui-méme.

L’introduction de I’anisotropie par feuillet nous parait
constituer une innovation appréciable car elle permet de
disposer au mieux le matériau en fonction de la nature et
du genre de sollicitation.

2. Etat du probléme

Au cours de la derniére décennie, la mise en ceuvre de
nombreux ordinateurs de grande capacité a rendu possible
puis favorisé I’analyse des structures & 1’aide de méthodes
numériques dont les plus performantes sont actuellement
celle des éléments finis et celle des différences finies.

Chaque fois que le type de structure le permet, des
méthodes spécifiques ont été développées; dans cette
optique les structures plissées ont fait ’objet de bon nombre
d’analyses recourant aux éléments finis notamment par
Scordelis [1]! et Zienkiewicz et Cheung [2]. La technique
de résolution basée sur les différences finies [3], [4], pré-
sente quelques inconvénients pour ce type d’étude ; elle est
en effet pénalisée par la difficulté que représente le probléme
de continuité des pentes aboutissant & ’aréte commune de
deux plaques successives, aussi la méthode proposée ici
utilise-t-elle la technique des éléments finis, basée sur un
modéle semi-analytique.

3. Déroulement de I'étude

Nous nous attacherons tout d’abord a établir la loi
constitutive d’une couche, c’est-a-dire la relation qui permet
de passer des contraintes aux allongements spécifiques et
vice versa. On adaptera cette transformation au cas ou
les directions principales d’anisotropie ne coincident pas
avec les axes de référence.

Dans une deuxiéme étape, nous développerons les rela-
tions cinématiques entre le déplacement d’un point du
feuillet moyen d’une plaque et le déplacement correspon-
dant d’un point quelconque situé sur une normale a ce
feuillet.

On cherchera ensuite I'expression de I'énergie interne
emmagasinée dans la structure lors d’un déplacement arbi-

1 Les chiffres entre crochets renvoient a la bibliographie en
fin d’article.
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traire et 1’énergie correspondante libérée par les charges
extérieures. L’énergie interne s’obtient par combinaison
des deux relations précédentes au niveau de chaque feuillet.
La sommation sur I’ensemble des feuillets d’une plaque
puis sur I’ensemble des plaques fournit I’énergie interne
totale.

La phase suivante consiste a chercher une expression du
déplacement susceptible de conduire a un nombre relati-
vement faible d’inconnues. Il devient dés lors nécessaire de
porter son choix sur un systéme mixte ou semi-analytique,
dans lequel les expressions du déplacement sont discrétisées
selon I'une des coordonnées seulement. La minimisation du
potentiel élastique par rapport aux variables nous fournit
les équations d’un élément.

Enfin, le champ des déplacements de la structure entiére
est obtenu par ’assemblage des éléments et par la résolution
du systéme d’équations.

4. Loi constitutive

Dans ce qui suit, nous adopterons les notations géo-
métriques précisées dans la figure 1.

’ |

Fig. 1. — Type de structure examinée.

Les coordonnées d’un point quelconque sont repérées
a l’aide d’un systéme global lié & la directrice polygonale
de Ia structure.

La relation fondamentale d’une plaque orthotrope (fig. 2)
peut se mettre sous la forme [5] :

1 Vay
RO ;|
&z E E, O
Vyz 1
=| ——= — (U 3.1
&y E, E, Oy (3.1
1
Yay 0 0 G Tay
ou encore {e'} = [C]-{o'}

Fig. 2. — D¢éfinition des coordonnées locales et des directions
d’orthotropie.

La matrice de transformation contrainte-déformation
contient 5 constantes dont 4 indépendantes, car ces cons-
tantes doivent satisfaire & la relation v,, E,, = v, E,, en
vertu du théoréme de réciprocité.
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[2]

A partir de I’expression (3.1) on pourrait obtenir les
contraintes au moyen de la relation

{o'} = [E]-{¢’} (3.2
avec
B-E; B-vys-E; O 1
[E]=[C]'=|B-vzy-E, B-E, 0f; 8= 1
=V Wz

0 0 G

Lorsque les axes d’orthotropie ne coincident pas avec
les axes de référence de la plaque (fig. 2), on obtiendra la
relation contrainte-déformation selon ce dernier référentiel
au moyen de la transformation [6].

{o} = [T)]-[E]-[Th-e (3.3)

5. Développement du modéle mathématique

Le développement de I’élément (fig. 3) est une procédure
standard et on se restreindra donc a n’en montrer que les
aspects particuliers. Les fonctions de déplacement

Ju

Uy (%, 9, 2) = Uy (%,3) — 2 ==
) @.1)
Ju, ’ ’

Uy (x,y,z) = uy (x,y) — z- o

sont substituées dans les expressions pour les allongements
&z, &y €t &4y [7]. On arrive donc a I’expression du potentiel
élastique

!

7= % .t/]q{{g}T IK.}TI [gL le

2

P

. / (PVE{u) Ay Vol — / (PVI-fuy-dS  (4.2)
\!;ol ,.§
ou {s} est le vecteur des allongements dans le plan,
{x} est le vecteur des courbures
{u} est le vecteur des déplacements
{p}v est le vecteur des forces de volume
{ p}s est le vecteur des forces de surface

et

i i i

(z z)-[E] }5'(2',2—2?)'[E] Q11§Q12
2 . 1 ----------------------- = >>>>>> 4.3)
F15- G —2D-[E] (5 G —zD-[E]]| | Q1i0n

qui représente la loi constitutive intégrée par rapport a z.
Les fonctions u,, i, et u, sont maintenant approchées par

Uz = {u} 7 -{w}-cos Ax

n-m
uy = {uyy {y}-sindx o A= e 4.4)
u, = fuy g} -sindx | n=1,2,3,...

avec

W) = {1—n,n}
o) = 1=3n+ 20", n—=20" + 1",

Le vecteur des déplacements peut alors se mettre sous la
forme

_’72+’73, 3’72_2'73}

{u} = [H]-{d} (4.5)
ou

2

{d}T = {ul, u2, u}

4
o US, Ups UZ, U, Ul (4.6)
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Fig. 3. — Définition du référentiel local et du référentiel global.

et similairement pour les allongements
&
191~ .10 i

Dans le but de faciliter I'intégration numérique, on
sépare [R] en un terme ou figure sin Ax et un terme en cos Ax.

[R] = [R]s + [R]c 4.8)

L’intégration de (4.2) se fait maintenant avec (4.7),
(4.8) et (4.3) et I’on obtient, en tenant compte de ’ortho-
gonalité des intégrales par rapport a x

n—gplay] ﬁR]§-[Q]-[R].s-dn+ f[R]€~[Q]-[R]c-dﬂ )

0

Par mesure de simplification les forces de volume P,
ont été omises, et P, est développé en séries limitées [8]

lpz -Ccos Ax-cos Ac-cos Adl

\P}s = — - {Py-sin Ax-sin Ac-sin Ad (4.10)
"

P, -sin Ax-sin Ac-sin Ad

L’intégration par rapport a x se fait numériquement
avec une méthode de Simpson améliorée.

La dérivation de (4.9) par rapport a {d} nous fournit le
systeme d’équations d’un élément. On renonce ici a décrire
les procédés d’assemblage des éléments et de résolution du
systéeme d’équations ainsi que les transformations dans un
systéme global :

d}, = [T]-{d}

Rappelons toutefois que les contraintes aux bords d’un

élément pour la couche x s’obtiennent par

o} = [Ele-{{e} + zi-{x}} 1
{ “‘ = [Els-{{e} + z-{x}} |

Les indices 7 et j se rapportent aux fibres supérieures et
inférieures de la couche (fig. 2).

(4.11)

6. Etude des vibrations

Dans cette étude, nous admettrons que la structure est
exempte de précontrainte et nous négligerons de plus
I’effet de ’amortissement.

Les déplacements demeurent en phase pendant la durée
de I'observation de sorte que les déplacements peuvent
s’exprimer a l'aide de
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[d)-b-dy-dx 4.9)



ulx,y,z,t) = u(x,y,z) e 5.1

ou o représente la fréquence circulaire.

La contribution a I’énergie totale du systéme prendra
alors la forme

1 /7 VT M
e Ll A s ]
Tein 2L/ p(x,y,2) ot P dVo

Vol

(5.2)

ou p représente la masse spécifique au point x,y,z. Par
substitution des équations (5.1) dans (5.2) et avec (4.5)
on obtient :

w® & )
~—-e"‘”-{d}T-{/p(x,y,z)-[H]T'[H]'dVol}-{d}-e“”‘

2
Vo (5.3)

ce qui, compte tenu de (4.9) donne I’énergie totale :

f [N )
n= e“‘”-{d}f-{ ﬁR]T- [0]-[R] -dS}-{d}-e“"‘ + Moy (5.4)

!
=3

ou encore

w?

et ()T [K] - Ad}-et— T et YT [M] - fd} - (5.5)

avec [K] =matrice de rigidité

[M] =matrice des masses

M = (5.6)

.
Vol

p(x,y,z)-[H]"-[H]-d Vol

L’intégrale (5.6) représente la somme des masses spéci-
fiques sur ’ensemble des couches orthotropes.

L’exécution pratique tient compte de la transformation
(4.11) pour les ¢léments dont le référentiel ne coincide pas
avec le systéme global; en dérivant par rapport aux
variables on obtient :

[K]-{d} = o2 [H] - {a) .7

Le calcul de la fréquence propre et des vecteurs d corres-
pondants s’effectue pour chaque terme de Fourier. Ces
valeurs propres sont calculées a I'aide d’une méthode
d’itération développée a 'EPFL [9].

7. Application numérique et essais sur modéles

Le modéle d’analyse proposé ici a donné lieu a un pro-
gramme de calcul par éléments finis [10]. Grace a la mise
en ceuvre d’une technique de gestion par mémoire dyna-
mique, 'occupation de la mémoire centrale est fort res-
treinte, ce qui permet d’abaisser sensiblement le cott de
I’analyse de telles structures. Afin de s’assurer du comporte-
ment de la méthode proposée, nous avons confronté les

- résultats du calcul a I'ordinateur avec un essai sur mode¢le :

ce dernier se compose d’un panneau mince anisotrope,
constitué par des feuillets de graphite-epoxy et renforcé
par des raidisseurs isotropes traités discrétement. Les détails
de la disposition géométrique de cette structure sont pré-
cisés a la figure 4 et ses caractéristiques font I’objet du
tableau 1.

Cette structure est divisée en 48 éléments ce qui signifie
196 variables.

La mesure des déformations s’effectue a I’aide de jauges
de contraintes dont les séquences de lecture et de dépouille-
ment sont programmables et livrent directement les compo-
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— .
~——fibres panneau

v/\ composite

[}
on V‘S,
= ]

. 56

~—raidisseurs

alliage alu.
Fig. 4. — Disposition géométrique de I’essai.
TABLEAU I

feuillets t =1,5mm
E, =13 000 kg/mm?
E, =860 kg/mm? Panneau
G =500 kg/mm? supérieur
Vzy=0,29 vyz=0,019
p =175 10"% kg/mm?

Aluminium | + =1,0 mm

AlMg E, =E,=6500 kg/mm?
Vey="Vyz;=0,3 Raidisseurs
p =2,8-107% kg/mm?

santes du tenseur des tensions selon des directions pres-
crites.

La comparaison entre les valeurs obtenues a 1’aide de la
méthode proposée et celles résultant de I'analyse expéri-
mentale nous parait satisfaisante, en particulier si ’on tient
compte du fait que les charges appliquées au modéle sont
ponctuelles ce qui conduit a une précision peu élevée si I'on
n’augmente pas de maniére sensible le nombre des termes
de Fourier prix en compte.

Ainsi, dans I'exemple proposé, les exigences relatives a
la convergence conduisent a prendre 71 termes au voisinage
de la charge concentrée alors qu’une charge répartie ne
demandait que 20 termes pour assurer la méme précision
au méme point.

=

S

x  valeurs mesurees

—  valeurs calculées

e SOEES. By 1kp/mm*
0 A |c
| 7777777777777777777 == ‘\// Tx
‘ AT i
IB
Fig. 5. — Distribution de la contrainte o, sur la fibre extréme

le long de la droite OCB située au milieu de la portée.

La fig. 5 montre la répartition des contraintes o, le long

. B =) / s

de la couche extérieure (pointillée) pour x = -. La distri-
Z

bution des contraintes a I'intérieur de la plaque laminée

est reportée dans la fig. 6.
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ay [kp/mm?]

z[mm] 2z

Fig. 6. — Distribution des contraintes calculées o, et g, dans
I’épaisseur du panneau composite au point A.

Enfin, le résultat de 1’étude des vibrations est visible sur
la fig. 7, qui montre le deuxiéme mode symétrique trans-
versal.

8. Conclusion

La méthode des déplacements appliquée a I’étude des
structures plissées anisotropes permet de réaliser un modéle
de calcul qui évite de trop longues opérations arithmétiques.
Cet objectif est atteint en ce cas en choisissant un modéle
semi-analytique.

Dans le stade actuel, cette méthode permet d’aborder
les problémes statiques impliquant de faibles déplacements
et les problémes de vibrations linéaires.

L’¢tude du comportement non linéaire sous I'influence
des forces de compression est en cours d’exécution et devrait
conduire a une meilleure connaissance de I'instabilité non
linéaire.

Enfin, la réponse visco-élastique de la plupart des maté-
riaux composites nous conduira a introduire ce type de
réponse dans le modele mathématique proposé.
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Fig. 7. — Aspect de la déformation d’un quart de plaque, lors
d’une vibration de 144 Hz.

APPENDICE
Matrice H
"l- (o} x "t Ax
¥, sin Ax in Ax
-} 1 AX *) b= nAxj.: s x
1 3 3
Matrice Rg
=y 5 Y2
=Y 1/v
22 N beg, 2y A%b0 9 0
1 2 3 4 X
=1 L\J 9; -1/b \9; = 1/%° Qj -1/b ;L
3
)=
Matrice R,
o Noow L N
b ‘1 b 2
« cos Ax
IO RS S CE
Matrice T,

a n avcos a (= S
Matrice T
2
cosa | -sina
sin a cos a
1
1
cos a -s8in a
sin a cos a
1
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