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BULLETIN TECHNIQUE DE LA SUISSE ROMANDE 99e année 24 novembre 1973 N° 24

La méthode de la relaxation dynamique
et ses applications1

par GÜNTER SCHNELLENBACH, Dr.-lng., Bochum

1. Introduction

Le nom de « relaxation dynamique » désigne un procédé
destiné à résoudre les problèmes de la statique à l'aide de
fonctions dynamiques. Avec ce procédé, on reprenait, au
milieu des années 60, une idée qui revient à Lord Rayleigh.
Day et Otter l'appliquèrent pour calculer, en régime élastique,

une enceinte de réacteur en béton précontraint à parois
épaisses, présentant une symétrie de rotation. Le procédé
de la relaxation dynamique fut développé ces dernières
années et élaboré pour le calcul des constructions du
génie civil les plus diverses.

2. Description de la relaxation dynamique

Dans le but de décrire brièvement la méthode de la
relaxation dynamique, nous ferons appel à un exemple de

calcul d'une enceinte de réacteur en béton précontraint.
Une telle construction est représentée à la figure 1. En
raison des très grandes charges qui la sollicitent, il est

prévu de précontraindre la structure. La forte épaisseur
des parois rend nécessaire le calcul d'un état de contraintes
triple. Pour permettre le passage des conduites, une série
de grandes et petites ouvertures sont pratiquées dans les

parois et perturbent la symétrie de rotation du problème.
Le calcul est basé sur la seule hypothèse que la théorie de
l'élasticité linéaire est applicable. De plus, en raison de
la géométrie de l'enceinte, il est interessant de traiter le
problème en coordonnées cylindriques. En exprimant
l'équilibre dynamique de l'élément de volume, on obtient,
en tenant compte de l'égalité des contraintes tangentielles
réciproques, les trois équations différentielles (1).
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paramètre de temps
contraintes normales
contraintes de cisaillement
composantes de déplacement
densité
facteur d'amortissement proportionel aux
vitesses.

Dans ces équations, on prend en considération un facteur
d'amortissement proportionnel à la vitesse.

1 Conférence donnée le 15 décembre 1972 à l'Ecole
Polytechnique Fédérale de Lausanne et organisée par l'Institut de la
Construction Métallique, Directeur Prof. J.-C. Badoux.

Les six équations encore manquantes pour déterminer
les six fonctions de contraintes et les trois fonctions de

déplacement inconnues sont obtenues au moyen de l'état
de déformation et de la loi de Hooke. Ces équations
différentielles ont la forme (2) donnée ci-après.
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Où X et fi représentent les constantes de Lamé.

Le système de neuf équations différentielles du 1er ordre
est approprié pour le calcul selon la méthode de la relaxation

dynamique ; ceci découle du fait qu'il est plus simple,

pour un tel système, de satisfaire les conditions de bord que
lors de l'emploi des équations fondamentales du 2e ordre
élasto-dynamiques connues. Pour la préparation du calcul
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Fig. 1. — Enceinte de réacteur THTR 300 MWe en béton
précontraint : section transversale.
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Dans ces équations, apparaissent les différences centrales

relatives au temps.
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Fig. 2. — Réseau pour la relaxation dynamique.

numérique, les six relations constitutives (2) sont différen-
tiées formellement par rapport au temps. Dans le système
d'équations différentielles ainsi obtenu, les dérivées des
translations, c'est-à-dire les vitesses, sont alors choisies
nouvelles variables. Les quotients différentiels restant sont
ensuite remplacés par des quotients de différence finie,
pour lesquels on utilise des différences centrales aussi bien
par rapport au temps que par rapport à l'espace. La figure 2
donne une image claire du réseau spatial qui en découle.
Après une révolution appropriée selon les variables de
l'étape de calcul à venir, on obtient un système d'équations

aux différences permettant d'exécuter le calcul
numérique. Aux nœuds du réseau, désignés par des
symboles i, J, k, les contraintes peuvent s'exprimer par six
équations de la forme :

Ici, A (A

DAt/2), KB
2/i) At, B

\-DAtj2.
XAt,F=At/p,KA 1/(1 +

Le système d'équations aux différences est maintenant
résolu explicitement de sorte que, en partant des valeurs de
départ connues à l'instant t=t0, on peut calculer successivement,

avec les équations aux différences pour chaque
maille du réseau, toutes les valeurs des fonctions inconnues
à l'aide de celles de l'étape précédente. Les valeurs des
fonctions ainsi obtenues varient donc au cours du temps,
conformément aux équations aux différences et aux conditions

de bord. Elles décrivent l'état du système physique
à chaque instant. L'état de départ est, en général, le corps
sans contrainte sur lequel commencent à agir les charges
à l'instant t=t0. L'état d'équilibre statique recherché est
atteint lorsque les oscillations sont stoppées par l'amortissement

proportionnel à la vitesse. La solution statique est
alors obtenue comme état final ou état de repos d'un système

oscillant à amortissement choisi, sollicité par les charges.
données au début du calcul et qui, pendant le déroulement
des oscillations, reste soumis à ces charges. La stabilité,
tout comme la convergence de la solution numérique sont
faciles à garantir, lors de l'emploi de la méthode de la
relaxation dynamique, par le maintien d'un critère limitant
l'intervalle de temps At en fonction des intervalles de lieu.

Puisque seul l'état statique terminal est cherché, une
connaissance précise et une explication des phénomènes
d'oscillations possibles et de leur déroulement dans le
temps n'est pas indispensable. Ceci entraîne les simplifications

suivantes qui, entre autres, permettent une appli-
cation économique de ce procédé aux problèmes de la
statique :

1. Seules les valeurs des fonctions à un instant donné ont
besoin d'être stockées. Après le calcul de l'étape
suivante, celles-ci seront remplacées par les nouvelles
valeurs obtenues. Ainsi, le besoin de place pour le
stockage est réduit lors du calcul.

2. La forme de l'amortissement proportionnel à la vitesse
peut, sans tenir compte des données physiques, être
fixée avec le seul souci de rendre les temps de calcul
optimums. Elle se laisse décrire relativement facilement.

Le réseau déplacé (fig. 2) présente de gros avantages,
particulièrement en ce qui concerne la possibilité de
satisfaire les conditions de bord et permet également de
prendre en considération, de manière relativement peu

au temps : t t—At t-Atß
j Ùtjic—Ui-ijje „l^.l.kZ Ut-ijic V{,),k~ vi,}-l,k M,«,i,*~'1'<,J.*-l

Gri.t.k Gri.l.lc + A —:— h B - —g—Ar 2r{ r{A<p Az (3)

et, les vitesses, par trois équations de la forme :

au temps : r + At/2 At—t/2

«U,* KA KBu( t k

r,lGrt+l,],le~Gri,j,Ic ^rn>i,},k~^rçn,i-l,k trzi,j,k~1rzi,j,k-l Grl+l,J,k T Gr(,1,k-~GtH+l,],k—0<ri,j,kf | ¦ H ;—¦—. ,-. .— -I 1

Ar (n + Ar/2)A<p Az 2(r, + Ar/2)
(4)
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Fig. 3. — Paroi avec ouverture circulaire : contraintes sur le
bord du trou (comparaison calcul numérique — solution ana-
nraue).

problématique, des bords non parallèles aux axes de

coordonnées choisis.
La figure 3 montre, en considérant l'exemple d'une paroi

présentant une ouverture circulaire, la bonne concordance
du calcul numérique d'une structure comportant des bords
non parallèles aux axes de coordonnées cartésiens choisis

avec la solution analytique. Il faut tout particulièrement
souligner que les précisions atteintes sont bonnes, déjà
avec une division du réseau relativement grossière. La
figure 4 montre quelques éléments spatiaux pour le calcul
d'enceintes en béton précontraint au voisinage des bords
non parallèles aux axes de coordonnées, tels qu'ils peuvent
apparaître près des ouvertures.

Il n'est pas toujours judicieux de travailler avec des dimensions

constantes du réseau. En particulier, dans les domaines

de concentration de contraintes, on devrait choisir
une division du réseau plus fine. Cependant, aucune
difficulté particulière ne découle d'une variation dans
certaines limites de la division du réseau, ou de raffinement
de la maille du dit réseau. A la figure 5, nous avons représenté

ces deux possibilités : la diminution des dimensions
du réseau vers le bçpi intérieur et raffinement dans la
région de l'angle.

3. Application de la relaxation dynamique en
présumant un comportement élastique du matériau

On ne montrera ici que quelques exemples misapplication
de la relaxation dynamique au calcul des états de contraintes
et de la déformation d'ouvrages dont le comportement est

supposé élastique, ceci pour illustrer la grande diversité
de l'application. Dans l'analyse d'enceintes en béton
précontraint à trois dimensions, il ne faut considérer en
substance le comportement élastique du matériau que
pour un cas de charge instantané, engendré par la pression
interne ; pour tous les autres cas de charge, le comportement

du matériau est au moins dépendant du temps et

i

Fig. 4. — Eléments pour des bords nonparallèles aux axes de
coordonnées.

7.95 4.47

12.42

Fig. 5. — Exemple d'une division variable du réseau.
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Fig. 6. — Enceinte THTR : modèle 1 : 47 sous pression interne, contraintes tangentielles oq> sur la face extérieure de la dalle
de couverture.
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de la température. C'est pourquoi les programmes pour
le calcul spatial des enceintes en béton précontraint furent
contrôlés pour le cas élastique par un essai sur modèle en
matière synthétique de l'enceinte THTR à l'échelle 1 : 45

sollicité par une pression intérieure. La figure 6 représente
les résultats obtenus pour les contraintes tangentielles sur
la face supérieure de la dalle de couverture. La confrontation

des résultats de l'essai sur modèle et de ceux du calcul
montre une bonne concordance.

Dans les équations différentielles, respectivement les

équations aux différences du milieu continu élastique
décrites en début d'article, le comportement de paroi est

implicitement satisfait. A titre d'exemple de calcul d'une
paroi, la figure 7 montre un plongeoir pour une piscine.
Les résultats du calcul sont confrontés à ceux d'un essai

sur modèle. On a reporté les contraintes sur le bord du
trou, situé à mi-hauteur, ainsi que les contraintes dans
deux sections radiales.

A l'aide des relations pour le milieu continu à trois
dimensions, on pourrait pratiquement calculer tous les

ouvrages du génie civil. Cependant, la relaxation dynamique

a été spécialement élaborée pour le calcul de structures
porteuses en forme de coque, à partir des équations générales

des coques. Ceci est avant tout plus économique du
point de vue du temps de calcul qu'une analyse basée sur
le modèle de milieu continu élastique. Au moyen de ces

programmes, on a déjà analysé le comportement de diverses
tours de réfrigération à circulation naturelle. La figure 8

montre une telle tour de réfrigération en cours de réalisation.

Les programmes développés permettent de tenir
compte de charges quelconques telles que celles dues à
l'action du vent par exemple. Le comportement général
d'une coque contient, comme cas limites, l'effet de paroi
et également l'effet de plaque. Différentes plaques, parmi
lesquelles des dalles champignons, ont également été calculées

avec le procédé de la relaxation dynamique.

4. Généralisation de la méthode de la relaxation
dynamique au comportement non-lineaire du
matériau

Des techniques de construction modernes comme l'emploi
de béton précontraint ou la construction d'ouvrages sollicités

par des charges extrêmes nous amènent, pour des
raisons de sécurité et d'économie, à considérer lors du
calcul, un comportement du matériau répondant mieux

||||||ornportement réel que l'idéalisation effectuée en admettant

un matériau élastique et isotrope. Il convient de citer
ici avant tout le comportement viscoélastique du béton,
le comportement élastoplastique du béton ou de l'acier
sous l'effet de sollicitations élevées, l'état fissuré dans le cas
du béton armé ou du béton précontraint, ainsi que l'influence

de la température sur les propriétés des divers matériaux
de construction mis en œuvre dans des ouvrages soumis à
des variations importantes de la température.

La dernière influence citée a, entre autres choses, de

l'importance dans le cas d'enceintes de confinement de
réacteur en béton précontraint, puisque le fluage du béton
croît avec ®température et que ces ouvrages, comme la
figure I le laisse apparaître, sont soumis à de fortes
sollicitations dues à la température. Une solution numérique
très semblable à celle de la relaxation dynamique a été
développée pour le calcul des champs de température dans
les parois. Tant pour une diffusion de la température que
pour les oscillations, nous avons affaire à un problème
de condition initiale. Le cheminement de la solution permet

^jrftao—-Z^.
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Fig. 8. — Tour de réfrigération.

le calcul de champs de température stationnaires ou non
[5].

Pour saisir l'influence de fluage lors du calcul de l'état de

contraintes et de déformation, les propriétés du matériau
dans les équations aux différences données en début
d'article sont à introduire en accord avec les coordonnées
spatiales. Les propriétés du matériau peuvent alors être
considérées distinctement, « maille par maille », en tenant
compte des influences exercées par la température ou les

sollicitations. Dans les développements eux-mêmes, des

combinaisons d'étapes de calcul pour le fluage, de méthode
directe et de superposition sont apparues judicieuses. La
détermination de la combinaison qui s'impose ou du
procédé isolé à choisir dépend des propriétés du matériau et
de l'historique des charges.

Les figures 9 et 10 montrent la forte influence du fluage
du béton dans le cas de charge « température ». Dans ces
figures, on a représenté les contraintes tangentielles dans
une enceinte en béton précontraint pour ce cas de charge.
La figure 9 montre les contraintes élastiques dues à la
température, donc sans l'influence du fluage, pour un
champ de température stationnaire correspondant aux
températures de bord données. Ce cas, qui conduit à de
très grandes contraintes de température, n'est pas réaliste.
En fait, c'est seulement après une période de plusieurs
semaines qu'on obtient dans la paroi un état stationnaire.
Avec la lente élaboration du champ de température se

produit une diminution simultanée des contraintes de

température par le fluage, si bien que ces contraintes
s'écartent nettement de celles résultant de l'hypothèse
relative au comportement élastique du matériau. La figure 10

montre les contraintes de température après une charge
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(après 30 ans).

de température de 30 années, en tenant compte des lois
du fluage telles qu'elles sont données sous [4]. A la fin
du processus de chanfrage, c'est-à-dire au début de l'état
stationnaire, les contraintes de température sont dans ce

cas, de l'ordre de grandeur de 50 % des valeurs élastiques.
Dans le cadre des calculs statiques relatifs à l'enceinte
précontrainte THTR actuellement en construction, une
analyse tridimensionnelle des états de contrainte et
déformation, tenant compte des propriétés du béton dépendantes

du temps et de la température, a été et est encore
exécutée avec le procédé de la relaxation dynamique.

L'étude du comportement élasto-plastique à l'aide de
la relaxation dynamique peut être effectuée d'après l'une
des diverses théories de la plasticité. A titre d'exemple,
nous présentons le calcul d'une paroi comportant une
ouverture carrée selon la théorie de Prandtl-Reusz. Le
système, la loi du matériau adoptée, ainsi que les résultats
apparaissent à la figure 11. Dans la conduite des développements

numériques, il est intéressant de mentionner que,
lorsque la limite d'écoulement est dépassée en certains
points, la non-linéarité de la loi contrainte-déformation
peut déjà être prise en considération dans le prochain
cycle de l'itération. De cette manière, il est possible
d'atteindre en une seule étape de calcul l'état terminal
élastoplastique.

Un autre exemple de calcul élastoplastique est représenté
à la figure 12 ; il s'agit ici d'une coupe en travers d'une
enceinte en acier fortement sollicitée comprenant huit
ouvertures axiales dans le couvercle sur lequel est serti
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un cylindre en acier. Les contraintes sont représentées
dans une coupe radiale passant par le centre d'une ouverture

(limite élastique de l'acier 7200 kg/cm2). Le calcul
a été exécuté en considérant le modèle de paroi.

Jusqu'ici, la prise en compte de la formation de fissures
dans le béton armé ou le béton précontraint se bornait à
introduire une loi du matériau permettant de définir la
direction des fissures ainsi que l'état de déformation intégré.
Ici également, tout comme dans le calcul élastoplastique,
le système analysé peut constamment être changé pendant
le déroulement du calcul itératif, conformément à l'état
de contraintes. La prise en considération de fissures isolées
pourrait en principe découler des mêmes considérations,
mais n'a pas été envisagée jusqu'à présent, par suite du
manque d'informations sur le comportement du béton
armé en présence de grandes fissures. A titre d'exemple
tenant compte du comportement intégré de déformation,
la figure 13 montre une paroi en béton armé sollicitée par
une charge linéaire. Le calcul élastique et le calcul avec
formation de fissures y sont représentés. Une comparaison
des contraintes dans le béton et l'acier obtenues par cette
dernière analyse — tenant compte de la formation de
fissures — avec celles d'un essai, fait apparaître une bonne
concordance [9]. Comme exemple d'analyse d'une structure
présentant des propriétés de matériau distinctes dans diverses

directions, étudions encore brièvement la sécurité à la

rupture de l'enceinte THTRÉaéjà mentionnée ci-avant.
Aujourd'hui encore, nous manquons de connaissances
approfondies sur le comportement du béton armé soumis
à un état de contraintes triple au voisinage de la ruine ;
de plus, le comportement tridimensionnel exclut la
vérification usuelle de la sécurité à la rupture adoptée pour les

structures formées de barres. C'est pourquoi, il convient
d'énoncer différentes hypothèses dont on a reconnu la
validité en effectuant des essais sur modèle. E faut, entre
autres choses, prendre en considération des fissures isolées
qui résulteraient de la formation d'un modèle de rupture
cinématique [10].

La position et la direction des fissures données fut fixée
pour cet exemple sur la base d'un essai exécuté pour le
THTR sur un modèle à l'échelle 1:5, ainsi qu'à l'aide
d'analyses numériques particulières. Dans le domaine des

fissures, seul l'acier est considéré comme élément porteur ;
en outre, l'acier de précontrainte n'introduit pas l'effet du
comportement mixte. Le calcul est effectué à l'aide de
la relaxation dynamique, à partir d'un réseau préalablement

tracé sur l'enceinte.
Puisque d'une part, ce procédé admet au départ un corps

sans contraintes, c'est-à-dire que pratiquement l'établissement

des états de contrainte et de déformation est calculé
et que d'autre part, ce procédé tient compte à chaque
cycle de l'itération de l'évolution des propriétés du matériau,
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les domaines dans lesquels les résistances à la traction
préalablement définies du béton sont dépassées en cours
de calcul peuvent alors être considérés comme ne résistant
plus à la traction. On obtient ainsi une enceinte présentant
des domaines comportant divers modes de transmission
des efforts, tels qu'ils apparaissent à la figure 14. Dans
les régions où la loi contrainte-déformation à considérer
pour le béton est non-linéaire, par exemple dans les
articulations, ceci peut se produire. Par le calcul de l'enceinte
en tant que milieu continu, la compatibilité est satisfaite.
Dans une telle analyse, les dilatations complémentaires de
l'acier de précontrainte causés par les déformations de
l'enceinte sont prises en considération.

5. Application à des problèmes dynamiques

A ce stade des connaissances, tout était prêt pour appliquer

la méthode de la relaxation dynamique là où elle
s'apparentait à l'aspect physique, notamment à l'analyse
de problèmes d'oscillation. Un tel développement était
également motivé par les centrales nucléaires. Ces dernières
années, les exigences relatives à la sécurité des centrales
nucléaires se sont sensiblement accrues en République
Fédérale Allemande. Ainsi, pour des constructions
conditionnées par des considérations de sécurité, on exige entre
autres une protection contre des explosions extérieures,
des chutes d'avion et des tremblements de terre. De tels
problèmes dynamiques ne se laissent maîtriser qu'en partie,

en supposant un comportement élastique du matériau ;

il est en partie nécessaire de prendre également en considération

la plastification et la formation de fissures. Ceci
est rendu possible par l'emploi de la relaxation dynamique.
La dénominajtion « relaxation dynamique » n'est alors plus
appropriée pour ce domaine d'application puisqu'il s'agit
ici de considérer la solution numérique des équations
d'oscillations pour étudier l'évolution du phénomène. A
titre d'applicat ion de ce procédé aux problèmes dynamiques,
on montrera quelle sollicitation excédentaire une coque
cylindrique en béton armé accuse vis-à-vis d'une charge
statique, sous l'effet d'une charge explosive, telle que celle
dont l'évolution au cours du temps, est représentée à
la figure 15. La figure 16 montre le rapport des efforts
intérieurs maximums dynamiques aux efforts intérieurs
maximums statiques, en direction périphérique pour une
coupe horizontale du cylindre. La figure met en évidence
le fait que le moment maximum n'apparaît pas simultanément

avec l'effort normal maximum. De sembables analyses
furent effectuées pour l'impact de charges explosives et de
charges ponctuelles sur des éléments de construction. Les
résultats sont en partie déjà condensés sous forme de
tableaux pour faciliter leur emploi en pratique.

L'application de ce procédé aux calculs de tremblement
de terre a également déjà eu lieu. Actuellement, on se pose
le problème de la généralisation du procédé au comportement

non linéaire du matériau pour effectuer le calcul à

partir de séismogrammes (Time History Method).
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Fig. 15. — Exemple de l'évolution au cours du temps de la
pression sur un cylindre soumis à une charge d'explosion.

6. Conclusion

En résumé, on peut constater qu'en ce qui concerne
l'application de la relaxation dynamique dans le domaine
de la statique, ce procédé est intéressant pour tous les

problèmes de structures en surface porteuse et de milieux
continus de l'espace. Des conditions de bord quelconques
peuvent être satisfaites. Les propriétés des matériaux
peuvent varier et présenter des caractéristiques de non-
linéarité. Dès lors, ce procédé satisfait toutes les exigences
d'une solution moderne pour des problèmes de structures
à 2 ou 3 dimensions. Par ailleurs, la relaxation dynamique
peut être appliquée avantageusement à des problèmes
dynamiques. Une analyse plus approfondie révèle
néanmoins encore quelques questions de détails à éclaircir.
Avant tout, la question de l'amortissement dans des systèmes

pour lesquels l'amortissement ne peut pas être négligé
et la question de la formation « propre » des conditions
de bord dans l'aspect dynamique.
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