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LA CALCULATRICE ELECTRONIQUE
A LA DISPOSITION DE L'INGENIEUR (Suit e fin) !

par GEORGES DUPUIS, ingénieur EPUL, collaborateur a

3. Introduction a la méthode des éléments finis

L’application de la méthode des déplacements au cas
d'un systéme triangulé comprenant n nceuds fait inter-
venir les 2n déplacements w;, ¢; (0= 1,2, ..., n) de
ces neeuds. Le systéeme est dit & 2n degrés de liberté.

Pour une structure a une dimension (cadre, arc, etc.),
on peut toujours se ramener & un nombre fini de degrés
de liberté et la méthode des déplacements s’applique
comme dans I'exemple traité ci-dessus.

Dans ce paragraphe, nous nous attachons aux pro-
blemes qui possédent une infinité de degrés de liberté.
Nous nous proposons de montrer comment utiliser la
méme technique de calcul que dans le cas d’une struc-
ture discréte, pour obtenir une solution approchée de ces
problémes. Nous introduisons la méthode des éléments
finis 4 propos des problémes d’élasticité plane, en pro-
cédant tout d’abord de maniére intuitive.

Considérons un disque occupant une portion [ du
plan ay, d’épaisseur petite vis-a-vis de ses autres dimen-
sions. Ce disque est sollicité par des forces coplanaires,

1 Voir Bulletin technique de la Suisse romande N° 14, du 13 juil-
let 1968.

I'Institut de mathématiques appliquées

comprenant des forces de surface et des forces de ligne,
appliquées au contour ' du domaine D (fig. 10 ). On
se propose de déterminer I'état de déplacement et de
contrainte de disque.

Désignons par u(z, y) et ¢(x, y) les déplacements selon
les axes Oz et Oy respectivement, du point de D de

r

(@) (b)
Fig. 10. — Disque sollicité par des forces coplanaires.

a) Forme donnée.
b) Forme approchée par un réseau triangulaire.
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coordonnées (v, y). En chaque point du domaine D
sont attachées deux variables de déplacement et le
systeme considéré posséde une infinité de degrés de
liberté.

Décomposons le domaine D en triangles appelés élé-
ments, en remplacant, si nécessaire, la frontiere ' de D
par une ligne polygonale T (voir fig. 10 b). Les sommets
des triangles sont appelés neeuds de la structure. Un
élément va jouer ici le méme role quune barre du sys-
téme triangulé considéré plus haut. IEn nous inspirant
de la marche suivie dans ce cas du treillis, nous isolons
I'élément connecté aux nceeuds ¢, j, /r et nous nous pro-
posons d’établir une relation entre les forces Py,

Qijk, ... appliquées aux nceuds et les déplacements
wi, vi, ... de ces neeuds (voir fig. 11).
Qe

Fig. 11. — Elément de disque typique.

Si le triangle est assez petit, on peut admetire que
les composantes u(z,y) et ¢(x,y) du déplacement de
Iélément sont des fonctions linéaires en z et y. Le
déplacement de I’élément est alors entiérement défini
par les valeurs qu’il prend aux nceuds. Il résulte de
cette hypothése que les contraintes sont constantes &
I'intérieur de I'élément. Ainsi, le déplacement est continu
dans tout le domaine D et les équations de compatibilité
sont satisfaites. Par contre, les contraintes qui agissent
dans deux éléments adjacents sont en général différentes
et les équations d’équilibre ne sont pas satisfaites.

Remplacons les contraintes appliquées aux bords de
élément par des forces équipollentes appliquées aux
neeuds, nous définissons ainsi les forces nodales Py,
Qijt, - .. Ces dernieres dépendent linéairement des
déplacements des neeuds wg, v, Les relations entre
les forces nodales et les déplacements des nceuds jouent
le méme role que les relations (5) relatives & une barre
de triangulation. Si I'on suppose, pour simplifier, que
le disque n’est sollicité que par des forces appliquées
au contour et si 'on remplace les forces appliquées en
un segment de bord par des forces équipollentes appli-
quées aux nceuds, les équations d’équilibre peuvent
s’écrire comme précédemment

Zpijk = X, | )
Z()wc = Yy, J

ot les sommes portent sur tous les éléments qui abou-
tissent au neeud 3 X, Y, désignant les composantes
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de la force extérieure appliquée en ce nceud (ces forces
sont les réactions d’appui lorsque le déplacement du
neeud ¢ oest 1mposé).

La suite du calcul est identique a celle présentée en
détail dans le cas du treillis. Le probleme revient donc
a exprimer les forces nodales en fonction des déplace-
ments des nceuds. Afin de simplifier I'éeriture, consi-
dérons I’élément connecté aux nceuds 1, 2, 3 et dési-
gnons par (z;, 11), (¥4 Ys), (T3, ys) les coordonnées de
ces neeuds et par (ug, ¢p), (g, ¢5), (ug, v5) les compo-
santes de leur déplacement. Le déplacement de I'élé-
ment peut s’écrire

ula, y) = ag + av + agy, | (18)
v, y) = by + bx + byy. |

Les déplacements des neeuds satisfont les équations

up = u(ag, yr) = ay + a3k + axyk, } :
h=4,2,3 19
vk = olar, g8) = by + byk + bk | | L i

qui permettent de déterminer les coeflicients ag, ay, s ;
by, by, bs. Aprés quelques calculs, on obtient :

I
\

ulr, y) = [(12?/3 — agYa)tty + (1 — T1Ys) U £

| =

+ (o — |
+ [(yzﬁya)ul + (Y3 — vy us + (Y1 — Yol ug |v
+ |:(~T3 — @p)uy + (2 — a3)up +
A
ol, y) = %‘{[(‘sza — XgYs) 91+ (TgYy — T1Ys) Ve + P
+ (XY, — -Teyl)va]
+ [(.l/-z —Y3)o1 + (Ys — ya)v2 + (yl—yz)va] x
+ | vy — @g)oy + (@ — ag)vn +

+ (2 — 1‘1)"3]?]}
avee S = (y; — 1) (X2 — 1) — (Yo — #1) (x5 — 4]

Les paramétres de déformation s’obtiennent par déri-

vation :
J 1
Ep = (7—:! =3 [(.’/.: —Ys)ug + (Y5 — ya)us +
+ (Y3 Jz)”s]:
) 1
& = g‘:j =3 [(13 — &)y + (@ — ag)vs +
+ (2, — a'l]cva], (21)
J J 1
Yay = 5(7—;; 9—‘: =le [(.1'3 — &)Uy + (2 — ag)uy +
+ (xg—@)ug + (Yo —Ya)¥1 + (Ys — Y1) +
+ (y1—¥2) "a]'

infin, les contraintes sont déduites des déformations
par la loi de Hooke :

E .
O = 75 (& + Vey) 3 Oy = 75 (& + vEa) 5 l 29
Try = 'l— ' o

) Yzy ;




ou E est le module d’élasticité et v le coeflicient de
Poisson. En substituant dans ces relations les expres-
sions (21) des déformations, on obtient :

E
RC T p—) {[(yz —Ys)ug + (Ys —1)ue +

+ (% _yz)ua] gt [(xs — )0y - (X — 24)05 +

+ (o —mea

E
Oy = m{[(fa"“zz)"l + (2 —a5)e +

+ (2 — 1'1)"3} + v [(Z/z —Ys)uy + (Y3 —y)us + (23)

+ (Y1 —y2) Ua]v

E
Try = m {[(1‘3 == 322)111 - (1‘,1 = I(‘s)uz +

+ (23 — ) “3] =2 [(yz —Y3)v1 + (Ys —ya)va +
+lyg— yz)"a]-

Afin d’obtenir I'expression des forces nodales appli-
quées au nceud 1, considérons I'élément représenté a la
figure 12 a). La partie hachurée du triangle est en équi-
libre sous l'effet des forces nodales Pjg5, Qg5 et des
contraintes o, T appliquées au segment AB. Ces der-
niéres sont statiquement équivalentes aux contraintes
Oz, Oy, Tzy appliquées & la ligne brisée de la figure 12 b).
Les équations d’équilibre de la partie hachurée de I’élé-
ment peuvent donc s’écrire :

Ys—Ys T3 — T
Py = 02 = T Ty

(24)

T3 — Ty Ys — Y3
Q123 = Oy D) + Tzy 3 .

Compte tenu des expressions (23) des contraintes
Oz, Oy, Tzy, 0N obtient finalement les forces nodales Pjyg,
(103, en fonction des déplacements des nceuds :

m{[(y —Ya)ug + (Y3 —yr)us +

+ (y1— ) ”3] +v [(Ts — @)y + (X — Tg)vy +
+ (xp — 1’1)"3:‘}(% —ys) + —Z,S(iE—_}-v) {[(Is*mz) u +

+ (21 — aguy + (29— 1’1)“3] + [(2/2 —Ys)v1 +

P123=

+ (s —yu)ve + (Y1 —¥e) "3]}(1’3 — ),
= (25)
Q23 = m { [(‘Ts — Tp)0y + (¥ — T)vp +
+ (xp — 371)"3] ==Y [(yz —Ys)uy + (Y3 —yr)us +
L. E. ..
+ (y1— v “3]] (x5 — ) + m'l[(-ls_-"z) uy +

+ (v — @g)uy + (25 — 11)“3] <t [(Z/z — Ys)v1 +

+ (ys —yu)ve + (Y1 — ) "3]}'(1/2 — ).

On obtiendrait de la méme maniére les forces nodales
appliquées aux nceuds 2 et 3. Ces formules permettent
d’écrire les équations d’équilibre (17) en fonction des
déplacements des nceuds. On obtient ainsi un systéme
d’équations linéaires dans ces paramétres ; ce systéme
résolu, on détermine les contraintes a partir des rela-
tions (23).

(a) (6)

Fig. 12. — Détermination des forces nodales.

Exemple numérique

Considérons la poutre représentée a la figure 13 ; cette
poutre est sollicitée par une charge uniformément répartie,
équilibrée par des contraintes tangentielles appliquées aux
cotés @ = + 3. Pour supprimer les déplacements rigides,
nous annulons les déplacements verticaux des points A et A’
ainsi que le déplacement horizontal du point 0. Nous avons
déterminé les déplacements, a l'aide de la méthode décrite
ci-dessus, pour les deux réseaux représentés a la figure 14.
Les résultats obtenus, confrontés a la solution exacte, sont
résumés dans le tableau 3.

TaBLEAU 3

Déplacement vertical
Neceud

(b 14 0 (88 14b) e
1 29.97 32.95 34.27
2 — 31.95 33.23
3 26.40 98.99 30.13
4 s 2% .14 95.07
5 16.05 1757 18.21
6 — 9.45 9.76

La technique de calcul développée ci-dessus permet d’étu-
dier la répartition des contraintes dans les poutres-parois,
les profils de barrage, etc.

Dans ce qui précéde, nous avons obtenu les équations
d’équilibre (17) et I'expression des forces nodales (25) par
des considérations intuitives. Celles-ci étaient facilitées par

15’
: Gy=-1/3,T=0
i N 1N O \ [ .
| | 1 Ox = y/20-y/48
i ’[‘=3(4_y!)/32
4| A (25 .|| (S X

L ; |

I il

Fig. 13. — Exemple illustratif : poutre uniformément
chargée.
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5 3 / 6 5/ 4 3/ 2 1)
(@) | (6) |
Fig. 14. — Réseaux triangulaires pour la demi-poutre de

la figure 13.

la forme tres simple du déplacement considéré (formule (18)).
Si I'on choisit, pour les déplacements des éléments, des
expressions moins simples, ou si I’on a a traiter un probleme
de plaque ou de coque, la méthode intuitive décrite ci-dessus
s’applique difficilement. On utilise alors la propriété mini-
male de I'énergie potentielle. Nous allons esquisser la marche
a suivre pour le probléme qui nous occupe.
L’énergie de déformation du disque s’éerit :

E 1—v
U, = T [/Eszz + €% + 2vesgy + Tyzzy)da'dy

D
2 [ (G + (5 + 55+
D

1—v/Jdu  Jv\2 )
A D

puisque nous avons supposé que le disque n’est sollicité que
par des forces de ligne, le potentiel des forces extérieures
est donné par

U, = | (pu + ¢v)ds,
r

ou p et g sont les composantes de la force de ligne appliquée
au contour I'. L’énergie potentielle U = U; — U, vaut donc

v =i (G + )+
D

1—v/Jdu  Jv\?
+ & il (7’/ + Z) ]d‘rtly

du dv

Vﬁnyr

—/ (pu + qv)ds. (26)

r

Pour le disque de forme approchée représenté a la
figure 10 b), nous remplacons D par D et I par [ dans
cette derniére expression.

Parmi toutes les fonctions w et ¢

continues dans le

domaine D, celles qui rendent minimum I'expression (26)
sont les déplacements cherchés. Nous allons rechercher ce
minimum non pas sur 'ensemble de toutes les fonctlions
concurrentes mais sur un sous-ensemble de dimension finie.
Considérons les fonctions w et ¢ définies, sur chaque ¢lément,
par les formules (20) ; ces fonctions sont continues dans le

domaine D et constituent un sous-ensemble de fonctions
concurrentes de dimension 2n, ou n est le nombre de nceuds
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1

- 2
Fig. 15. — Nceuds associés a un
¢lément dans le cas d’une variation
quadratique des déplacements.

du domaine [. Substituons, dans la fonctionnelle (26) a
minimiser, les expressions approchées du déplacement, on
obtient ainsi une fonction quadratique dans les 2n para-
metres de déplacement des nceuds. En exprimant que cette
fonction est minimum a la position d’équilibre, on est finale-
ment conduit a un systéme d’équations linéaires relativement
aux déplacements des nceuds. Sans entrer dans le détail des
caleuls, contentons-nous d’affirmer que le systéme linéaire
que l'on obtient ainsi est identique a celui obtenu a l'aide
de la méthode intuitive décrite ci-dessus.

Supposons maintenant que 1'on choisisse pour les déplace-
ments des éléments des polynomes de plus haut degré ; les
contraintes ne sont plus constantes a I'intérieur des éléments
et les forces nodales n’ont plus une signification aussi simple
que dans le cas précédent. Par contre, la méthode de I'énergie
se généralise sans autre ; si I'on choisit, par exemple, des
fonctions quadratiques

u(x, y) = ag + a1 + agy + az2® + ay + asy®, |

27
0@, y) = by + b + by + ba? + bay + bgr, | )

on peut déterminer les coeflicients agy, ... a;; by, by en
fonction des déplacements des six nceuds associés 4 chaque
élément (fig. 15). Les déplacements de la forme (27) cons-
tituent un autre sous-ensemble de fonctions concurrentes
du probléme de variation (26) et le calcul se poursuit comme
dans le cas précédent.

L’exemple numérique traité ci-dessus souléve plu-
sieurs questions. On peut par exemple se demander si
la solution approchée tend vers la solution exacte lors-
que la dimension des éléments tend vers zéro. D’autre
part, est-il possible de choisir des déplacements qui
conduisent &4 de meilleures approximations que celles
obtenues 1ci ? Les réponses complétes sortiraient du
cadre de cet exposé ; disons simplement qu’elles sont
aflirmatives et que ces méthodes numériques font des
progres constants.

4, Conclusions

Grace au développement des calculatrices, les mé-
thodes de calcul au service de 'ingénieur ont fait des
progrés prodigieux au cours de cette derniére décennie
La classe de probleme que I'on peut résoudre a I'aide
d’une calculatrice est actuellement trés vaste, tant en
élasticité qu’en plasticité, dans le domaine des petites
déformations comme dans celui des déformations finies.

Nous espérons avoir montré dans cet exposé combien
une calculatrice peut étre utile a I'ingénieur. La calcu-
latrice ne se substitue pas & I'ingénieur mais est un
outil puissant ; 'ingénieur doit se réjouir du développe-
ment des calculatrices puisque celles-ci le déchargent
des tiches fastidieuses et lui permettent de consacrer
davantage de temps & créer et & réaliser ; c’est-a-dire
davantage de temps a son art. En contrepartie, 'ingé-
nieur doit se familiariser avee les nouvelles techniques
de calcul.
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