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VUES NOUVELLES SUR LE CALCUL DE LA PRECONTRAINTE
DANS LES OUVRAGES HYPERSTATIQUES'

par P. COURTOT, ingénieur EPUL

I. Introduction

Le béton précontraint ne cesse de faire preuve de
son dynamisme, et son avenir parait des plus promet-
teurs. Sur le plan technique, il constitue un des faits
majeurs de notre époque.

Ce développement est sans doute trop rapide pour
ne pas s’accompagner d’un certain empirisme dans le
choix des méthodes de dimensionnement. Il en résulte
parfois quelques incorrections dans les projets. Le plus
souvent, fort heureusement, le projet est valable, mais
c’est au prix d’une dépense de travail excessive.

La présente note est un essal de systématisation du
calcul des ouvrages précontraints ; elle s’efforce d’attein-
dre un double but, & savoir de favoriser 'emploi de
données constructives les plus logiques, tout en s’ap-
puyant sur des notions aussi simples que possible.

Nous serions heureux si cette note pouvait constituer
un réel encouragement a 'étude des cadres et portiques
en béton précontraint, particuliérement dans le domaine
du batiment, ou ce matériau est en mesure de conquérir
un trés vaste marché.

II. Généralités sur le calcul en continuité

La notion fondamentale de la statique plane est celle
de Membrure, qui se définit, relativement & ses extré-
mités, au moyen de quatre conditions d’élasticité, soit
un raccourcissement, une distorsion et deux rotations
en bout.

Dés le moment ot nous devons relier rigidement ou
élastiquement des membrures entre elles, nous avons
affaire a deux catégories de méthodes opposées : celles
qui utilisent, comme matériau brut, la travée sur deux
appuis libres, et celles qui se servent de la travée
encastrée.

La seconde catégorie présente I'avantage d’étre plus
systématique et de déboucher, suivant les besoins, sur
des méthodes exactes ou bien approchées (Cross).

De plus, ces méthodes s’utilisent naturellement par
résolution du systéme hyperstatique sous des efforts
unitaires, les charges réelles étant appliquées ultérieure-
ment & un systéme déja résolu; c’est un immense
avantage.

Toutes ces raisons font que nous avons adopté la
membrure encastrée aux deux extrémités comme don-
née de base de la méthode proposée dans cet article.

Il s’ensuit, bien entendu, que la résolution de notre
systéme hyperstatique comportera toujours une opéra-
tion de déblocage des neeuds, que ce soit par relaxation
ou par la méthode directe.

III. Effets hyperstatiques de la Précontrainte

Le but de ce paragraphe est d’attirer 'attention sur
une particularité dudéblocage des nceuds en cas d’efforts
provenant de la précontrainte. L'importance de cette
question est telle que nous devons nous y arréter un
instant.

Comme on sait, la 1’)!‘(5(:011Lrainl,(s esl un systéme de
forces qui résulte dans une somme de deux effets : la
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force d’tmpact H, appliquée en bout de travée, et les
forces de funiculaire, appliquées le long du céable plus
ou moins normalement a celui-ci (fig. 1).

41..'
. e. Axe neutre

VLA

Fig. 1. — La force d’'impact et son moment rapporté a
I’axe neutre.

Il est évident que les nceuds doivent étre débloqués
relativement & 1’ensemble de ces forces, c¢’est-a-dire :

— premiérement, les forces de funiculaire que l'on

a trouvées en étudiant la membrure encastrée ;

— deuxiémement, les forces d’impact, aux neeuds ou

elles se produisent.

Pour avoir cela bien clair a I’esprit, il est nécessaire
de revenir sur la définition du moment de précontrainte.
Nous conviendrons d’utiliser les termes de Moment
1sostatique, Moment hyperstatique et Moment résultant
conformément aux indications de la figure 2, avec les
définitions suivantes :

M isostatique = HXe;
M hyperstatique = H Xey,

M résultant = Hxe,
Cable de precontrainte s "
H_ch
Position de H sous précontrainte seule _u e
E e | |
Axe neutre i r l
Tig. 2. — Effet de la précontrainte seule dans une section

de poutre d'un systéme hyperstatique.

Etant donné ces définitions, il est clair que 'on peut
écrire la somme des moments appliqués au nceud, de
deux manieres différentes :

a) On peut dire que le nceud supporte la somme du
moment résultant provenant de la travée bloquée
et du moment isostatique M = I X ¢; (voir fig. 1).

b) On peut dire que le nceud supporte uniquement
le moment hyperstatique de la travée bloquée
M = HXe,.

! Cette étude est tirée du Recueil de travaux offert au professeur
A. Stucky, en hommage de reconnaissance, sur I'initiative de 1'Asso-
ciation amicale des anciens éléves de ' Ecole polytechnique de Lausanne,
le 27 octobre 1962, 'année de son 70° anniversaire.




En éerivant la relation

Hxe;— HXe, = HXey

on constate a 1’évidence que ce sont deux fagons de
dire la méme chose.

Si nous insistons sur ce point, c’est parce que la
premiére facon de présenter les efforts au nceud est
bien moins répandue que la deuxiéme, mais que cepen-
dant elle nous parait plus logique.

Aussi, dans les formules qui suivent, nous introdui-
rons de préférence le moment résultant de précon-
trainte, quitte & ne pas omettre de débloquer le moment
isostatique de précontrainte en bout de travée.

Les personnes qui craindraient de faire des confusions
en utilisant notre moment résultant n’auraient qu’a en
soustraire le moment isostatique pour retomber sur la
notion bien connue de moment hyperstatique. L’ennui,
c’est qu’en procédant ainsi on soustrait une quantité
qu’il faut ensuite réintroduire a nouveau dans le calcul
des contraintes, opération qui heurte le bon sens.

IV. Considérations sur la forme du cablage!

Le tracé des cédbles doit étre habituellement curvi-
ligne, et la courbe dont les ordonnées se calculent le
plus aisément est évidemment la parabole. Le tracé
doit donc étre constitué d’une suite d’arcs de parabole,
4 moins que I'on ait des raisons impérieuses de procéder
autrement.

Mais bien au contraire, d’autres raisons encore mili-
tent en faveur de la parabole: en travée, elle produit
un effet funiculaire pratiquement uniforme qui corres-
pond & la charge extérieure habituellement uniforme
elle aussi. Sur appui, le probléme est d’obtenir sur une
distance donnée une déviation maximum pour une
courbure minimum : la parabole satisfait a cette condi-

tion.
Ce tracé donnera satisfaction aux constructeurs, qui

savent que dans bien des cas le cAble doit redescendre
le plus vite possible de part et d’autre de I'appui, faute
de quoi on crée dans certaines sections voisines de
lappui de fortes tractions en fibre inférieure a vide.

En ce qui concerne le choix des paramétres, il nous
a paru nécessaire et suflisant d’en avoir trois, a savoir :
les excentricités sur appui et en travée (dont les diffé-
rences constituent les paramétres &; et &) et le para-
meétre que nous avons appelé Ry (voir fig. 3).

®

rarAB. | paraBoLE 1T pARAR. T =1
B e
§ [ G~
. < E Sk
D
bi ai ak fx
ci ck
Lik

Fig. 3. — Tracé-Lype : paramétres et points principaux.

' A ce sujet, il nous parait indispensable de préciser que les or-
données de mnotre courbe sont A mesurer 4 partir de la droite
idéale joignant les nceuds en bout de membrure, et non pas a
partir de 'axe neutre, qui peut ne pas étre rectiligne.

bi + be

Bik‘ = lik

Cet intéressant paramétre est égal a la longueur totale
de la zone a courbure vers le bas, rapportée a la lon-
gueur de la membrure. Ce rapport peut varier habi-
tuellement entre 0,05 et 0,20.

C’est ce paramétre qui joue le role essentiel vis-a-vis
du moment hyperstatique de précontrainte.

V. Propriétés particuliéres du tracé proposé

Outre le choix des arcs de paraboles, notre tracé
présente encore les caractéres suivants :
— Les tangentes & la courbe, sur les appuis, sont
paralléles & la membrure.
— Les paramétres agissent de telle sorte que Iarc
de parabole BDF est unique et que les arcs AB
et F'G ont méme courbure.

VI. Pratique du dessin du cablage
A partir des trois parameétres §;, 8 et t, on procede
ainsi :

a) Calcul des A
On utilise dans la suite du calcul ces coeflicients A,
qui valent :

V5 Vo

Ai=——"—= = ——
Vo + Vo Vo, + Vo

(d’ailleurs A; = 1 — Ag).

b) Repérage des points B, D et F
Leurs abscisses s’obtiennent aisément par:

¢ = D\; Cy — U\k
l)i = RC[ bk = RC];

@ ®

|~
< e

\’NM

#
i ai ak bk
cL ck
Fig. 4. — Tracé-type : mode de construction.

¢) Construction de la courbe (voir fig. 4)
Celle-ci est grandement facilitée par le fait que :
- les points A, B et D sont en ligne droite, de méme
que D, I' et G
les pentes en B et IV sont doubles de celles des
droites AD et DG.
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A noter les formules donnant les rayons de courbure :

12 12
E }?_CL"2 o P o HC/;?‘
il 28; 28;-_

pu

VII. Moments dus a la précontrainte

Dans ce chapitre, on considére uniquement les pou-
tres dans lesquelles I'effort de précontrainte I est pra-
tiquement uniforme le long de 'abscisse.

1. Poutre a section constante
Dans ce cas, le moment résultant (voir définition fig. 2)
est donné par I'expression suivante (au point I):

M; ; ’ 1 27\1,-J‘—7\z'4

Mais si I'on observe que dans les cas habituels de la
pratique on a

R <045 et A <0,60
alors le troisieme terme du polynome est plus petit que
0,7 %, et la valeur approchée a 0,7 9, vaut :

M;

?&:1—(1+H><1 L )

~ o

En particulier si le cablage est symétrique (A; = 0,5)
on a:
M; 1

2. Cas d’une poulre a section variable

Dans ce cas, on ne peut évidemment donner une
formule qui convienne pour tous les cas imaginables de
lois de variation. Par contre, on peut se servir de I'une
ou Pautre des tables de valeurs déja publiées !, en intro-
duisant des charges fictives équivalentes aux effets du
cablage. On utilisera avec profit le fait que notre ciblage
est équivalent & une charge fictive particuliérement
simple, caractérisée par deux valeurs seulement (voir

fig. 5).

g |

T

i [2kf
Lik

VARIANTE POUR POUTRE DE RIVE:TRACE A.G’

(IR

L I
Pik

Fig. 5. — Tracé-type : charges fictives ¢quivalentes.

' Par exemple, *“ Le caleul pratique des constructions a4 inertie
variable ' de Pierre Charon.

64

Cette charge fictive vaut :
_2H3,
‘= Rep
2HB;
(1—R)C?

P

Py =

Pour I'utilisation rationnelle des tables, on a méme
intérét a charger toute la poutre avec Py uniforme, et
a déduire ensuite dans les zones d’extrémité les charges
uniformes :

2118;

(Pi—Pu) = rr—jc7

VIII. Cablage concordant

On sait qu'un tracé peut étre étudié¢ de fagon que
le moment hyperstatique soit égal a zéro ; c’est ce que
M. Guyon a appelé le « Cablage concordant ». On peut
tirer des équations qui précédent la condition donnant
la valeur du paramétre R pour un ciblage concordant :

1.

6A2 B

- 6A2
b 1

Dans cette formule, ¢; est I'excentricité du cible par
rapport a I’axe neutre dans la section 1.
En particulier si la poutre est symétrique :

e
B, T <
R=2 38

IX. Cas d’une travée de rive

En pratique, on pourra souvent utiliser dans ce cas
le tracé proposé ci-dessus ; le fait que les cables ont un
tracé final horizontal produit une légére majoration des
pertes par frottement, ce qui est un inconvénient, mais
ceci est compensé par I'avantage d’une plus grande
simplicité d’exécution (pose des ancrages).

Toutefois on peut désirer sortir de la poutre suivant
une position oblique. Dans ce cas, nous proposons la
variante indiquée sur la figure 6.

PARABOLE I rarABOLE IL PARTIE DROITE

¥
™~
A B ,
E 2 : §
D G !
c / K
% ai Ly ak
ci ck

Fig. 6. — Tracé-type : variante pour travée de rive.

Pratiquement on part de la valeur de 8§ qui est
supposée donnée.
On calcule alors le & :
&'k

& =

T+ R

Toute la construction se fait au moyen des trois
paramétres habituels §;, &, et R.




Les moments résultants de la poutre encastrée aux
deux extrémités sont donnés ci-aprés (formules appro-
chées a 1 9,):

M, o 1
H_&zlﬁ(iTR)(l»—(”&)

My 1 M, 1
e~ TR e ™ BT e

(inchanggé)

Si ce nceud K est élastiquement encastré, on le déblo-
quera en fonction des données du systeme hypersta-
tique. Sl est libre en rotation, on le débloque aisément
en envoyant au point / la moitié de M.

Dans le cas d’une poutre & moment d’inertie variable,
on utilisera la charge fictive selon figure 5.

X. Cablage avec partie droite.

Nous donnons encore, pour terminer, les carac-
téristiques d’un cablage comportant une partie recti-
ligne en travée (fig. 7).

0 ®

F
5 B
& g $
K
C D
PARABOLES |PARTIE DROITE l PARABOLES
: 3 t
£ b ai
ci di
qi
=
Fig. 7. — Tracé-type avec partie droite.

Tout en étant en principe moins rationnel que les
précédents dans le cas d’une charge uniforme, il peut
étre indiqué en divers cas de charges concentrées ;
il permet également de descendre trés rapidement de
part et d’autre des appuis, ce qui peut étre désiré
dans certains cas.

[l comporte un paramétre supplémentaire, désigné
par Q, qui vaut:

0— Ci + Cy N partie parabolique

v

e portée

De facon analogue au cas précédent, les abscisses
des points caractéristiques s’obtiennent aisément par :

i =€ ([,‘ 8k — € l[k
Ci = () 8i Cp — () 8k
I)" == I{ Cq Ilk =M Cr

Exemple d’un ouvrage précontraint hyperstatique :
Le pont St-Michel a4 Toulouse. (Etude S.T.U.P.)

On notera que, grace au choix des parameétres, les
expressions des courbures et des charges fictives sont
les mémes que celles données précédemment (paragra-
phes VI et IX).

Compte tenu de lintroduction du parametre (),
et en négligeant comme précédemment les termes en R
de degré supérieur a un (approximation a 1 9%), on
peut écrire les formules des moments résultants comme

suit :
1. Courbure en AB:
M; , L ) 1 § At — A

2. Partie droite en AB:

M
s,

4 A
(1+R)w()('l+1{){1 L Ak 7\,]

e =0 e

XI.” Conclusions

On peut constater que la méthode proposée est d’une
utilisation aisée, et nous espérons qu’elle pourra étre
utilisée avec profit dans divers bureaux d’étude.

La question des pertes de précontrainte par frotte-
ment le long de la gaine n’a pas été abordée, car son
importance ne sera pas habituellement déterminante :
il suffira d’adopter une valeur moyenne. Au besoin, on
peut en tenir compte de facon assez précise en super-
posant 4 nos charges fictives une charge fictive
secondaire qui se réduira pratiquement a une charge
triangulaire.

On dit dans notre profession que «la meilleure
méthode est celle que I'on connait bien»; a ce point
de vue, celle que nous proposons ne saurait étre que
mauvaise au premier abord. Néanmoins, il suflira sans
doute de quelques applications... pour la faire paraitre
moins mauvaise, du moins nous I'espérons.

(suite de la page 61)

indications relatives a la fabrication et a 'emploi, dans
Iindustrie du batiment, des éléments de construction
en béton et en béton armé soumis a un traitement en
auloclave,

Ce livre s’adresse a tous les ingénieurs et techniciens
qui ont a réaliser des ouvrages en béton et en béton
armé ou a effectuer des recherches dans des organismes
et laboratoires chargés de I'étude des problemes de la
construction,

Sommaire :

1. Historique suceinet de I'évolution du procédé de traite-
ment en autoclave des matériaux et des ¢léments de cons-
truction. — 2. Phénomenes physico-chimiques accompa-
gnant, au cours du traitement en autoclave, le durcissement
du ciment Portland contenant des additions siliceuses. —
3. Propriétés physico-mécaniques d’un béton soumis & un

durcissement en autoclave. — 4. Fabrication et emploi en
construction d’é¢léments en béton et en béton armé soumis
a4 un durcissement en autoclave. — Bibliographie.
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