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SUR UNE METHODE INTERFERO-PHOTOELECTRIQUE POUR LA MESURE
DES TENSIONS EN ÉLASTICITÉ PLANE

ET SUR SES POSSIBILITÉS D'APPLICATION A LA DÉTERMINATION DES

EFFORTS AU VOISINAGE DE LA SURFACE D'UN CORPS SOLIDE
ET A LA MESURE DES TENSIONS THERMIQUES fsuite et fin>)

par HENRY FAVRE et WALTER SCHUMANN, Ecole polytechnique fédérale, Zurich

§ 7. Mesure des tensions dans un prisme tendu axia¬

lement et dans une pièce courbe, sollicitée à la
flexion composée.

Dans un premier essai, nous avons mesuré les tensions
dans un prisme d'aluminium, de 5,19 mm d'épaisseur
et de 11,82 mm de largeur, sollicité à la traction pure
par deux forces P, égales et opposées, de différentes
valeurs finales, appliquées aux extrémités (fig. 10 a).
Cet essai avait deux buts : faire un premier contrôle
du fonctionnement de la méthode et déterminer les

valeurs des constantes a*, ß*,y*, dont la connaissance
était nécessaire pour le second essai.

Afin d'éliminer les erreurs dues à une légère excentricité

éventuelle des forces, deux jauges optiques ont
été collées de part et d'autre de l'épaisseur du prisme,
au milieu de sa longueur. Ce dispositif présente d'ailleurs

l'avantage d'admettre deux plans de symétrie
contenant l'axe du prisme, ce qui permet d'éviter la
création de moments de flexion perturbateurs, que
pourraient engendrer les jauges si elles étaient inégales

(voir [17]).

La figure 11 donne, en fonction de P, les résultats de

mesures directes de Qx, 6,, 63 (cercles), les valeurs de
9a ôi — ö2 déduites des -mesures de Qx, 92 (croix) et
les diagrammes basés sur ces mesures (droites passant
par l'origine). Les tensions dans les jauges d'allite
présentent évidemment peu d'intérêt. Ce sont par contre
les tensions dans le prisme d'aluminium qu'il s'agit de
déterminer. Cependant, comme les allongements spécifiques

principaux £x, e, — et non les tensions <yx, o, —
sont les mêmes des deux côtés de la surface séparant, les

deux matières, les mesures optiques vont pouvoir nous
donner directement, dans l'aluminium, les quantités
ex, E, et indirectement seulement, grâce à la loi de Hooke,
les tensions ax, <r2.

En conséquence, ce sont les équations (16), et non
(18), que nous devons appliquer aux jauges. Cependant,

si l'on cherche à évaluer, dans le cas du prisme
étudié, les constantes a*, ß*, y* figurant dans les équations

(16), en partant des mesures de ôi, 6S, 03

correspondant à différentes valeurs de la force P, on s'aperçoit

1 Voir Bulletin technique n° 4 du 24 février 1962.
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Fig. 11. — Prisme d'aluminium tendu axialement.
Diagrammes des valeurs mesurées Bx, 92, 03 dans les jauges
optiques, en fonction de la force P.

que, dans les formules permettant de déduire de ces

mesures les constantes cherchées, le module E de
l'aluminium figure partout comme facteur. Ces

constantes apparaissent donc comme directement
proportionnelles à E, tandis que les mêmes formules montrent
qu'elles dépendent peu cje v (aluminium) et de E, v

(allite). Les quatre constantes mécaniques dont nous
venons de parler avaient, dans notre cas, les valeurs :

r6995±90kgmm-2)
E { \(2 déterm.), v 0,33 (Alum.)

|7081±70kgmm-2|
E= 211,4 ±lkgmnH> ,v 0,40 (Allite CR39).

Or, il serait facile de voir que l'erreur de la valeur du
module E, utilisée pour l'éprouvette prismatique,
n'interviendra aucunement dans la détermination des

allongements e1; e2 mesurés sur un modèle fait avec
la même matière (aluminium) que l'éprouvette. En
conséquence, pour se rendre indépendant de l'erreur de

E et pour mieux apprécier l'exactitude des mesures, le

plus simple est de considérer les valeurs des fractions

a*fE, p* fE et y* JE. Ces quantités sont, en vertu de ce

que nous avons dit plus haut, indépendantes de E et,
conséquemment, de l'erreur de cette grandeur. Elles

figurent dans la première ligne du tableau 2 (ce sont en
réalité les moyennes des résultais, obtenus avec les deux
jauges et par répétition des mesures, qui y figurent).
Dans la seconde ligne de ce tableau, sont données les

erreurs moyennes de ces valeurs, ainsi que celles des

quantités ex + e2 et ex — Ea, et dans la troisième,
les erreurs moyennes d'une mesure de 9i, 0a, 0a, sx -\- £a

ou e1 — Ea. Il est important de noter qu'il s'agit partout
d'erreurs accidentelles. Les erreurs systématiques provenant

d'une inexactitude éventuelle de l'application de

la force P, de la différence du comportement optique
ou mécanique d'une jauge à une autre, ou d'autres
causes encore, ne sont pas incluses dans les valeurs
des erreurs indiquées.

Les deux dernières lignes du tableau 2 donnent, à titre
de comparaison, les valeurs de a.* JE, ß*/jE, y* IE
obtenues à l'aide d'un prisme d'Allite CR39 (tendu
axialement), pour les deux valeurs de E indiquées plus
haut. Ce prisme a été découpé dans la même plaque que
les jauges. Pour passer des valeurs de a*, b*, c* —
obtenues en mesurant Qx, 0a, 03 — à celles de a* fE,
P* fE, y* fE, à l'aide des formules (19), il est nécessaire
de connaître les constantes £ et v de l'allite. Le coefficient

de Poisson v, qui a peu d'influence sur le résultat, a
été choisi comme précédemment égal à 0,40. Le module
E a été obtenu par les deux premières formules (21), en
déterminant d'abord a, b par des mesures de 51; 52 à

l'aide d'un interféromètre de Mach-Zehnder et en
appliquant les équations (2). Quant aux deux valeurs
de E indiquées plus haut pour l'aluminium, elles ont
été obtenues par flexion en faisant deux séries de

mesures, dans des conditions légèrement différentes.
La comparaison, dans le tableau 2, des deux groupes

de valeurs obtenues pour a*JE, $*fE, y*fE, révèle une
bonne coïncidence des résultats.

Avec ce prisme et les jauges utilisées, les plus grands
effets optiques possibles s'obtiennent en appliquant
une force axiale P engendrant, dans l'aluminium, une
traction uniforme ax 22 kgmm-2, car dans ce cas,
l'allongement spécifique est déjà égal à 0,2 % environ,
valeur cependant encore acceptable. Or, les variations
correspondantes du chemin optique sont ici respectivement

égales à6t ^ 18, 0-a ^ 20, 08 ^ — 2. Elles sont
donc relativement grandes, ce qui montre que l'épaisseur

des jauges pourrait parfaitement être réduite.
Dans un second essai, nous avons étudié une pièce

courbe (arc) d'aluminium, de section rectangulaire
constante, sous l'action de deux forces égales et opposées

P 78,24 kg, appliquées aux extrémités (fig. 8 c

et 10 6). L'épaisseur, la largeur et le rayon moyen
sont respectivement égaux à h 9,99 mm, t
11,78 mm, R 200 mm. L'angle vu0 formé par l'axe
de symétrie et les sections passant par les centres des

oeillets où sont appliquées les forces est égal à 25° 56'.
La pièce étudiée ici peut être considérée comme le cas

particulier d'une coque, où les moments principaux de
flexion et les efforts de membrane ont les valeurs
respectives :

PR f É\
Mx —— I cos u/ — cos vu0 •

Ms 0,

R

- cos vu, AT, 0,

(21'

où vu désigne l'angle formé par l'axe de symétrie avec
la section considérée, et où Ç est le déplacement
horizontal — produit par la déformation — du centre de

cette section (pour vu 0, on a § £S 0,6 mm). Des jauges
optiques ont été fixées dans deux sections (vu 0° et
vu 10°), aux points C, D, E, F. Par raison de symétrie,
les jauges C, D ne subissent pas de rotation pendant la
mise en charge, tandis que les jauges E, F tournent
d'environ 0,9°.

Le tableau 3 donne les valeurs mesurées de ©i, 62, 03

par la méthode interféro-photoélectrique et, à titre de

comparaison, les valeurs calculées de ces grandeurs,
en utilisant les constantes a*, £J*, y* déterminées dans
le premier essai décrit (prisme d'aluminium). Comme
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Tab i
Valeurs de oc*/E, ß*/E, y*/E, pour des jauges d'allite collées sur un prisme d'aluminium et pour un prisme

d'allite. Erreurs moyennes de Qx, 0a, 0S et erreurgEcorrespondantes de ex -f- Ea et de ex — e2.

a*/E P*/£ mm Erreurs moy. de Erreurs corresp. de
(kg-imm) (kg-imm) (kg-imm) ôj ou ô-, 1 h + h h. —h

jauges collées sur un prisme d'aluminium

0,579, 0,608! — 0,02848
Erreurs moyennes des résultats ± 0,0009 ± 0,0009 ± 0,00009 ±6X10-'' ±3x10-«
Erreurs moyennes d'une mesure ± 0,017 ± 0,003 ±1,3x10-8 ±7x10-«
Prisme d'allite, en posant :

E 6995 ± 90 kgmm-2 0,5764 0,605, — 0,02875
E 7081 ± 70 kgmm-a 0,5694 0,597B — 0,02840

Tableau 3

Valeurs mesurées de 9X, 0a, 03 et valeurs calculées correspondantes, pour les sections CD et EF de la pièce
courbe d'aluminium représentée fig. 8 c.

Section CD (sans rotation) Section EF (avec rotation de 0,9°)

1 ea e3 «i e» %

Côté concave :

Valeurs mesurées (à l'aide des jauges) 8,1 8,9 — 0,83 6,95 7,7 — 0,68
Valeurs calculées (en utilisant les
const, a*, ß*, y* données par une
éprouvette prismat.) 7,95 8,75 — 0,802 6,82 7,51 — 0,688

Côté convexe :
Valeurs mesurées (à l'aide des jauges) — 7,5 — 6,85 — 0,65 — 6,4 — 5,9 — 0,53
Valeurs calculées (en utilisant les
const, a*, p*, y* données par une
éprouvette prismat.) — 7,54 — 6,85 — 0,692 — 6,33 — 5,75 — 0,580

Tableau 4

Valeurs mesurées de Mlr Ma, Nx, Na et valeurs calculées correspondantes, pour les sections CD et EF de la pièce
courbe d'aluminium représentée fig. 8 c.

Section CD (sans rotation) Section EF (av. rotation de 0,9°)

B Ma H ^2 Mx Ma Nx N*
(kg) (kg) (kgmm- J) (kgmm-1) (kg) (kg) (kgmm-i) (kgmm-l)

Valeurs mesurées (à
l'aide des jauges) 129,5 1 9,3 — 1,6 109 4 7,95 — 1,1

Valeurs calculées (par
la Resist, des mater.) 129,8 0 6,642 0 110,2 0 6,541 0

il est facile de le montrer, les formules permettant de
faire le calcul en question sont, dans le cas général où
non seulement Mx et Nx, mais aussi Afa et N2, sont
différents de zéro :

e' + o* — eï — e^ SM (Mx + Ma),

± 0*3 T 03 Cm (Mx — Ma),

6* + 0*2 + 6J + 0| SN (Ni + N,),

±03 ± % CN(NX — JVa),

où l'indice i se rapporte au côté concave, l'indice e au
côté convexe, et où il faut choisir convenablement, dans
deux de ces équations, selon le cas traité, l'un ou
l'autre des deux signes prévus devant chacun des

termes du premier membre. Les coefficients Sm, Cm,
Sir, Cn dépendent des constantes a*, ß*,y*, ainsi que
des caractéristiques géométriques et mécaniques du
modèle (arc) et des jauges optiques. Si l'on désigne par
ê l'épaisseur de ces dernières, y compris la couche de

colle, e désignant toujours l'épaisseur des jauges
elles-mêmes, un calcul simple, basé sur la continuité
des déformations, montre que :
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12(1— V) e (h + e) (a* + p*)

Eh3

Cm
12 (1 + v) e (h + e) y*

S
61

Eh*\ W§(h*+2îh+l>3/J(l + v)Ä

Sy

ct

2(1 —v) P*)

Eh\l + 2(1 —y) S £
(1— v)hË

2(l + v)ey*

Eh t 2(l + v)J£
(1 + v)Ä£ j

(23)

Le tableau 3 montre que la coïncidence des valeurs
mesurées et calculées est satisfaisante.

Pour faire une autre comparaison, plus conforme
à ce que la pratique attend d'une méthode expérimentale,

nous avons indiqué, dans le tableau 4, d'une part les
valeurs mesurées de Mx, M^, Nx, N2, d'autre part les
valeurs calculées de ces grandeurs, à l'aide de la Résistance

des matériaux. On voit que si la coïncidence des
valeurs respectives des moments de flexion Mx, M,.est
bonne, elle est par contre moins satisfaisante pour les
efforts Nx, iV3. Cela est dû au fait que, dans le cas
considéré, ces dernières grandeurs n'ont qu'une faible
influence sur la valeur des tensions <jx, aa, qui dépendent
surtout de Mx et Ma.

§ 8. Sur la possibilité de mesurer les tensions ther¬
miques, en élasticité bidimensionnelle, à l'aide
de la méthode interféro-photoélectrique.

Nous nous proposons maintenant d'examiner s'il est
possible d'appliquer la méthode interféro-plwSoélec-
trique à la détermination des tensions thermiques, en
élasticité plane. Toute variation non uniforme de

température dans une lame à faces planes et parallèles
engendre, en général, des tensions ax, 0"a en un point
quelconque de cette lame. De telles tensions thermiques
peuvent également être produites par une variation
uniforme de la température, si les appuis de la lame ne
lui permettent pas de se dilater librement dans toutes
les directions. Dans chacun de ces deux cas, ou encore
dans un cas mixte, la variation de la température et les
tensions qu'elle engendre modifient, en chaque point,
l'épaisseur de la lame et l'indice de réfraction. Les
variations 0X, 0a, 03 du chemin optique, définies § 2,
dépendent d'abord explicitement, comme précédemment,

des tensions ax, aa, les coefficients a*, b*, c* des

relations (18) étant ici des fonctions lentement variables
de la température. Mais les quantités 0i, 03, 03 sont
aussi directement influencées par la variation de la
température, cette dernière engendrant, même en
l'absence de tensions, des modifications de l'épaisseur et
de l'indice de réfraction. Nous désignerons par T la
variation de la température, évaluée à partir d'un état
initial (T 0), où les tensions sont identiquement
nulles.

Remarquons que M 0a, 03 ne sont aucunement influencés

par la température de l'air traversé par le rayon

lumineux, puisque ces grandeurs sont des variations
du chemin optique 2ne d'un rayon, à l'intérieur de la
lame. Il en sera de même des intensités lumineuses
A(9i)i ^2(62), J»(%) et J*(%). La méthode interféro-
photoélectrique est donc ici en principe applicable, à
cette différence près que %x, 0a, 03 dépendent maintenant

non seulement de ux, <r2, mais également de T.
Les équations (18) doivent être modifiées en
conséquence.

En désignant par oc le coefficient de dilatation
thermique linéaire, écrivons d'abord la loi de Hooke sous la
forme généralisée suivante, qui remplace le système
(15):

si ß (°"i — vaa) + aT,
v.

(24)—ß^i+ <**) +aT-
£s=-p(<Ja—vax) + aT,

D'autre part, la relation de Neumann (14), complétée
par un terme dû à la température, devient :

£* + £(* + *, -aT
v

(25)

Remarquons que les grandeurs E, v, n, p, q, r, v
dépendent de la température, mais varient lentement
en fonction de celle-ci. Dans les seconds .membres
des équations (24) et (25), ce sont les valeurs de ces
grandeurs relatives à la température 772 — moyenne
arithmétique entre la température initiale T — 0 et la
finale T — qu'il faut introduire. Par suite de l'isotropie
primitive de la matière, ces mêmes valeurs interviendront

dans le second membre de l'expression de w — na.
En utilisant les équations (6), (11), (24) et (25), on

obtient sans difficulté les équations cherchées :

a I TT I eu b*

i*U

2n

i*i A£

2.

I"Il

2—2*
v

V

eaa d1 T,

»i + i*U e T. (26)

(1- + v

d* 2
>

1* —6*

Ina fqT \v
2p r-f— i + -v v

(27)

désignent les valeurs des coefficients a*, b*, c*, d* pour
la température moyenne T/2.

Pour obtenir, dans le cas de YAllite CR39, a*, b*, c*
en fonction de la température, nous avons utilisé une
éprouvette prismatique de 3,14 mm d'épaisseur et de
9,96 mm de largeur, tendue axialement par une force P
connue. Ayant porté cette éprouvette à une certaine
température à l'aide d'un ventilateur, nous avons
mesuré 0i, 0a, 0g pour différentes valeurs de P. La
température restant constante pendant cette série
d'essais, nous avons pu déterminer les valeurs de

a*, b*, c* à l'aide du système (26), en posant T 0
dans le dernier terme des deux premières équations.
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Puis nous avons fait diverses séries d'essais analogues,
correspondant chacune à une autre valeur précise de la
température, ce qui nous a permis, en définitive,
d'obtenir en fonction de cette dernière les coefficients
a*, b*, c*. La figure 12 donne le résultat des mesures
(cercles). Elle montre que ces coefficients croissent, en
valeur absolue, lentement et linéairement en fonction
de la température, dans le domaine étudié.

La quantité d* a été déterminée par une autre série

d'essais, avec la mêmepïprouvette prismatique. Dans
ces essais, on n'a appliqué aucune force sur le prisme
(<yx a, 0) et on a mesuré 0! 0a 0, en faisant
varier la température d'une valeur initiale, T 0, à

une certaine valeur finale T. De la première ou de la

seconde des équations (26), on déduisait ensuite d*l-^

En faisant l'essai pour deux valeurs finales T de la
température, nous avons reconnu — nous reviendrons
plus loin sur ce point — que d* dépend probablement

T
très peu de tt> donc de la température.

Dans chacun de ces essais, on a évalué la température
à l'aide de deux résistances Philips NTC, placées vis-à-
vis l'une de l'autre, sur chacune des faces de l'éprouvette,

à une distance de 15 mm du point où arrivait le

rayon lumineux. Ces résistances ont permis de mesurer
électriquement les variations de température T. La
variation de la tension du courant, due à celle de la
température, était transmise (au Heu de la variation
provenant de celle de la force P dans les essais

précédents), par l'intermédiaire d'un pont de Wheatstone, à

l'une des deux plaques déflectricelarerticales de l'oscillographe

cathodique. On obtenait de cette façon le

diagramme des oscillations de l'intensité J(0) (fig. 4 /), d'où
l'on déduisait 0, puis finalement la valeur de d*(Tf2)
cherchée. Le diagramme 4 / montre que la longueur
d'onde des oscillations enregistrées n'est pas constante.

La principale cause de cette variation semble, dans
notre cas, résider dans le fait que les variations de

tension, créées par la résistance NTC, ne suivaient
probablement pas exactement celles de la température,
au point où arrivait le rayon lumineux. Un certain
décalage de phase entre ces deux grandeurs devait se

produire au cours de l'essai. En conséquence, si la
distance horizontale des extrémités A et B du

diagramme donne bien la variation totale exacte de la
température (nous l'avons contrôlé à l'aide de thermomètres

ordinaires), par contre, la valeur de la quantité 0
cherchée doit être déterminée en comptant le nombre
des oscillations et en mesurant les ordonnées des

points A et B, comme nous l'avions d'ailleurs fait
précédemment.

Si d* variait considérablement en fonction de la
température, cette variation engendrerait aussi des

inégalités de longueur des oscillations. Ce ne fut pas
le cas dans nos essais où, comme nous l'avons déjà dit,
la quantité d* s'est révélée sensiblement constante.
On a obtenu en effet, pour cette grandeur, les deux
valeurs suivantes :

d* — 0,0297 mm-1 degrés-1, pour une var. de temp,
de 22° C à 37° C,

d* — 0,0294 mm-1 degrés-1, pour une var. de temp,
de 22° C à 45° C.

(en mmkg J

10 V

I

n
i

Temperature en degrés cent/grades
\22c 25" 29° 33e

Fig. 12. — Valeurs des coefficients a*, 6*, c* en fonction de
la température.

Il semble donc bien que d* soit — pour l'aUite du
moins — sensiblement constant. D'autres essais seraient
toutefois nécessaires, pour éclaircir définitivement
ce point. Avant de passer à des applications, il serait
d'ailleurs indispensable de soumettre les formules (26)
à un contrôle expérimental systématique. Nous pensons

cependant que VAllite CR39 ne serait pas idéale

pour le genre d'essais envisagés ici, le fluage de cette
matière augmentant rapidement avec la température.
Nous estimons aussi "qu'il serait préférable de placer
les résistances NTC beaucoup plus près du point où
arrive le rayon lumineux que nous ne l'avons fait. Dans
le cas de l'utilisation de jauges optiques, on pourrait par
exemple les placer à l'intérieur de la cavjté circulaire
définie § 6.

§ 9. Conclusions.

Nous pouvons conclure de la présente étude que la
mesure point par point, par la méthode interféro-
photoélectrique, des variations absolues Qx, 62 du
chemin optique 2ne, peut, comme celle de la variation
relative 03, apporter une utile contribution à la
résolution de problèmes variés. Ces mesures absolues

permettent, en élasticité plane, non seulement de

séparer les tensions <JX, cxa, mais elles donnent en général
des résultats plus exacts que ceux obtenus par la
mesure de la variation relative seule. Les valeurs
absolues löj, |0J des grandeurs mesurées sont en
effet beaucoup plus grandes que 03 (cinq à" dix fois
En outre, si l'on a mesuré Qx, 02 et 03, on peut en chaque
point contrôler l'exactitude des résultats, à l'aide de la
relation 03 Qx — 0a. L'emploi des formules (20),
basées sur la théorie des erreurs de Gauss, donnera
d'ailleurs les valeurs les plus probables des tensions,
en chaque point considéré.

Les mesures avec les jauges optiques, que nous proposons

pour déterminer les tensions au voisinage de la
surface d'un corps solide, ne semblent toutefois pas
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Fig. 13. — Schéma d'un dispositif permettant d'amplifier la variation du chemin optique 2ne d'une jauge, à l'aide
d'un rayon conique et de réflexions multiples.

donner, pour l'instant, de meilleurs résultats que
ceux obtenus à l'aide des jauges à fil résistant, qui

' sont de plus en plus utilisées dans la pratique. Il se

pose donc la question de savoir s'il serait possible
d'augmenter l'exactitude des résultats donnés par les

jauges optiques, en cherchant aussi à diminufS! leurs
dimensions. Or, D. Post a proposé d'augmenter, par
l'emploi de réflexions multiples, l'exactitude de la
mesure des variations relatives de marche 6S [18] et
celle des variations absolues S1( 8a [19]. On obtient,
grâce à de telles réflexions, des variations à mesurer
qui sont des multiples de 53, Sx ou Sa. Cette même idée
pourrait être également appliquée aux jauges décrites
§ 6. On pourrait essayer, par exemple, d'utiliser le
schéma de la figure 13. Le dispositif esquissé prévoit
l'emploi d'un rayon conique qui, grâce à deux
diaphragmes percés chacun d'une ouverture annulaire
convenablement choisie, permettrait à la lumière de

pénétrer à l'intérieur de la jauge, de s'y réfléchir
plusieurs fois sur les deux faces et de ressortir ensuite,
pour venir finalement interférer avec le rayon directement

réfléchi sur la première face. Il serait évidemment
nécessaire de recouvrir d'une légère couche d'argent ou
de platine certaines zones des deux faces de la lame,
afin que le rayon, qui émerge après avoir subi plusieurs
réflexions intérieures, ait autant que possible la même
intensité que celui qui a été directement réfléchi. On
saisit l'avantage d'un tel procédé : les réflexions
successives à l'intérieur de la jauge augmenteraient le
chemin optique et, eonséquemment, ses variations, qui
deviendraient respectivement égales à des multiples
entiers de 01; 02 et 0a.

Zurich, le 1er septembre 1961.
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