Zeitschrift: Bulletin technique de la Suisse romande

Band: 88 (1962)
Heft: 24
Artikel: Etude théorique de l'influence d'une discontiniuité de la section droite

d'une barre conique sur la propagation des vibrations élastiques
longitudinales

Autor: Favre, Henry
DOl: https://doi.org/10.5169/seals-771856

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 22.10.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-771856
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

88= annéea

Lausanne, l°r décembre 10962 Ne= 24

BULLETIN TECHNIQUE
DE LA SUISSE ROMANDE

paraissant tous les 13 jours

ORGANE OFFICIEL

de la Bpcidid suisee des ingénicura et das architecies

de la Sociénd vandoise des ingénicurs at dea architestes [5.V.LA.
de la Zection ganavaiss de la B1LA.

de I"Asnociation des anciens &léves de 'EPUL (Boole polytachnicgus
de l'Universitd de Lagsanne}

et des Grovpss romands des anciens élévos de VEPRF. (Ecole
polptechnique f&ddrale de Zurich}

COMITE DE PATRONAGE

Président: ¢ J. Calame, ing. & Gendve
Vice-président: E. d'"Okolaki, arch. 4 Lagsanne
Secrétaire ; 3. Richen, ing, 4 Gendws
Mambres

Fribourg: H. Gicet, ing.; M. Waeber, arch.

Gendwve:  G. Bovet, ing.; € Grosgurin, arch.; E. Martin, arch,
I-C. O, ing.

Nauchitel: [. Béguin, arch.; R, Guye, ing.

Valaia: 7. de Kalbermation, dng.; [} Burgeasr, arch,

Vaud: A, Chevalley, ing.; A, Gardal, ing,;

M. Feraud, ing.; J.-P. Vouga, arch,

CONSEIL D'ADMINISTRATION

de la Sociéd anonyme du o Bulledn fechnique »

Président: [, Boanard, ing.

Membres: FEd, Eouriguin, ing. ; G. Dovet, ing.; M, Bridel; . Favre,
arch, ; f. Fobert, ing. ; [.-P. Stucky, ing,

Adresge:  Avanue de la Gare 10, Lavsarne

REDACTION

¥acal

Rédagtion el Editions de la 3. 8. duo o Bullatin technique »
Tirdz & parl, recseignements

Avpnua da Conr 27, Laussnne

ABONNEMENTS

R T o R P e T Swisse Fr, 5. Ereaniger Fr. 58—
Soci@taires . .. i L = » 23— ] » BB—
Priz du numéro . . . n »  1ED

Chigues postaux: o Bullatin techulgue de la Buisse romande »,
N 5T 78, Lausanne

Adresgsr foutes communications concernant abannament, changements
o'adresss, wxpédidon, etc., 4: Imprimerie La Concorde, Terreaux 26,

Lausanne
rfS_SH\I
Iq _@
b
Adresse: Annoncos Saissea 3, A,

Place Bel-Air 2. Tél. (021} 28 33 26, Lansanne at succursales

ANNONCES

Tarif dos annonoas:

11 page . . . . . Fr 38—
- 1

25 Al R Ty 168 —
li4 = i B —
1id = Lokt e f ol o 43,50

SOMMAIRE

Etude théorique de Vinllusnes d'une discontinnité de la section droite d'une barre conique sur la propagation des vilrations
clagtiques longitudinales, par Henry Favree, prolessenr a PETPF, Zurich,

Biblingraphie,
Foeumentation sénérale, — Documentation do bdtiment.

Sociaté vaudoise des ingénicurs ol des architectes.
Informatlions diverses.

ETUDE THEORIQUE DE L/INFLUENCE D'UNE DISCONTINUITE DE LA
SECTION DROITE D'UNE BARRE CONIQUE SUR LA PROPAGATION
DES VIBRATIONS ELASTIQUES LONGITUDINALES

par HENRY FAWRE, professeur a 1'EFF, Eurich

§ 1. Imtroduction

Un satt quune barre rectiligne peut étee le sitge de
trois types de vibrations célastiques : 19 des vibrations
luregitndinales, on le déplacement — suppusé petit —
dun point quelennque est constamment paralléle &
Paxe; 20 des elbrations de torsion, o toute section
droite effeclue une petite ozeillation antour de cel axe ;
et 39 des ecbrations transeersales, ol les points d'une
méme section droite subissent, dans tout intervalle infi-
nilésimal de lemps, de petits déplacements, égaux et
paralltles, dans une divection perpendiculaire 4 axe.
Chacun de ees Lypes peat dtre encore divisé en deux
catépories : celle des ondes progreseives ot celle des ondes
stationnalires.

Les vibeations des barres cylindrigues ou prismatigoes
ant été Pobjet de teé: nombeeoses études, non seule-
ment thénrigques, mais aussi expérimentales 1, Mais on
a épalement entrepris un certain nombre de recherches
relatives au cas de barres, oit la section varie d'une fagon
continue le long de Uaze ® Par conlre, Leis pren détudes
onl élé failes jusqu’a présent en supposant que la

section subisse une discortinuité, Bt dans ces dernitres
vecherehies, pnoa toujours, & netre connaissance, admis
que les deux parties de la barre, situées de part et
dautre de la discontinuite, étaient cylindriques ou pris-
matiques &,

Nous nous proposons d'étudier icl Uinfluence d'une
disconiinuilé de la section d'une barre contgue sur lu
propagalion. des eibrations longitudinales simusoidales
{andes progressives sinusoidales) le long de cetie barre,
Mous Lrailerans en réalité un probléme plus général,
celul on Ia baree est formée de deux trones de céne
couxiaux, solidaires, d’angles solides différents, mais
Lrés petits, en supposant que les propriétés méeaniques
de la matidre de chacune de ces parties soient diffé-
rentes (comme nous le verrons, les seules constantes
physiques inlervenant iel sont les masses spécifiques et

! ¥air par exempla [1], Ch. VIT et VILL: [2], Ch T & IV ; [4,
Gh, ¥ et ¥I; [4], Ch. XX ; [5], Ch. IIT & VIIIL. Tes orochets [ ] se
rappartant & In hibliographie placde & 1o fin de co mémaire.

* Citens [2], p. 32-38 et 1131285 [3], p. 325-392; [B], p. 75-79
el 193-194.

' Voir principalement [1], p. 250 et 251 ; (6] ; [7).
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les modules d'é¢lasticité de ces deux parties, supposées
homogénes et isotropes). Au point de jonction et dans
le cas le plus pénéral, non sculement la seclion, mais
aussi U'angle solide des deux parties coniques et les
propriélés miécaniques de la matidre subiront done des
discontinuités. Les caleuls seront basés sur Ia théorie
lémentaire de la propagation des petites vibrations lon-
gitudinales élastiques dans une barre conique. Celle
thitorie suppose que les peints apparlenanl 4 toute
section droite subiszent, dans chague intervalle e
temps, des déplacements dgaux entre eux. Fin outre,
olle néglige Vinfluence des frottements inlernes.

Aprés avoir rappelé quelques dquations fondamen-
tales (§ 2, nous établirons les formules générales pour
le caleul de Pomde réfléchie et de 'vnde travsmisze, pro-
duites par les discontinuités définies ci-dessus, el prove-
nant d'une onde incidente sinusoidale (§ 3). Dans le
paragraphe 4, nous lerons plusieurs remargues essen-
tielles sur ees lormules, puis nous ctudierons un eerlain
nombre de cas particuliers intéressants [§ 4}

La présente élude théarique a é1é [aite dans le cadre
de recherches expérimentalss sur la propagation des
ondes élastiques dans les solides, exéeutées par Te Laba-
raloire de photoélasticité de FEPF et subventionnées
par le Fonds national suisse de la recherche scientifique.

§ 2. Rappel des éguations régissant la propagation des
vibrations élastiques longitndinales le long d'une
barre conigque, d'angle solide trés petit

Dhésignons par {3 Pangle solide, I le module d'élaz-
livité et p la masse spéeifique de la barre [fig. 1), Soit
encore v la distanee, avant la vibration, d'une section
droite 4 au gommet ) w la valeur, au temps 1, du petit
déplacement, sensiblement paralléle 2 Vaxe de la barre,
d'un point quelcongue de celle section, pendant le
v ernent.

Le déplacement u doit satislaiee 4 I"éguation 5 :

REaTs o @t .
J _.:' = - = - ' :Ill
e

3!’2 b=

dont la solution génirale est:

17 ; : ;
= ? 1(1‘.! ::t-¢__r; {- -:Pljr:t—i—f'_: ' |"2-J

oit @ el @ désignent des lunctions queleonques repreé-
sentant, la premiére, une onde se propugeant en £'éloi-
gnant du sommet £, la seconde, une onde se dirigesnl
vers ce point. Ces deux ondes @, ¢, qui ont la méme
vilesse de propagation

C= ) —y |.3':
Vi 3

ne se deforment pas en se propageant. Le déplacemaent w
rézulte des deux ondes @fr, @/r, qui se déforment par
contre sn se propageant, par suite de la présence du
factenr 1/r.

[ tension normale o dans le section r ezt donnée
par la lei de Hooke

4 | g'agit en réalitd d'une section sphérique, mais qui peul #tra
agsimilés icl A une sucface plane, i1 &tant supposé beéa pelit
¥ Voir par exemple |5, p.o 7T,
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o
S?— - . I - . . 7
| : —
| @ =angle solide :: Ep
Fig. 1. — Wihratinns élastigues lopgitudinales @, dans une
barre conique,
. Au
o— =, (4)
v
d'on
fis s ;
a—— —®ie—r — 5 ®let—rl +
r ; r
el . Tops o o
-+ =9, (et 4-r)— =P et + ) 6]

Dans T ecas dune ende sinusoidole & dloigrant du
somniat O, par exemple, on pedt pazer

1

2
w=— sin {pt — fr 4 &), (6]

pit € est Pamplitude de la vibration pour r =1, ¢ la
phase initiale pour r = 0, pfdw la fréquence, et ol

S oA
T P\-" 7t bl
n étanl la lonpueur d'ondes, Mous mettrons la fone-
Lion {1 de préférence sousz la forme ?

s s ; A - =
w=— sin {pt— [ri + — cos (pt — frl, el
r ! r
ol s
A=~Ccosg, A=Csine (%

8 A4 el A zont donnés, on caleulera Pamplitude O
{que I'on choisira positive) el la phase £ (—m == ¢ ==}
i l'aide des formules suivantes, tirdes du systéme (9] :

e ) 4 A ;
= \. AL 4%, gne= E o p0E E = sl LN

Remarquons que si Uonde sinusaidale s'approchait
du sommel @ au lieu de s'en éloigner, les relations (7],
{97, (107 resteralent applicables ; par contre, dans les
arpuments de (6] et (8), le terme — fr devrait 2tre
remplacé par -+ fr.

En introduisant Pexpression (8) de w dans la rela-
tion {4}, on obtient, en remarquant encorc que, en
verlu de (7},

# Lea calouls que nous ferons plus lein, baszés =ur des [ormules
analogues & [§), pourraisnt aussi Stre faits en ulilizant des fonclions
pxpunenticlles, aver exposants imaginaires. L'emplol de telles fone-
tions €tant surtout juslilié lotsque des facleurs amortissants réels
interviennent, oo qui ne seca pags le cas iol, nmous n'avoons pas jume
indigui de les wtiliser. Ajoutens gue si nons avons prelard représenter
uns onde sinusaidale par la relation (#) plutid que par la relation 6],
c'ost que les fopmulos donmant e valeurs de A ot zTr[ue-. nous ohilien-
drons plus loin pour fes nndes réflechie ot transmizs sonl plus simplas
que oelles donnont les valwmes de & et & relatives & ces ondes.




Dade rnoidente o = ;

| ®|m

Onde fransmise o = lﬁfz

—_— 2

3y, g e - o
E."?‘{?'."ll-:"f Soies gngda -"'I?;E."r-f'!l.’.']}-"lfl C;= Cy= | |
[ ” e |
i L A
+_-.._._._.._-._......_...... 4 - T e ol e ;.!.%__._._. ———————— }I
Fig, 2. Cas péndral dune barre conigque, formée de deux parties de caractérietiques différentes (8§ 3, 41, et eas parti-

culier 1, § 3,

Ej — ,V _*E - it

og=—24iA 'l,f'J I_’.';::- prleosipt— fri— AE-%sin (pt - frid-

+4V Ep prisinipt—fri—Afr2ens [pt—fr). (12

On remarquers que, par suite de la présence des
termes ob figure lo Tacleur =2, Ponde de tension [12)
se déforme, en se propageant, selon une loi différents
de celle régissant la déformation de Vonde de déplace-
meent (B

Les formules (8 et (12 — ou les formules analogues
que nous utilizerons plus loin — ne sont valables que
si, dans le domaine r oconsidéré, les dimensions des
sections droites sonl partoul petites par rapport & la
longueur d'onde A7, En outre, et pour des raisons évi-
dentes, ces formules seronl d'aulant plus exactes que
la section droite zera pluz veisine d™un cercle. Un poly-
gone répulier salisfera par exemple d'autant mieux &
ectle condilion que le nombre de ses cdtés sera plus
grand. Enfin, les formules cn questinon ne sonl pas appli-
eablis au volsinage du point O, u et o devenant inlini-
ment grands si; dans (8) et (120 on fait tendre ¢ vers
zéro, Ulest pourquol nous limiterons Papplication de ces
formules & des barres on 'une des exteédmités velle
eorrespondant i la plus petite section — est en un
point A, ot r— r* {lig. 1), ce point élant choisi de
fagon que, dans le lrone de cone ¢* = r =2, la ten-
sion o soil partoul eb & chagque instant inférieure o la
limite de proportionnalitd de la matides,

§ 3. Formules générales pour le calcnl de 'onde réflé-
chie et de l'onde tfransmise, produites par des
discontinuités en un point d'une barre conique, et
provenant d'une wibration incidente sinuscidale

Une coupe longitudinale de la barre est veprésentée
figure 2. Nous désignons par opp, rp les distances, au
peint de discontinuité 0, des sommels O, 0 des deux
parties coniques, par @ labscisze d'une section quel-
congque (ry, rg sunk positifs, @ est par contre népatif
pour les sections situces & gauche de O dans la Ggure,
positif pour les sections situées i droite de ce point).

Sotent encore {3, (2, Fy By py, pe les angles solides,
les modules d'élasticité el les masses spéciliques des
deux parties de la barre.

? Voir [5], p. 76

Supposens quiune ends Tncidente sinusaldale donnéds,
de fréquence p/2m, se propage le long du trone de clne
A de somanet G4 4 partir du pent A, Le déplacement
Uy (élongation), au temps ¢, d'un point d'une seclion
d'abseisse o [— (rp — ") == z = 1] peut étre reprézenté
par la fonetion ® ;

Ay Fes e
i el UL R St 1]

on Ay désigne une constante donnde, que nous suppose-
rons positive, et on

. dm p i ; -
L o Ef.=VE n, o (14)
i % S ¥ '0# £, 11 VE prp |

Ay étant la longueur donde de la wvibealion incidente
et o = (F,/p,)" sa vitesze de propagation.

Au point 3, la vibration [13) se transforme en une
ande réfléchic et une onde transmise, doot les dlongations
i), u, peuvent étre respectivement reprézentées par les
fonclions ¥ ;

g g
= ."l . i . . A . " .
= ———sinipt | fa) b ———cos(pd - fy 2, (15)
[ . Az

A A
Ay o ; Ay : G e
fy = ——— &0 (pit— fur]  ———wcas{pt — fow), (1G]
2 - e L S W Jex)y 11D

0l -1]_. 4;, 4,, A, désignent des constantes [cherchies)

el on
im _p { o : 5 i
===yl Bafa= VEppn (7

2

Ag étant la longueur d'onde de la vibeation lransmise
uy el g = (Fylpg"e la vitesse de propagation de ectte
onde (les quantités fi, A, &, relatives & l'onde rétléchie
u.;, sont les mémes que celles de Vonde incidente), La
formule [15) concerne la partie — (pp — ") == 2 =10
de la barre, la formule {16, la partic z= 0,

& On admet dei que la phase initisle de la vibralion incidenle esl
nulle au peint @ fr = 0], ol la ssction est discontinwe. La vibra-
tive (13) peut flee engendeée en donnant & Uextrémité 4 un déplace-
ment (i) = Ay (r*) " sin [pt— fy (1 —r)l.

# & la phfnaméne ludié dure sullisarmment longtemps, aux ondes
(83], (L&) et (16} viendroot s'ajouter eclles provenant des réilexions
successives 4 lextrémilé A et an point [, Les calewls qui suivent
n'ont pas 4 tesie womple de oes nouvelles ondes, puisqu'il sagit
icl essentiellement de déterminer comment ane onde incidente sinu-
soldale {13) est transfovmde, au poant £, par les discoentinuités définics
plus haut.
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L'onde réfléchie et 'onde transmize peuvenl Blre
vonsidérdes, chacune, comme la somme de deux ondes
sinusoidales dont les phases zont décalées enlre elles

™ . = i
de =;- Lorsque les comstantes A, Ay auront été

déterminées, il sera facile de calculer, au point x — 0,
4 Taide des formules {107, les amplitudes [ry, Cafrs
el les phases initiales g, g5, des vibrations provenant
en ce point des ondes résullantes réfléchie et lransmise.

Pour simplifier I langage, nous désignerons dans la
suite le premier terme (celul of figure le sinus) de
chacune des expressions de w, et uy sous le nom d'onde
primaire — réfléchle ou transmise — ot le second Lerme
feelui o figure le cosinus) sous le nom d'onde secondaire.

Les conditions au point de discontinuité & voent nous
permettee de déterminer les wvalewrs des conslanles
Aj, JT, Ay, Ag. On doit avoir en effet, pour 3 =0 ol
quel que soit 4

u oy =My, L o g =Ty, (18

ol @y, Ty, Oy désignent les Lensions engendries en ce
point, respectivement. par les ondes (13), (15) et {16,
La premitre des conditions {18] exprime la contimuilé
des déplacements, la seconde, la Ioi d'égalité de Paction
et de la réaction, pour x — (L

Calenlonz d’abord les tensions o, o, engendrées par
les vibrations (13), [13) dans le domaine — (r—r* j==z==
et la tension oy produite par la vibration (1G] dans la
zone @ ==

a/liy 4,V Eipy p ; )
— et e (oh e R v e T .

L) EJ. f?w r _| T EELB fl &

A . : "
—— 1t sin (pt -, 2, (19}
Ty - s
duy AN B , _
=By DV B oy g ) —
: JT T
AE
ErAR Ly |
= 11 | pf - Ty —
ot hie
i)
A 'E
gt S fs 63 U FL' £ gin ipt+ fyx)
i
A, B,
——\n:fﬁlpl fi),
ry-f )
Oy = eJuJ £S AN Eapa P cos (Pt — ) —
Pk ra
A, E
—(— %Hln {pte— faxw)+
Fa d ] b
s (21)
A3V Eypup :
_ ;—; g gin (pt— J5 ) —
A, E, e
—m cos [pl - fax).

Introduisens umEulcnunt, dans les équations (18), les

valeurs {13}, (15], (16) de wu,, u;, Uy, et les valeurs {19,

366

q - " s
20, (21) de oy, o), g4, toutes spleifides pour x=10;

nous obtenon: deux relations de la forme :

{.. 0 sin (pt) 4 (... cos (pt) = O,

En égalanl 4 zévo les coeflicients de sin (pl) et de
cos (pt) dans chacune d'elles, on abilient, aprés quelques
Ltransformations, les qualre équations ;

_J‘z.—il—r!.«'lg = r2-'1]! Fa A;_"]Ag;ﬂ's
0 E A+ 0 V Eipy p ?1 e
Oy By Ayt Oy vy WV Egpp p Ay = — 0y By Ay, ¢ 22

Qyr VEppd —0FE -‘! |

0y VEapy p Az D By Ag=0ym VErpy p Ay,

1 i Jnt S
Le systéme {22}, résolu par rapport & 4, A, Ay, Ay,
donne finalement pour les valeurs des eonstantes cher-
chées @

1: = frl [[;’i‘.’iElpl—LﬁL Byl FE—
— (8, "';1 By— 5 "‘; Elia-l Ay,

A, =207 8,V E (8, 13 By — S, 17 Ey) pa,

Ag="2I0F 5, rTI 0 1.,"' Eip 151 \-". Eypy+ L
+ 5, N Espg) p* A,

Eﬁ = 3 I)—l Sl rT: rg ‘I‘IIIEJ. Pi [5‘2 ?.;1 Ffu e
— 5 J'Tl ElpAg,

S0 Sy =105 (23

désignent les aires des sections de la barre, au point O,
de part et d'antre de la discontinuité, et of:

D=5 "-'I'i pr + 5 "v': Eypg)* p* +

(24)
(8,05 B, — S B,

Les valeurs (I} des conslenles sont cxprimées en
fonction de la Iréquence pldir. Ln remarquant que
p=2n Efs pEL"’ Apt (voir (14)), on peut également expri-
nter ces conslantes en fonetion de la longuear d'onde 3,
o obtient ainsi les formules {11} ci-dessous ;@

2 .2
e =i

S By p,/ ?*?
~(t 34
.11 = — L1 ::—;f_j ’::1 Ais (I7)
Ag= D7 it r {Jl e S X LE PE) S-ITZ "i_ Ay,
Y o "n"l ‘L'i P AL

= 1 Sgry Iigh Ay
Ay = 157 ""-“- mi oS A




e ————— e

)
/ SaV Eaps | b’ i Sk
Dy = (142212 5 ||:_1—5—,FE_J.
N "‘51 Y -l"-'q Py ¢ 1 \ 1R A

& 4. Remargues essentielles sur les formules obtenues

Mous ne ferons pas une discussion détaillée des for-
mules {13%, (153, (16Y e (T%, (IT7; elle nous entrainerait
trop loin et sortivait du cadre de cette dtude. Mais avant
d'appliquer ees formules & un certain nombre de cas
particulives, nous voulons, dans ce paragraphe, faire 4
leur sujet plusicurs remaveues essenticllos

1. Llonde réfléchie et 'onde transmise sont en général
formées, chacune, d'une onde priracee ot dune snde
secondaire, les coellicients .-11_, _:,']: Ay A, dtant, sauf
exception, différents de zévo. {r, nous verrens pluz loin
i§ 5, 231 que lorsque Tes deux parties de la barre zont
cylindricques ou prismatiques, les ondes sceomlaires
réfléchie et tronsmise disparaissent. Ces ondes existent
par contre en général sit4t qu'an moins une des deux

parties ezt conigque (voir par exemple §5 3, ab 4

i
On peut done dire que la conicitd entraine Uevistence
des ondes secondaiees édfléelie ol ironsmizse, Sans cette
eonieite, seules los ondes primaires exislersient,

1in se bazant sur lez velations (1), on voit alors que,
dang le enx de ln condettéd, lo oibration procenant, au
paint 3, de Uonde résultante réflichie w, et celle prove-
nand ere e poird de Uende résallonte transmise wy, aoecisent
Loweles dene des diffévences de plase par rapport & la viliva-
tion due d Uonde ineidente v, Ces différonces dispareis-
sent s Tes dews parfies de To baree soni eylindeiques ou
prismatigues,

2 Comme Iy moolrent les Tormules (1) et (113 les

coefficiernds ;11, oo Ay dépenderd ene péndral de Ta fré-
guence comniiens plam des teals ondes (13), (15), (6],
v, e gl revient o méme, de To Jongueur donde A
Muis cette dépendance n'existe puas doans les dens vos
prcoptionnels suivants :

) Ley dislances ry. Fg soni finter et du mfme ordre
ile greenedenr, et lo longuewr Corede Xy esl irés pelrte par
rapport @ 2y (eas des hautes fréguences plly). Onoa
drapre: Tes Tormules (I

en et i,

o SN B — SN BBy 4
= 2

A : . 2
S vEp S Eip a
28 ;71r ,"." I o zas _
Ay = AR 101 2 Ay A, =10

Sy ¥ Erpr + Sp v Faps

Un voit en outre que sewles les ondes primaires existent
icl.

by Les distances vy, ry sont finfes et du mdime ordre
de grondewr, lo longuewr Conde Xy est frée grande par
rapport & 2mry (car des basses frédguences) ol S F, o
£ S F Les métmes formuoles (11 montrent que, dans
o Cas

Ao — A, A eedyoeiy

L L o

[l

. 27

W air égalerment [1], po 2535 el 251, aiosi que |7], p. 136 el 137,

Il v’y a pratiquement gucuns onde transmise, of pas
iande réfléchie secondaire, L'onde incidente et 'onde
réfléchie primaire (eette derniére est érale & la premiére,
au signe el au sens prés) interférent dans la partie A0
de la barre et donnenl une onde stafiornaire, avee un
niend de wibration en €. Camme A, est tris grand par
rappork & 2oy, le ventre [virtuel) de la premitre onde
stationnaire esl & gauche du sommet O et trés dloigné,
en sorte que les déplacements des points do Lrone de

eine A sont quasi nuls, comme le sont ceux des points
du second trone de edne (g 21 Dans ce cas, fous les
potnts de la barre sont approsimaliverment tmaohiles. Tl
s‘agit dhan dlad quast statigue. L'état statique rigourenx
serail réalist :i la longueur A'onde &) était infiniment
grande,

3. Le fait que les constantes A, ... A, dépendent
e général de la fvdguense pl2m (oo de la longueur
d'onde 2,0 a deux conséquences importantes. Avant de
Ies dnoneer, remacguans Cabord que si Ponde incidente
uy est sinussidede, comme nous Pavens admis jusqu'i
présent, lez vibrations en tout peint (v, #") =Z¢ =0
dues & cetle onde sonl harmonigues, et, abstraction
faite du facteur {r; |- 21, le diageamme représentant
uy en fonetion de », an temps ¢, est une sinusoide. Les
oovdes résullnntes ré (ldehie el ranamise Joudssent des ménes
propridlés, la premitre pour — (e — ] =S x == 10, lu
seconde pour x =0, Ln d'antres termes, ces deux
derniéres omles sont, an Lemps 4, el loujours sans tenr
compte des facteurs (ry | 2371 ou (e, |- 27, reprisen-
tées par des courbes de méme forme mque celle de onde
incidente, & des transformations par aflinité prés. On
vl maintenant par conlee g :

al St — conbrairemen! & ce que NOUS GEONE SEPROSE
gusga’ier — Ueonele treidende dlail wne fooclion péridigus
non sinusoidale de Cargument ot 2, les ondes rdand-
tantes réfléchic e fransmise seraient, au temps {, en

¢ oere fonclion de © poar der couwrbes

géndrel représend
essanticlloment diffdrentes de celle de Ponde {neidente, Cela
découle du fanl PRILE 1"ande pHrr.EeHr-_'. sinusoidale corras-
puendant & Loul teeme de s séeie trigonomélrique repré-
sentant au temps  Uonde iocidente (abslracltion Taile
du facteur [r, - x1%) szerait, en arrivant 4 la dizcon-
Linuilé, transformée par la eéflexion e la transmission
en denx ondes partielles sinuscidales, dont les ampli-
tudez et les phaszes dépendraient de la fréquence de
Pawde metdente particlle considéreée,

by It s1 la vibration incidente n’était pas une fone-
tion périodique de argument, mais était par exemple
ung eonrle impoalsion de Torme déterminge, les conrhes
représentant, o demps L les cepnleions réfléchie of frans-
mise seratent aussi sssentiellenent diffdrentes de lo cowrle
représentant Vonde Ineidente.

Che ges différences (délinies sous a) el 1)) nexislent
pas si les deux partiez de la barre sont cylindriques ou
prizmatiques, comme nous le verronz plus loin (§5, 2.0
Manst T condedtd est en définitive la cause du fait que les
andes réfléchic ef traonsriae ront en géndrad pas Lo méme
forme que Vonde ineidents. 1l n'v a exception que =i cette
dernifee est représentée par une sinuseide, qui comprend
i Leds peand nombee A ondulabions, comme nous Pavons
tnplicitement supposdé.

A, Une aulre remarque de caraclére général est la
suivante, Fn admetlant que toetes les grondears onlerve-
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nant dans les formules (1) ow (11} solent finies, on voit
que A, est toujours différent de zéro, tandis que A

Ay, A, peuvent dtre nuls. Quelles que sotent les circons-
tances, il y a donc ndcessairement wne onde primaire
transmize, Il n'en est pas de miéme des trois antres
amides engendrées par Uonde incidente, Nous revien-
droans d'aillenrs sur ce point dans le paragraphe suivant
{le eas b) du point 2 ci-dessus fait exception 4 cefte
régle, car la longueear d'onde Ry est supposée Leis
prandel.

A. Remarquons également que los formules (1) on (11,
hasées sur les conditions 18], zeront d'autant plus
exactes que les demx courbes limitant les sections 5,
Sy, au droit de la discontinuild, seront plus voisines
Tune de Uaatre, Sioces courbes ditférent notablement,
la discontinuilé de la section engendrera, de part et
d'autre du point O, des zones perturhbies, od les déplace-
ments w el les Tensions o ne serant plus uniformément
répartis dans une section droite, comme il a été impli-
citemment admis en éerivant les deax dequations (18], T
ne faudrait cependant pas exagérer importance des
erreurs dues 4 ces zones perturbées, la longueur de
chacune d'elles étant probablement du méme ordre de
grandeur gque la plus prande dimension de la section
droite correspondante,

6. Signalons encore que les relations dtablies (1) et (1)
sont non seulement applicable: au cas de la hGouee 2,
olt lez sommets ) et () sont situds & gauche de Pori-
ging O, mais qu'elles le sont encore st Uun on autrs
de ces sommely, o méme les dewr, sont studs i droite
de e point. Il sufliva, dans chagque cas particulier,
dexaminer quels sonl les Leemes qui changent de signe
dans les velations (133, (153, (16) et (T3, (1T}, pour obtenir
les formules adéquates. MNous montrerons plus Teisn
i§ 5, 5. et 55, & Paide de deux exemples, cornment il
fuul alovs procéder

7. Enfin, il est essenticl de remarquer, que lorsqu’on
aurd caloulé les ¢ ondes de vibration » 4 Faide des for-
rmuales générales (133, (151, (16 et (1) ou (II} — ou &
laide des formules particuliéres que nous élablirens
dans le paragraphe suivant — on en déduira sans diffi-
pults Tes ¢ ondes de tensions o (stress waves] en appli-
quant les formules (197, (207 et (217,

§ 5. Examen de plusieurs cas particuliers

Nous allons maintenant supposer successivement que
certaines des caractériztiques de chacune des deux par-
ties de la barre étudide sont dgales entre elles, ou infi-
niment grandes,

Fig, 8. — Cas particulicr 17, § 3.
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1. Admettons tout d'abord que les deux parties solent
fuites avec lo méme matiére. On a (g, 2

Eil=F,=E p=p—p

et lez formules (1) deviennent

oS8t —(55 5 E

gt . oy ] o= By
inﬁlbe}Jplﬂ —I{.?ﬁg B—SnE

¥ 2-5‘ '[S F;I _'ql .l'-} .'lu LPP

A, = — A
3 (..1 - S ¥pp* (8, 7 —8 )V E : %
- B 1 I
28, e, (5, 4+ 8,) p p* ;
Ay — 5 o T e 42;—-"11’
If‘ 1 £ -:] pp (83 2 ) 2
5 287 n (55 =5 ) yEep
s (8 s —8 e
[, F'F R re Lol L )
Les valeurs des conslantes Aj, ..., {lﬁ}wndent nom

geulemnent de ry, ry, 8, S Ay, mais aussi de B, o, p.
Femarquons également que les viteszes de propagation
et les JI:IIlguE.'II,'['F_l d'onde senl les mémes dans les dELJ'K
parties de la baree, de sorte que, d’aprés (14] el (17
on doit poser f; =f, =F = pp't Fth flam (1), I_J.a],
(16,

I, Bupposons en outre qu'aw point O, Paire de la
section ne soil pos discontinue, cest-d-dire que 8; =
= 8 = 8 (fig. 3]. Les expressions (I,) se riduisent
alors aux 51l'i.‘-'-a.T|rEﬁ:

o B T T
' (rg — )tk

= r;l}! B

bppt o (5

- i —r VEpp

o o A
L e — R o
i) 3 e
1 BT - 1
i dppt {15 - P'Il:'2 BT

O 2 F‘T] Fy |r.r;1 AL rT'll ,w." Fpp i

\

dpp' 4 3 — ) E

Ces formules Jont ressortic Uinflusnce d'une disconti-
nueitd de Dangle solide au pornt 0 — @ Uezelusion de toute
sur la propagation d une
pade incidente siruzoidale lo long de la barrs {51 §; —
— S, = 5 ¢l ry £ 7, on a8, en effet, O - Q). Elles
montrent que les constantes A;, ... 4, dépendent ici
spulement de ry, r, £ py py Ay, done pas de S Elles
montrent ézalement que s1 py tend wers ry (supposé

ipiebre discontinurld en ce point

comstant), A, _1. et A, tendront vers zéro, tandis que
A, tendra vers lrj wvaleur A, : & la lmite, P"onde inei-
dente sera transmize sans modilication par le point O,
et il o'y aura pas d'onde rétléchie. Ce résultat est d'ail-
leurs évident, loule discontinuité ayant alors disparo,
Un peut dire aussi que, s@ ry différe pew de ry, Conde
transmise primatre Agfry | w)-t sin (pt— fax) différera
pew de onde incidente Aj(ry +aitain fpt — fiz) aw
potsinage du point O, ot @ et pelil poar rapport & vy, ry L
tandis que Vonde transmise seconduire et les ondes réfls-
chies primatre et secondaire auront de faibles amplitudes
et seront guisl ndgligeables,

12 Rappelons qu'on a ici f; = fy= = p gt &'




Mais nous allon: veir qu'il n'est pas nécessaire que
ry diflére peu de ry, pour que las propriétés que nous
venons d'énoncer soient valables, Il suffit que la lon-
pueur d'onde Ay = A, = A soit pelile par rapport aux
distances ry, ry. En effet, supposons que ces distances
sotent diffdrentes Uune de Cautre, mats du mime ordre
de grandeur fri — e~ r_,i', &t guee B sodf petit par repport
a r. Un dédint des formules {1y+), si 'on tient compte
du fait que 16 %2 /A% est ici un trés prand nombre -

il

[ 4] 4 2
— | e L et -.l -"u-'-qh v [28)
4, drtppt i 16 qr3 r2 i 16 w8 2 LR
E ‘I' }‘E ot
|ﬁ | Ay 2_ VplE p _l .II." glE p _:f"'
v I; -1?'”5‘)}13 TR _ T hmwe!
| | e +1 T B i:
|2']I
iﬂ o Fufry il "e-"?"r_ =l 1304
e s El4 op® =g AtHEREE = r WA

Alnsi, d'sprés (28] el dans les conditions admises,
P'onde réfléchic primaire est tris pelite par rapport i
Ponde ineidente, puisque le rapport des amplitudes en €
de ecs denx ondes est de Dordre de 221678 /2, D'autre
part, les ondes secondaives véfléchie et transmise sont
petites par rapport & l'onde incidente, le rapport dos
amplitudes en @ de chacune des deux premidres ondes,
i lamplitude de la dernitre en ce point, étant daprés
{29 de l'ordre de A/4 7 7. Enfin, putsque, d'aprés (30,
Agirg = Ajlry, on voit que, au voisinage du point 0,
Ponde transmizse primaire — qui esl ici sensiblement
égale & 'onde bransmize risultante — différeen peu de
Vonde incidente . Ce sont 1a précisement les PrOpELLEs
dija trouvées plus haut, en supposant que 7, différe
peu de r.

En définitive, nous pouvons dire que sl la bnguer
donide N est petite par rapport d vy et r, ¥, ousir) diffire
peu de ry, tout se passe convme si U'onde incidente prove-
nant de la premiéee pariie de la haree passait, aw peint 0,
sans modification appréciable dans la seconde partie, ce
qui signifie gue, dans Cure ow Uautre de ces dewz ecas,
Finfluence de la discontinuité de Cangle solide est Guags
négligeable. En particulier, il n'y aura pas d’onde
réfléchie,

Pur contre, s¢ A est du méme ordre de grandeur gue
Fiy To el st ces deuw distances différent notaldement Pune

¥ On arrive aux mémes conclusions en posant 5, = 5, 5, = py,
£y = I, dans les formules (28],

1 Muus supposons copendant que cette longuenr d'onde soit grande
par rappart aux dimessions de la section, dans tous la dewaine consi-
déré da la baree. Voir & ce sujet 1o derpier alinga du peragraphe

i

JE “Vp
¥ oy —
g = I

__________ T, s [l
.00 B T
£ -1 £2.%
By m ity I i
| c |
Fig. 4. Cas particuliers 2 el 27, 5.

de Uautre, les ondes réfléchie ot transmise Jouironl de
}'Pl'il]lf'il:jtéi totalement différentes Jde cellez énonedes ri-
dessus, les rapports :1;,":11, .4:_.".-1] et Agl4; n'étant en
général plus petits par rapport a 1. Dans ce cas, I'in-
Tuence de la discontinuité de Vangle solide ne sera plus
du tout négligenble,

Remarquons encore que si ry, ry sont du méme ordee
de grandeur {r) ~ry ~r) et sl h esl trés grand par

rapport & r, les constantes A, ... A, deviennenl dgales

aux valeurs {27}, conformément & ce que nous avons
vu § 4, 2. L)

2, Considérans ensuite le cas vl les dewx parties de la
barre sont des colindres ou des prismes, c’est-d-dire on
rpo= o2, r, = oo (fig. 4] Pour obtenir le: formules adé-
quales, partons des expressions pénérales (1) des cons-
tantes A, ... A el faisons tendre dans ces formules A,
vers .,“mj.f;'n,f en méme temps que vy ot vy, mais de fopon que le
quetient A, vy lende pers une limite By, choisie arbitraire-

o ) E TR i T
ment. Les quotients Ayfry, Ayfr, Aglrg et A fr, tendront
vers les lirniles :

B, = lim {ﬁ\'} _-il "f Eiﬂ = ‘?z '\"I;LIE £2 B,
.\._i"l r S'.I A _Ii'_-.'l By s SH 1\..' EE Da

i

£, — lim = =0
\ Ty

8

Ay

25, ‘lr Ly py —dzy
Sy N Eypy + 8, ¥ Ey Pz

i "'Iz'li.']
B, = lim ‘\r_g.-'l_ e

.

|

f-fg = ]im{ 2) =

Syt

= |

En remargquant encore que ST reste conslant, et si
Ay, ry, ry tendent vers Uinfini comme ila été précisé plus
haut, on a;

£
: | A o 1 —
lim [Alln[rl - .1,}.-| — lim [ r‘l_] = f,
A

A
larn [A;,"::rl |- J_::J = Trm [ ?‘_1 J — B‘; ; ete.
Ty

Duns ces conditions, les formules (13}, {15 et (1)
deviennent

y = Hysn (pt—fx), (13 [onde incidente donnde)

up = By sin (pt o fy 2, (154)

ug = By sin [pt —fyxl, (16,)

ﬂ;, By ayant les valeurs ([,), que I'on pourrait d'ailleurs
dgalement déduire du systéme (26),

. e
f.f: r-'lll;é-i__ '-’E = |.'£E
¥ e Vi
— —
S T _.F51=_~';_zi~5_.!..__._ X
£1,04 ) | £3.0
i i
oi=Cy | |
. o .‘y H
Fig. &. Cas particulier 27, § 3.
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Fig. .

Cag particulier 3, § 5.

Wous relrouvons ainsi un résullal en prineipe connu 4,
st les deux parties de la barre sont cylindeigues on pris-
mattguer, lex ondes résultantes réfléchie ol ransmise se
réduisent & feurs ondes primaires, et cer denx ondes —
eomme [incidente — se propagent sans se déformer.

Il est essentiel de remarquer que B et B, ne dépen-
dent pes de la fréquence pl2w, mais seulement de 5, S,
E,, E,, o1 pge By. En conzséquence une ands incidente,
représentin par une fonctivn périndigue quelcongue de
Pargument et —x, sera Lranslormée, par la discon-
timité en 0 de la seetion, en une ande rélléchie et une
onde Lransmise, ayant toules dex la méme forme que
Ponde incidente, & des transformations par allinité
prés 15, Une impulsion incidente sera dgalement trans-
formée en denx impulsions [rélléchin et transmise] de
méme forme 15,

2SI 'on a non seulement 7y — 00, Ty = 00, THHLS
encore f8) = Ey = FE, py = po — o les formules (L] se
ridulzent aux sulvanbes :
; 85— 8,

i B, B =@,

les exprossions de 1y, 1.:;, u, restant les mémes que -
dessus, en remarquant cependant que, Fapriz [15] et
'.l?;lh o1 @ oIt JI.1 = _il'-3 — lf —_ jr_rlj'-'l -t

Fes formules (Lo} font ressortie Cinfluence dure dis-
ontinuitd, en un point O, de Paire de la section d'une
harre cylindrigue oo prismatique — o UVeccluston de toule
autre discontinuité en ce poinl
dluree onde trowdente sinusoidale.

- sur la propageiion

2*, & 'on a par conire 1| = 00, Fy — 00, ¢t en vulre
8, = 8, les formules (I deviennent (fig. 5 :

. VEp—V Ep 5

B =Y .- By, B,—B,=0,
v Eip bV By e
[ E
Bi— T i o B,

v OEipn bV Laps
les expressions (13,), (15;) et (16, conservani leur
validité, Les formules (Tp) montrent U'influence d'une
discontinuité, en wn point O, des propridids mécaniques
de la matiére d une barre eylindrigue — @ Perclusion de

W Ygir 1], p. 251, et [7], p- 136 et 137

13 Cpei suppose que les pringipaux termes de la série trigonomes
trique représentant 'onde incidente au temps !, corcespradent & des
ondes partielles dont les languenrs A'oaude soul beaneonp plus grandss
que lea dimensions de la seclion, sans quoi L théerie élémentairs
wtiliste ici ne serait pas applicable.

1t ygir [7], p. 186, 1¥F alinéa.
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== Ca=c
_3.'{ —
A " T
APER TN
‘;L—_r.-_;_._ =T TS g"..":'.z _:._ ___51.(
i .ﬁ*| ‘T.-,a 'f:" | -'-F.E
PR | I
.f;:{ | |
| | |
L £ ...}.'r{_....':r.__ EN]
Fig. 7. — Cas partienlier 3°, § 5.

fonde autre discontinuild en ee point — sur la propogotion
d'une onde stnusoidale
On remarquera analogie parfaite entre les formules

T | part, ';J-E'j o autee part, les quantitéi I'r'l. F.'l f1s

\ FEyp, jouant, dans les secondes, le vile que jouent les
quantités 8, Sy duns les premidres,

3. Admettons maintenanl que lo premidrs pariie de
la larre soit comme précédemament un trone de cine, o
seconde dtant par conlre un prisme ouw un cylindre, o'est-
a-dire que ry seit fini, mais r, — oo (fig. B). 5i I'on fait
tendre ry vers Uinfing dans les formules on volt que

’ SR ] ] . B
A, A, Agfre, Agfr, tendenl respectivement vers les
Tmates

; (83 B, p, — Sy By py) P°— 51 B

1 I;-:H \I:-E.I o | qg 'l|| Eq_, Pa -IJ E_ru EE hi r,;g f_‘:? 112
= 282N
P SRR = Ay,

(S Erps - Sy Egpl® 1° + 8177 BL

B 28 B (5 Eipyr b Sy By A Y
: R ; T T & s g Lt
) L":'l'k' e+ -qe"-;' Ly f?‘nj' FJ + 87 ] Lf

= S o e i PII i

& {SI VO Eppy Sy By F’E_\'S Pk S E

Tes formules (13}, (15) et (18) s'derivent iei:

u, = —+— s (pt—fa), (13) jonde incidente

i donnde)

w, — 1 sin{pt+f 2+ —2—cos (pt+fy2), (16y)
o g

uy = By sin (pt — fu ¥) + B, cos (pt — fy ). {16,

Toutes les constantez A;, .. HE dépendent non
seulement de rp, Sp, Sa B K5 pry o Aq, miads cocove
de la fréquence p/2w, Comme Pemde incidente w,;, onde
réfléchie résultante w, se défoeme en se propageant, ee
qui n'est pas le cus de Ponde transmise résullanle .

3. Supposons que non seulement ry soit fing, r, — o,
mals en pukbre gque

S =88 E,= #;=E,

P1 = pa = p-

Il s'aeit done el d'un trone de cine, prolongé, sans
solution de continuilé de Paire de Ia section droite 17,
par un cylindre fait avec la méme matiére (fig. 7). Les

W Ta forme de cotte seelion peut copendant #tre discontinue au
point O,

(L]




Fig, 8. — Gas particulier 4, § 5.

dquations (1350, (16, (16;) restent applicables, avee
cette simplification qu’iel f; — f, —j = po'® E-'h, tan-
i s les waleurs des constanles deviennent ;

A, "'ﬁ-‘llu = ,.-:?1—1:.“1* Ls
i apt — K dripp + L i
BE
irgppt = 2y Ep p
Bimee B g g TN B E g
irippr +E dripp’ +F

] = W .
Les constantes A7, ... By ne dépendent. pas de 5,
mals seulement de r, E oo, p, oAy

4. Buppasons au contraive que le premidre partie de
la borre soit un cylindre ou un prisae, o seconde dlant
un trene de edme, 'est-d-dire gque ry osoit find, mals
rp = oo ifig. 81, En faisant tendre, dans les Tormules (1),
A, vers infinl en méme lemps que r, mais de fagon
que le quotient A, fry tende vers une limite By chosie

A v oA M =
arbitrairement, les quantités —  — 4, A, tendeent

T

respectivermnent vers les limites

I;.‘-'f Ep— SiE, F‘:Hl ”z — & ff Ej

I = = R R R 1 G
1 ':-.‘3:\' Eiprt Oay Bapu) 0 | .“5‘2 i"m: Hg [
B = 25 8,13 VEp B p i
= 7 R 1,
1 (S1y' Zipy + Soy Eqpa)* 17 + 555 B I
f EEr A Vi
e 2E gy Eypr 19 W Bypy + Sa vy Eopy) i It
N e P 3 7 Lo
Wiy Fap teay Bep ) b Spry By
Vi £ __J_L":J Sa v Eypr Eup B
ek e e ) 2 % [ oF 953 s
I:ﬁlg "l,-' 'E'l PJ | I."JE \I_' EEPS] B I _:12 rﬂl 2 1
tandis que les formules [13), (151, (16} deviendront
wy = H) sin {pt —fxi, (13]
[onde incidente donmée) ;
u; — B sin{pt + [, 20 + By cos(pt 4 [, =, (L5g)
e i _— A : "
Uy = J:;-C —sin (pt - fyo) | 3 _: : cos (pt—fpa) (16,

Les constantes £, ... 4, dépendent non seulement
de ry, 8y, S By Eg, prs pe; By, mails aussl de la fré-
quence p/2m, Comme Uonde incidente, 'onde rélléchic
résullante ne se déforme pas en se propageant, tandis
que Fonde lransmise résultante se déforme,

TE
(,,:,;*.-::.'Iﬂ— Ca=(
— -
= e xr ::;2:‘5 | X
R e e w5 - e 5_'_.5_&-
e ——— G
oiss
- 2. FTS  EEs
Fig. 9, —— Cas particulier 47, § 5.

&', Admettonz que non seulement vy gotl fing, r; = oo,
mais en oules que

S =8, = 5, E,=E, = F, pL=p.=p-

Nous avons aflaive & un evlindre ou & un prisme,
prolongé, sans solutivn de conlinuité de Paire de la
section deoite 17 par un trone de edne fait avec la méme
matiere {fig. ). Les dquations [13,], (15;), [16,] sont
toujours valables, avee eette simplification que f; =
= f, = { — pp's F-"*, mais les valeurs (l;) des cons-

z rp et
tantes deviennent :

r i = b E‘
Blme 2 @, e SR NEpp
srpprit+ E 1 o 4fdpp'+E Y
[
Ardppt o i .,IF'_n 2
Hy= — H,, — ;.

;’trgppg |- &

Cis valewrs ne dépendent pus de S, mais seulement
de Fa, 8.7 e M lil:"y'l'

B, Nous allons maintenant appliquer successivement
les formules établies & deux vas, oi Uun des deur som-
mets O, Oy est sttué d drodte de Corigine 0, Conzidérons
d’ahord eelui de la figure 10, o I'on suppose que O,
suil le sommet en question, el oi 'on admet en outre
que

=, S=8—8 E=E=FK p=p=p

Les Formules (1320, [153), (16y) et {Ty}, qui concernent
le cas de la figure 7, ne sont pas ici directement appli-
cables. Tes expressions de w,, w,, u, doivent étre en
effet remplavées par les suivantes, si l'en remarque
que dans la premiére parlie de la barre, 'abscisse x
dune zection queleongue est négative ou nulle ;

: —id
<Ay vy | 1 .
i ain (pf — {0 — ————— sin (ot — f 2]
I [ fr] S i fiz,
. A ST
= B gy ipt+— fpa) —+— I os i S e |
oz | 122 s s L 1)

wy, = My sin (pt — fya) 4+ By cos {pf— f ),
aver [y = fo=f= pp's EZ&

Ul voit qu'on obtient ces expressions en remplagant,
dans {13,), [15,), (16), les quantités ry, 4, 4, A, res-
pectivement par —ry, — 4;, — A, — A|. Faisons lu

méme opération dans les formules [Tyl Elles devien-
nenl :
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'-fiﬂ-’._-_-________._---'_ = : : |
= - e '
w'__; =& e ¥ LIS ) }:
Fig, 1. — Caa particulier &, § 3,
. —F : .
T e L -4l
dripp+ L
— X \,-"?J i )
= = :1 e[f-'-_""li.-;
dripp + &
)
By = ﬁ {— Ayl
dripp 4+ K
7 ——2VHep . .y

brigpt -l E

FEu définitive, nous obtenons pour le cas de la ligure 10
les [ormules (ol f — pptieli-h)

= _ITH]JL'::{.II:- fad, (132

...... P fande incidente donnée)

it — A; ;in[ £ e Dl A-T._ e ] 15
s pt + fr) = eas {pt | fe), (15

uy = By sin {pt — fx) -|- B, cos [pt—fz], {16,

dans Tesguelles :
A o g e

y dnyEpp 4
:ir?ppg—l—ﬁ

-ir'f p Irrg-| E

(1s)
4 2 =
R4, B

_AhpE g @ 2VEew .
-—'i;rfpp“—{—.[‘.'

= "_flrfppz| K

Comparons les formules (T3] (relatives au cas on I
premiére partie de la baree est un trone de cdne diver-
gent dans le sens des @ crodssants, fig, ) aux nouvelles
formules (T;) (raz ol la premidre parlie st un trone
de cdne coneergent, fig, 100, On constate que les onides
primaires réfléchic of tronsmise ont respectivement les
mimes signes dans les deux eas, tandis que les ondes
secondaires réfléchie et lransmise sont de  signes
contralres,

. Considéron: epsuite le cas de la fpure 11, oG 'on
suppose que O soit le sommel situd d droite de Vorigine (3,
et o0 l'on admet en outre que

s it Slfb'g_=5| Fn—E,=E, py—ps=p.

1n raisonnement analogne 4 celul que nous venons
de faire nous conduit aux formules suivantes [od
f=ppte £-5), deduites de (13, (15,), (16,), (1)

(fig: 9):

uy = Hysin (pt—fa), (1d:)

jonde incidente donnée)
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Fig. 11. — Gas particulier 5% § 5,
u; — Ifrl sin (pt - }' x) + EL cos |:!'J.t--|- fm. : 105
g = - " ET[_Hir-. (pt—fz) +——"=cos(pt—fz}; (16s)
ik a s
— K - —2r l.,? :
Bierga =B, BeriitLh,
repp +E drppp + 8

- ils)
iy Epp
drppt+E

Jﬁrip.r.-ﬂ s
‘1‘2_;_2_ a SR A;.'
irpp + F

En comparvant Tes formules (Iy} au systéme (T,
an reconnait de nouvean que les ondes primaives réflé-
chie et transmise onl respeclivement les mémes signes
dans le cas o0 la seconde partie de la barre est un
trone de eine divergent (Hge 9, que dans eelui o0 celle
partic est un tronc de edne eonvergent [lig. 11), tandis
que les ondes secondaives véfléchie et transmise sunt de
slgnes contralres,

fi. Admettons encore que les sommets 0, 0, des trance
de céne coincident, el que les denx parties de la barree
gotent faites de lo méme matiére (g, 12), En posant

n=n=r. E=BE=B p=p=p

dans les Formuales {130, (15, {15} et (1), celles-ci devien-
nent :

. ; :
] ~ i ok E B
= BN (pt—fia), (135
fonde incidente donnés)
. -
A A

= = sin [pf + fy ) — cos [pb+ fa), (15g)

r4+ =

= Ag sin |l — fy 7] - As
F S i e

o ke

cos (pt—fy ), [16,]

(i (8 — 85 p p*— o {L"J'-a._—.@l‘:l2 E ;

d T ) oo e ' .- . oo S
; {5+ S)tp Pt F‘I:.SE—GIJ*E

g 25 (5 + S0 p 1 (I
2 (5, Stp e R (S—5 2 ETY M

=i n . BrS (8, —8) VEp p
AT TR S 3 St + S, S, P E

oh fy=fo=Ff=pphE

G, Supposon: toujours gque les sommets des deuws
trones de cine colncident, mais gue laive de lo section
droite n'ait pas de divecontinuitd au point O [fig. 13). On
a, dans ce cas:

= ; :
Fy=TFg =T, S=8 =48,




Fig, 12, — (as particulier 6, § 5
et les valeurs (1) des constantes _al'l, i .J.g deviennent ¢
i (L py— 5y pg) p2— 2[Ry - E,P
- 1 —_ g = 7 »
[:l'*'I'EJ Pt '\'I-E'IE‘?‘ETIE'FZ_*_? {Fg— By ? :
B e P ||
i ¢ Lo = S g R it
(VL py+ VEy F';lz pt 2 (B By
B VBRI TS g
3 ) ':"r"IE1|:'1+ "n'll‘h'lzpu}z.”i F -3 (B, —F,)?

tandis que les formules [13;), (15;), (1i;} sont encore
applicables, mais aver f; — ppy® BT fo= ppy® B3

Om voit que, ders les cas 6. et 6., les amplitudes des
ondes pecondaires réléelic ef ransmize sonl dgales, an
Juctewr (v | x)-1 prés. Le lecteur remarquera aussi
Panalogie entre les furmules {T) et {Ta). Cette analogie
n'esl Loutefois parfaite que sio¢ est infinimenl grand
{pas il lez denx parties de la barre sont cylindricques,
voir le dernier alinéa du painl 2.}

Les formules [Tp) peemettent dapprécier Uinflience
dune discontinitd des  proprifiés  mécaniques de la
matidre — & Uexclugion de foule autre discontinuitd —
sur la propegation une onde sirwsoidale dans wne barre
AR,

7. Bupposons que (O, €4 soient & gauche de ori-
gine (3 (x4 et examinons pour terminer dews ooy brés
!_.Jurf,i{‘t.:,{icrs_. mais inteéressants, Nous définissons le pre-
miter en admetianl oque

.'f-'l': r;' F.'g o5 ."-.\'l r]'1 f';l = {, 5 ";.";fi-! AL '5‘3 \L.".L-,'z F’TE =0,

ry et oy élanl fnis. Les formoles (10 deviennent :

SV Eypr — SV By py

it Wrer e e
SV Eypy | SaN Hapg (1
|I al
IO el Al o -
Ay = 171 "2V ™ P Ay Ag=104

Sy v £p+ ';—“'-3"-': Ly pa

Fig. 13. - Cas particulier &', § 3.

Ainsi, les ondes rélléchie ot transmise se réduisent &
leurs ondes primaires, ot les amplitudes de ces ondes
F :
ne dépendent pas de la Tréquence pf2r,

77, Pour définiv le second des deux eas en question,
posons

S, 1 Ea— 5, E, =0, 8 VE, p,—5:VE; p,=0,

. e v

ry, re Gtant finis. Les valeurs (I) des conslanles A,
-Iz sont 1ol

A =, =0 Ay P T}

Ay =gy Ag = = Ay, A, =1 (I

5l

Seule londe transmise existe. Llle ne comprend que
Plonde primaire, b la vibration gqu'elle engendre an
point @ a méme amplitnde 4,(ry = A e et méme phase
que celles de la vibration engendrée en o point par
onde ineidente, Cette derniére est done transmise sans
aucune modification par la  dizcontinuite, el sans
rélexion,

Lurich, le 22 aniit 19652,
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Co volume, paru dans la eollection ¢ Applications des
seiences nucléaires », a pour but de faire connaitre les
conséquences biologiques de Pexposition aux radiations
ionisantes el de fournir la hase indispensable pour com-
prendre les problémes posés par la radio-protection,

Comrme les aulees volumes de la collection, cet ou-
vrage s'adresse aux ingénieurs, techniciens, médecins el

dludiants, ainst qu'd toat honnite homme intéressé par
Vutilization de 'énergie nucléaire.

Tie hivee est divisé en cing parties:

— Rappel des éléments de physique concernant les radia-
tions ionisantes el leur interaction avec la matiére ;
difinition des unilés.

Eftets des rayonnements sur Fhoinme ; deseription des
Ifsioms.

— Irradiation naturells ; facteurs d’sugmentation de

eofle-ei,

Rizgues prolessionnels,

Héglementation frapgaise pour la prévenltion et la
réparation des demmages causés par lez radiations.
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