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FTUDE EXPERIMENTALE ET THEORIQUE DE LA
REPARTITION DES TENSIONS DANS LES PLAQUES CIRCULAIRES FLECHIES
D’EPAISSEUR VARIABLE

HENRY FAVRE
Dr és sc. techn.
Professeur a I'E.P.F.

Introduction

Dans un mémoire paru récemment !, deux des trois
auteurs ont exposé les résultats d’expériences — faites
dans le Laboratoire de photoélasticité de I'Ecole poly-
technique fédérale — sur des modeles de plaques circu-
laires fléchies, d’épaisseur constante. Ils ont cherché,
dans cette premiére étude, en interprétant les résultats
donnés par la méthode du figeage des contraintes, a
répondre aux trois questions : 1° quels sont les domaines
ou la théorie de Kirchhoff n’est pas applicable et com-
ment y varient les tensions ? 20 quelle est l'influence
de DI'épaisseur de la plaque sur la répartition générale
des efforts intérieurs, lorsque le rapport de cette épais-
seur au diamétre ne peut plus étre considéré comme

! Voir [1]. Les chiffres entre crochets se rapportent a la biblio-
graphie placée a la fin de cette étude

WALTER SCHUMANN

Dr és sc. nat.
Privat-docent a I'E.P.F.

MARZIO MARTINOLA

Dr és sc. techn.
Assistant a 'E.P.F.

petit ? 30 enfin, quelles différences y a-t-il entre la
répartition des tensions dans les plaques circulaires et
celle des tensions dans les poutres correspondantes —
¢’est-a-dire dans les poutres de section rectangulaire
ayant une portée et une hauteur respectivement égales
au diamétre et a I'épaisseur de la plaque — et chargées
par des forces analogues ?

Dans une nouvelle étude, destinée a compléter la
premiére et dont nous publions aujourd’hui les résul-
tats, nous avons déterminé, également par la méthode
du figeage des contraintes, la répartition des tensions
dans trois modéles de plaques circulaires d’épatsseur
pariable. Comme précédemment, ces plaques étatent sim-
plement appuyées le long du contour-et supportaient, au
centre, une force perpendiculaire aux faces, répartie sur
une trés pelite surface. Les résultats ont été aussi com-
parés a ceux relatifs aux poutres correspondantes.
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Les deux premiéres plaques accusaient une gariation
brusque de Uépaisseur, I'une sans discontinuité du
feuillet moyen (fig. 1 A), l'autre avec discontinuité
(fig. 1 B). Comme nous le verrons, 'examen de ces deux
modeles — et des modeéles des poutres correspondantes
— nous a donné 'occasion de répondre & des questions
analogues a celles posées ci-dessus. En outre, cet examen
a permis de compléter les résultats d’expériences, éga-
lement récentes, ou M. Martinola a pu déterminer, par
la méthode purement optique, les valeurs des moments
dans des plaques circulaires fléchies, d’épaisseur brus-
quement variable ®. Ce procédé expérimental ne permet
pas en effet d’étudier la répartition des tensions au voi-
sinage d’une discontinuité de I’épaisseur et au voisinage
des points d’application des forces, tandis que la
méthode du figeage des contraintes permet de le faire
dans de bonnes conditions. Les résultats obtenus a
I'aide de la plaque représentée figure 1 B sont d’ailleurs
utiles & un autre titre. Nous verrons en effet qu’ils
confirment & mnouveau l'exactitude des formules —
établies dans le dernier mémoire cité — pour le calcul
des efforts dans les  plaques circulaires d’épaisseur
brusquement variable, ou le feuillet moyen subit lui-
méme une discontinuité 3. Nous verrons également que
les résultats donnés par la plaque de la figure 1 A con-
firment assez bien les formules établies a I'aide de la
théorie de Kirchhoff.

La trotsiéme des plaques étudiées accusait une varia-
tion linéaire, donc continue, de Uépaisseur (fig. 1 C). Son
examen, par la méthode du figeage des contraintes, a
permis de déterminer la répartition compléte des ten-
sions. A cette occasion, nous avons jugé utile d’établir
une méthode de calcul, basée sur la théorie des coques,
permettant d’obtenir les valeurs des efforts dans la
plaque en question, 4 I'exception des zones voisines des
forces extérieures appliquées.

[2], p. 39 et suiv.
[2], p. 41 et suiv.

Dans toute la partie expérimentale de la présente
étude, nous avons utilisé les mémes appareils et en
principe la méme technique de mesure et d’interpréta-
tion des résultats que dans notre travail précédent ¢,
Nous ne décrirons donc pas & nouveau cette technique.
Nous nous bornons, dans le § 1, 4 indiquer un perfec-
tionnement récent que nous lul avons apporté. Dans
le § 2, nous décrivons les modéles des trois plaques et
des poutres correspondantes, et donnons pour chacun

o 2 1
d’eux les valeurs de la principale constante — o dont

dépend la biréfringence accidentelle (rappelons que la
grandeur ¢ est elle-méme la constante figurant dans la
loi de Wertheim & = ce(o; — G,), ol 0y, 0, désignent, en
élasticité bidimensionnelle, les tensions principales en
un point d’une lame d’épaisseur e et o & est la variation
relative de marche de deux rayons polarisés traversant
orthogonalement cette lame). Les résultats des mesures
font I’objet du §3. Dans le §4, aprés avoir rappelé
quelques-unes des relations établies par M. Martinola
pour le calcul des moments dans les plaques circulaires
fléchies d’épaisseur brusquement variable, nous éta-
blissons les formules — basées surla théorie des coques
— dont il a été question plus haut. Le § 5 est consacré
a la discussion des résultats expérimentaux et a leur
comparaison aux valeurs données par le calcul, et le
§ 6, a la démonstration d’un théoréme d’élasticité, qui
nous a été suggéré par les résultats des essais.

Cette étude, celle que nous avons rappelée au début
de notre exposé, et d’autres recherches du Laboratoire
de photoélasticité sur des sujets analogues, dont les
résultats ont déja été publiés ®, ont pu étre entreprises

€1, §§1, 2 et 3.

5 Voir [3], [4], [5]. Signalons principalement le troisiéme de ces
mémoires, ou sont donnés les résultats de 1'étude détaillée, par
W. Schumann, d’'une plaque carrée a I'aide de la méthode du figeage
des contraintes, et ou sont décrits plusieurs perfectionnements apportés
a l'application de cette méthode.




et menées 4 bonne fin, grice 4 une généreuse subvention
du Crédit pour les possibilités de travail ©. Les auteurs
tiennent A exprimer ici 4 la Commission de gestion de
ce Crédit 'expression de leur profonde gratitude.

IIs remercient également trés chaleureusement la
Société anonyme Ciba, a Bile, de leur avoir une fois de
plus livré gracieusement I’Araldite B, avec laquelle ont
été exéeutés les modeéles des plaques et de certaines des
poutres correspondantes (voir § 2).

§ 1. Sur un perfectionnement apporté a la détermina-
tion des lignes isoclines

Il est en général difficile d’obtenir des lignes isoclines
précises, soit photographiquement, soit en cherchant
i les dessiner sur une feuille de papier, en utilisant une
chambre noire et un écran transparent. La plupart du
temps, ce sont des bandes sombres plus ou moins larges
et assez irréguliéres qui se présentent a 'observateur et
¢’est avec une certaine peine qu’il peut en déduire la
ligne cherchée. Une des principales causes de cette
difficulté est le fait qu’il n’est jamais possible d’éliminer
complétement les isochromes, méme par l'emploi, en
photographie, de films panchromatiques ”.

En photoélasticité bidimensionnelle, on peut tourner la
difficulté en utilisant un modéle spécial pour déterminer
les isoclines, confectionné a l'aide d’une matiére peu
biréfringente, le plexiglas ou le verre par exemple. Si
I'on maintient les forces extérieures au-dessous de cer-
taines limites, seules les isoclines apparaissent. La diffi-
culté est tout autre en photoélasticité tridimensionnelle,
lorsqu’on applique la méthode du figeage des contraintes.
Il ne serait en effet pas indiqué, dans ce cas, de procéder
a 'aide de deux modeéles d’Araldite que I'on chargerait,
le premier avec de faibles forces en vue de la détermi-
nation des isoclines, le second avec de grandes forces
pour le repérage des isochromes. Ces deux modéles
subiraient en effet des déformations assez différentes et
les résultats risqueraient d’&tre peu concordants 8. En
outre, I'influence des tensions latentes sur I'exactitude
des résultats serait certainement beaucoup plus grande
pour le premier modéle que pour le second.

En vue de perfectionner le repérage photographique
des isoclines dans le cas des plaques circulaires, nous
avons utilisé le procédé suivant, qui pourrait d’ailleurs
étre appliqué & d’autres états de tension. Considérons
par exemple la lame méridienne principale et une lame
méridienne secondaire® du modele de la plaque repré-
sentée figure 1 A, ol les contraintes ont été figées avant
d’y découper ces deux éléments. Supposons que I’épais-

€y v Dy 1ee T 5 .
seur 7 de la lame secondaire ait été choisie égale ala moi-

2
tié de I'épaisseur e, de la lame principale. Plagons, devant
I'appareil photographique, la lame principale, qui restera
fixe dans la suite, et successivement, en faisant coin-
cider deux faces, la lame méridienne secondaire, comme

§ Subvention n® 557.

7 De trés remarquables perfectionnements ont été cependant
apportés, depuis une douzaine d’années, dans le repérage des isoclines.
11 suffit, pour s'en rendre compte, de jeter un coup d’ceil sur les belles
photographies publiées dans différents ouvrages classiques, dans celui
de M. M. Frocht [6] en particulier, ainsi que dans le livre trés récent
de L. Foppl et E. Manch [7].

8 Au sujet de l'élimination des erreurs dues aux trop grandes
déformations des modéles, voir [3].

¢ La figure 2 du mémoire [1] définit ce qu'on entend par de telles
lames.

a)

Pindique la figure 2 a, puis cette méme lame, conformé-

ment a la figure 2 510, De cette fagon; on aura d’abord,
a droite I'épaisseur résultante ¢, et a gauche I'épais-

seur e, (fig. 2 a), puis le contraire (fig. 2 b). En exposant,
dans Uappareil photographique, le méme film pendant le
méme intervalle de temps devant chacun des deux dis-
positifs décrits, nous éliminerons presque entiérement les
isochromes, celles-ci n’étant évidemment pas les mémes
dans les deuz cas.

l»#ame meridienne principele

| 1
i

Tig. 2a,b. — Lame meéridienne secondaire de la plaque
représentée fig. 1 A, placée successivement dans deux posi-
tions sur une lame méridienne principale, pour permettre
de photographier les isoclines en éliminant les isochromes.

Fig. 3. — Plaque représentée figure 1 B. Isoclines o = 30°
et o = 1200 de la lame méridienne principale, photographiées
selon le procédé décrit § 1.

La figure 3 montre la finesse des isoclines ainsi obte-
nues, pour la plaque de la fig. 1B. Cette finesse s’est
révélée largement suflisante pour 'exactitude que nous
nous étions proposé d’atteindre. Ajoutons que nous avons
utilisé pour ces essais un film Agfa Repro A et que le
temps d’exposition de chacun des deux dispositifs a été
de 5 minutes.

Remarque. La méthode décrite est tout a fait géné-
rale. Mais c’est évidemment surtout dans les cas ou
I’état de tension accuse une symétrie de révolution et
dans ceux ou cet état admet au moins un plan de
symétrie que son application donnera les meilleurs
résultats.

§ 2. Description des modéles. Valeurs de la

1
constante — e

Les figures 1 A, B et C, ot a = 4 h,, donnent les dimen-
sions relatives des trois modeles de plaques et des pou-
tres correspondantes. Chacune de ces figures représente
donc aussi bien la coupe axiale d’une plaque, que la vue
de T'une de ces poutres. Toutes les longueurs y sont
indiquées soit en fonction de I'épaisseur h, de la partie

10 Pour passer d’une position a l'autre, la lame secondaire devra
done tourner de 180° autour d'un axe vertical.

55




I 7 /4 0 y/g

L2 0k o < 082h

> wr -
054ho . 028k 1 :

I3 thebrie de Kirchhoff
—+—+— @y veleurs mesureés |

p P 3
0 05 = i i
n ' ! £
24
b } 7
I
|
, |
Oy valeurs mesurees \
— ——— Op -valeurs caleulees par ‘
la theorie de Kirchhoff |
y>)
7 l l
. A 7 | 1 L
c) W\ w 7 T | e Sl K]
E 3 81
| & 80
5 i
: \
2 1 e N
0 | §
\ E 4 1
/ o
——— T, voleurs mesurées \\__\ ] Q
, i
— ———  Tp; valeurs calculees par s : Sy
I
1
T
1
'
|

) b

G valeurs mesurees

— ——— G valeurs calculées par
/a theorie de Kirchhoff

S PN

< —|—
TIN

Fig. 5 a, b, ¢, d. — Modéle de la plaque figure 1 A.

a) Trajectoires des tensions principales b), ¢), d) Diagramme des tensions o, 0;, Tr: et O

centrale, soit en fonction du rayon a du cercle d’appui. B) et celui du petit cercle de répartition de la force P,
Les six modeéles avaient la méme épaisseur ou hauteur avaient les valeurs respectives a + 0,05 hy, b= 0,5a
hg = 2,5 cm et le méme rayon ou demi-portée a = et ro = 0,1 hy. Elles montrent également que 1'épais-
=10 cm, ce qui définit leurs dimensions absolues. seur h; le long du contour de toutes les plaques et la

Les trois figures citées montrent que le rayon des largeur f de la petite surface (couronne) d’appui étaient
plaques, celui de leur partie centrale renforcée (fig. 1 A, égales a 0,6 hy et 0,08 hy. Ces figures précisent enfin le
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Fig. 6 a, b, c. — Modele de la poutre figure 1 A.

a) Trajectoires des tensions principales

systéme d’axes r, z (z, z pour les poutres) choisi, ainsi
que le réseau de droites dont les intersections définis-
sent les points ou les tensions ont été évaluées.

Les modeles des plaques ont tous été exécutés avec
de 'Araldite B. Par contre, pour les poutres correspon-
dantes, on a choisi, comme matiére des modeles :

19 pour mesurer les différences relatives de marche & :
I’ Allite CR39 dans le cas des figures 1 A et B, et I’ Aral-
dite B dans celui de la figure 1 C

20 pour déterminer les directions des tensions prin-
cipales : le plexiglas (fig. 1 A et B) etle verre (fig. 1 C) 12,
Deux modéles de matiéres différentes ont été ainsi
utilisés pour chaque poutre.

1 Dans les deux premiers cas, cette mesure a été faite en procédant
point par point, a l'aide d’un compensateur de Bravais, dans le troi-
sitme, en repérant les isochromes par photographie, sans avoir figé
les contrainles.

12 Pour les deux premiéres poutres, on a procédé point par point,
en placant le modéle entre deux nicols croisés, pour la troisiéme,
on a repéré les isoclines par photographie.

b), ¢) Diagrammes des tensions Oz, Oz, et Tzz.

Le tableau I ci-dessous donne, pour les modéles de
plaques et pour ceux des modeles de poutres ayant

. 1
servi & mesurer 8, les valeurs de la constante — = Ces

valeurs ont été déterminées a 1'aide des plaques et des
poutres elles-mémes, selon la méthode décrite dans
notre premier mémoire 3. Le tableau précise également
les épaisseurs e (largeurs des sections rectangulaires) des
modeéles de poutres en question, ainsi que les valeurs
des forces P (plaques) et P* (poutres), appliquées sur
les modeéles.

Remarque. Comme précédemment, les valeurs obte-
nues pour les tensions étaient affectées d’une légére erreur
due au poids propre du modéle. Une grande partie de cette
erreur a été chaque fois éliminée en retranchant, des
valeurs mesurées, les tensions correspondantes dues
au poids propre, calculées par une méthode approchée.

157, §3.
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Fig. 7 a, b, ¢, d. — Modele de la plaque figure 1 B.

a) Trajectoires des tensions principales b), ¢), d) Diagrammes des tensions

§ 3. Résultats des mesures

Les figures 4 A, B, C sont des photographies des iso-
chromes produites par les lames méridiennes princi-
pales, découpées dans les trois plaques. Les deux pre-
miéeres font bien ressortir la forte perturbation locale,
engendrée par la discontinuité de 1’épaisseur.
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Op, Oz Trz et Oy

Pour représenter tous les résultats donnés par les
expériences, nous utilisons des dessins et des dia-
grammes (fig. 5 a 10) analogues a ceux de nos pre-
miers essais 1. Sur trois pages de gauche successives
(verso), nous donnons les résultats relatifs aux modéles

14 Comparer aux figures 13 a4 18 du mémoire [1].




4 w y//4
,} .< 105he .. %,024./7;1
a) i { f,a}fﬁp ) 1 | i
7 — : : : . e
| T .
. o
) i <
{5 I ; :
, ‘ : NAUES
! - Sp 53, \ 0 n
: < ) ] 6
Sa i ‘ =
hy I | T ' A
\ : v ‘ 7._|i
! X 1575
: : 5
1 ‘ 1
Y ; i
I 1
1 ]

0 055 4
/70 hﬂ
|G — L

6)

.
———o— Oy valeurs mesurees

— — —— Oy valeurs calculees par

la résistance des
maler/aux

SR | TS

———— Ty, valeurs mesurées

— — —— %, valeurs calculees par /a
résistance des materiaux

,
—+—+— Oy valeurs mesurees

Fig. 8 a, b,
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Grandeur des forces appliquées aux modéles de plaques

: 1
et de poutres, valeurs de la constante — — et de Uépaisseur e
c

‘il“’lx

3!
ST
4
| 2
Y f,
7 1 3 7 4 9
10 S 10 10 5 70
\
+ { +

Slon el N

e

e ——

e,

¢. — Modele de la poutre figure 1 B.

Tasreau 1

(largeur de la section rectangulaire)

des modéles de poutres

b), ¢) Diagrammes des tensions Oy, Oz et Tzz.

Plaques circulaires
(Araldite B)

Foree | Constante

Modele | effect. | 1
p | —=
c
Fig. | ke |keXlem
1A 0,2847
1B 0,2855
1.0° 1 0,3045

Poutres simples correspondantes
(mode¢les pour la mesure de B)

5 I &
Force | Co

Matiére | nstante
des | effect.
modeles | e pe F
em | kg | kg?\.lmu'l

Allite CR 39 0,62 | 11,49 | 1,776
Allite CR 39 0,63 | 11,49 1,755
Araldite B 0,66 | 11,49 1,078
(sans figeage |
des | |
contraintes) | seurs des lames :

e o o —— =X Yoy
e

Fig. & A, B, C. — Photographie des isochromes des lames
méridiennes principales des trois plaques étudiées (épais-

eq = 3,28 mm, ep = 3,17 mm,

e¢ = 3,40 mm, P = 7,27 kg).
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Fig. 10 a, b, c. — Modeéle de la poutre figure 1 C.

S

(3

a) Trajectoires des tensions principales b), ¢) Diagrammes des tensions Oz, Oz et Tyz.

de plaques (fig. 5, 7, 9) et sur les pages de droite leur
faisant vis-a-vis (recto), ceux relatifs aux modeéles de
poutres correspondantes (fig. 6, 8, 10).

Dans chacune de ces six pages, on a représenté, en
haut, les trajectoires des tensions principales, et en
dessous, les diagrammes des tensions oy, Oz T, O¢
(plaques) ou o, oz, Ts: (poutres). Les valeurs des ten-
sions ont été reportées en choisissant P/hZ comme
unité. Pour dessiner les diagrammes relatifs aux poutres,

Pe . |
on a supposé qu'une force P’ = g Agissait au milieu

de la portée, e désignant I'épaisseur (largeur de la sec-
tion rectangulaire) et P, la force appliquée au centre

de la plaque correspondante. Ce choix a été justifié
dans notre premier mémoire 5,

Dans les figures 11 A, B, nous donnons en outre les
diagrammes des tensions aux bords des plaques et
poutres d’épaisseur brusquement variable.

Les résultats contenus dans toutes ces figures seront
commentés seulement au § 5, lorsque nous aurons préa-
lablement rappelé, ou établi, des formules permettant
de faire un calcul approché des tensions (§ 4). La com-
paraison des valeurs expérimentales aux valeurs théo-
riques facilitera en effet la discussion. Elle montrera
aussi dans quelle mesure les formules en question sont
applicables.

15 1], § 4.

(@ suivre)
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SOCIETE GENEVOISE DES INGENIEURS ET DES ARCHITECTES

Rapport du président présenté le 21 janvier 1960 a la 112° assemblée générale
cloturant I’exercice 1959 de la section genevoise de la S.L.A.

Pour la seconde fois et avant que le nouveau prési-
dent soit désigné, j’ai le plaisic de vous présenter le
rapport général sur les activités de notre section au
cours de I'exercice 1959. Rappelons, pour mémoire, les
séances sulvantes organisées en 1959 :

Janvier : Conférence tenue en seconde partie de notre
assemblée générale par M. Bernard Béguin, rédacteur de
politique étrangére au Journal de Genéve, sur le sujet « L'Eu-
rope a-t-elle encore une mission économique ? »

Feévrier : En collaboration avec la Société des arts,
Classe de l'industrie et du commerce, « L’urbanisme en
Suéde, une expérience totale», par M. Ch.-Ed. Geisendorf,
architecte S.I.A., professeur & I’'Ecole polytechnique, Zurich.

Mars : Conférence avec film sonore et en couleurs, pré-
senté par la Compagnie pour I'Industrie radioélectrique,
Berne, sur le sujet: « La télémécanique électrique ».

AvriL: Conférences avec projections lumineuses de
M. Jacques Weber, ingénieur cantonal, sur « L'U.R.S.S. 1958 »
et de M. Jean Erb, architecte S.I.A., sur « L'U.R.S.S. vue
par un architecte ».

Mar : « Du ciel a la terre », film sonore de la Maison Wild
Heerbrugg A.G., présenté par M. Georges Py, physicien.

Juin: Causerie de Mme Jacqueline Juillard, ingénieur
chimiste S.I.A., sur « La femme et la technique », précédée
d’un diner avec nos épouses.

SeprEMBRE : Pas de séance de notre section, mais invita-
tion de tous les membres, & Sion, par la section valaisanne.
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OctoBre : Conférence de M. Georges Béguin, avocat,
président du Groupe de la Suisse occidentale pour I’Associa-
tion suisse pour le plan d’aménagement national
(A.S.S.P.A.N.) sur «Probléemes d’actualité et d’avenir en
matiére de plan d’aménagement du territoire national ».

NovemBRE : Seconde séance de I'année en collaboration
avec la Société des arts, Classe de I'industrie et du commerce,
sur «Le gaz naturel de Lacq», présenté par M. M. L.
Lebeschu, directeur commercial de la Compagnie francaise du
méthane, conférence suivie d’un film documentaire intitulé
« Méthane, richesse nouvelle ».

Decemsre : Causerie de M. Adolphe Hug, ingénieur-con-
seil S.I.A., a Zurich, avec projections sur la « Modernisation
des moyens de transport» (en plaine, dans les villes et en
montagne).

Le comité de la section s’est réuni dix fois tandis que
nos délégués ont été consultés une fois, par écrit, pour
approuver le budget et les comptes généraux présentés
par le Comité central et, la seconde fois, lors de I'Assem-
blée générale a Sion.

Les décisions prises par le comité ayant fait I'objet
de communications & chaque séance ordinaire et, celles
prises par les délégués ayant été publiées dans le Bulle-
tin S.I.A., je m’abstiendrai donc de les mentionner
pour ne pas prolonger ce rapport. Il serait cependant
injuste, eu égard au dévouement dont ils font preuve,
de ne pas brievement vous donner la liste de nos col-
légues figurant dans diverses commissions de la S.I.A.
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