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CONTRIBUTION AU CALCUL DES VITESSES CRITIQUES

D’UN ARBRE

par J. TACI{E, ingénieur EPUL aux Ateliers de Constructions Mécaniques de Vevey S.A. (Suite et fin)?!

CHAPITRE 2
Arbres symeétriques

Sans avoir la prétention de traiter a fond les avan-
tages de la symétrie, nous citerons seulement quelques
exemples ou celle-ci permet de simplifier les calculs.

Notre raisonnement est basé sur les postulats suivants,
confirmés par de trés nombreux exemples.

La déformation de 'arbre correspondant a la vitesse
critique fondamentale (la plus petite) dépend unique-
ment du nombre de paliers et cela de telle fagon que
I'ondulation de l’arbre se composera d’un minimum
de demi-ondes. Avec deux paliers l'ondulation sera
d'une demi-onde, avec trois paliers elle sera de deux
demi-ondes et avec p paliers de p—1 demi-ondes.

D’autre part lorsqu’on passe d’une vitesse critique
quelconque a la vitesse critique immédiatement supé-
rieure, l'orientation et I'intensité des forces centrifuges
changent de telle fagon qu’elles obligent I'arbre a
onduler avec une demi-onde supplémentaire. Chaque
vitesse harmonique ajoute une demi-onde a I'ondulation

fondamentale. Un systéme se composant de g charges,
aura 1 vitesse critique fondamentale et g — 1 vitesses
critiques harmoniques.

Si la vitesse critique fondamentale comporte p—1
demi-ondes, la derniére vitesse critique harmonique
(la plus grande) comprendra p + ¢—2 demi-ondes.

Chaque nouvelle charge ajoutée a un systéme quel-
conque augmente d’une unité le nombre des vitesses
critiques.

Cela dit, considérons le cas d'un arbre quelconque
a deux paliers soumis a deux charges quelconques P,
et P,

Si I'on néglige le poids propre de I'arbre on obtiendra
deux équations du type 10*.

(41) z2Y, =AY, +B,Y,
(42) z2Y,=A4,Y, 4+ B, Y,.

En éliminant les Y on obtient une équation en z

du second degré, A la plus grande racine de cette

! Voir Bulletin technique du 16 juillet 1960.
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Fig. 9. — Cas de deux charges égales et symétriques.

équation correspond la vitesse critique fondamentale,
ala plus petite, la premiére vitesse critique harmonique.

Supposons que l'on ait une symétrie compléte des
deux charges et des dimensions de I'arbre (le diamétre
de I’arbre peut étre variable) par rapport au point M
qui sera donc par définition au milieu de la portée,
voir figure 9. Dessinons les lignes élastiques correspon-
dant aux deux vitesses critiques. En raison de la
symétrie on aura : pour la vitesse critique fondamen-
tale, Y, = Y,; pour la premiére vitesse harmonique,
Y, =—Y,.

En portant ces valeurs dans I'équation 41 on obtient
=4, + B,
xy =Ay; — B,

Grace a la symétrie les vitesses critiques qui cor-
respondent a z; et @, sont obtenues sans qu’il ait été
nécessaire d’établir et de résoudre I'équation carac-
téristique du second degré.

A noter que, par suite de la symétrie A, = B, et
B, = A,.

Le raisonnement ci-dessus peut s’étendre a un
nombre quelconque ¢ de charges symétriques.

Voici ce qu'on constate: I'équation caractéristique
du degré ¢ se scinde en deux équations. Si ¢ est pair,
les deux équations seront toutes deux du degré 1/2 gq.
Si ¢ est impair on aura une charge au milieu de la
portée et la fleche a cet endroit sera nulle pour les
vitesses harmoniques d’ordre impair lesquelles ont un
nombre pair de demi-ondes. En conséquence, lorsque ¢
est impair on aura une équation du degré 1/2 (¢ 4+ 1)
et une autre du degré 1/2 (¢ — 1). Les racines de I'équa-
tion obtenue en posant que les Y symétriques sont de méme
sens, correspondront a la vilesse critique fondamentale et
aux  vitesses critiques harmoniques d’ordre pair. Les
racines de 'équation obtenue en posant que les Y symé-
triques sont de sens inverse, correspondront aux gitesses
critiques harmoniques d’ordre impair.

Revenons au cas de deux charges symétriques et
supposons que l'arbre tourne a sa vitesse critique
harmonique. Il forme done deux demi-ondes. Par raison
de symétrie le pointM est en alignement avec les paliers ;
on ne change donc pas la forme de la ligne élastique
s1 I'on place, au moment ou la vitesse critique harmo-
nique est atteinte, un palier en M. Or d’aprés les
postulats énoncés au début de ce chapitre, la ligne
élastique II correspond aussi a la ligne élastique que
prendrait le systéme symétrique a trois paliers s'il
tournait a sa vitesse critique fondamentale.
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Fig. 10. — Remplacement du poids propre d'un arbre par
deux forces symétriques.

Théoréme I. — La vitesse critique fondamentale d’un
systéme symétrique a trois palters est égale a la premiére
vitesse critique harmonique du méme systéme symétrique
mats sans palter central.

Continuons notre raisonnement. L’arbre a deux
paliers tourne & sa vitesse harmonique et I'on a placé
a ce moment un palier en M. En ce point la ligne
élastique présente, par raison de symétrie, un point
d’inflexion, le moment de flexion dans ’arbre est nul ;
la section de I'arbre en M n’est donc soumise qu’a un
effort tranchant (on admet que le moment de torsion
pour faire tourner I'arbre est négligeable). Si a ce
moment on coupe 'arbre en M la ligne élastique II
restera la méme, le palier supportera les efforts tran-
chants des deux trongons. La ligne élastique de I'un
des trongons correspondra a la vitesse critique fonda-
mentale du demi-systéme. On peut donc énoncer le
théoréme suivant :

Théoréme I1. — La vitesse critique fondamentale d’un
systéme symétrique a trots paliers est égale a la vitesse
critique  fondamentale du troncon de l'une des travées,
considéré isolément.

Dans le cas de deux charges, il est facile de justifier
ce théoréme par le calcul.

Le raisonnement que nous venons de faire s’applique
a un nombre quelconque de charges symétriques.

Ce théoréeme permet de simplifier et d’abréger les
calculs dans une tiés importante mesure, puisque le
systeme symétrique a trois paliers et ¢ charges (¢ est
toujours pair) peut étre remplacé par un systéme
asymétrique a deux paliers avec 1/2 ¢ charges.

Remplacement du poids propre d’un arbre par
deux forces symétriques

Pour pouvoir tirer parti des avantages de la symétrie
il faut pouvoir remplacer le poids propre d’un arbre de
diamétre constant, a deux paliers, par deux forces
symétriques Rs, placées a une distance 8/ du milieu
de la portée, ! étant la longueur de la portée, voir
figure 10.

Tous calculs faits, on trouve que chacune des deux
forces Rs doit avoir la valeur suivante :

0,492767

(43) Bo= o i —aspr @149 P

ou pl est égal au poids total de I'arbre.

0,492767 R,

Si8=0 Rs—o= g pl="°

5 (Voir formule (2)

du premier chapitre.)




On se propose de calculer le degré de précision réalisé
par ce remplacement, dans le cas ou I'arbre porte deux
charges symétriques Q placées a une distance 3l du
milieu de la portée. A chaque charge Q on ajoute la
charge Rs donnée par la formule 43.

Ce probléme ressemble a ceux du chapitre précédent
et sera traité de la méme maniére.

Pour cette raison, nous n’en donnons qu’un résumé.

On pose
(44) 0 = opl

et on obtient les formules

pre d
(45) n=y
ou
% 847,3081
W) = T T TS
V 0,492767 + 2 o (1 —28) (1+453)

On pose ensuite
(47) pl = pQ

et on obtient

42
48 = —
(48) ‘le \/ 10
ou
21,03881
(49) P2 =

VOA92767p + 2 (1— 257 (1 + 46)

Ces formules sont a comparer avec les formules (24)
et (28); pour les appliquer on aura soin d’utiliser les
unités spécifiées sous formules (8) et (17).

Pour connaitre le degré de précision obtenu avec les
formules (45) et (48), nous avons calculé les facteurs
w et @ en remplacant le poids propre de I'arbre par
cinq forces égales selon le systéme B (voir chapitre
précédent). Ces facteurs sont affectés de lindice 5
pour montrer quils ont été calculés avec cing forces
et les distinguer des facteurs avec l'indice 2, lesquels
ont été calculés par les formules approximatives (46)
et (49).

Le tableau IV donne la valeur des coeflicients s, ys,
@5 et ¢, pour & = 1/6 et & = 1/3. Il indique également
les erreurs commises en utilisant les formules (46) et
(49), les coefficients y; et @z étant considérés comme
exacts.

On constate que ces erreurs sont pratiquement négli-
geables.

CHAPITRE 3
Arbres a trois paliers

L’arbre a trois paliers présente certaines particula-
rités que nous nous proposons de mettre en lumiére.

Prenons Pexemple numérique de I'article paru dans
ce bulletin en mars 1957, n° 6, page 84.

Cherchons quelles seraient les vitesses critiques
fondamentales des troncons 0-5 et 5-10 si I'arbre était
articulé en 5.

Les intégrations numériques de la page 85 se prétent
trés facilement a ce calcul, car si I'arbre est articulé

TasrLeau IV

813,491 | 720,998 | 654,238 603,138

7 :
<4 ‘ 0 0,2 | 0,4 [ 0,6 0,8 1
s | 1206,969 | 954,056 l

‘

Ya 1207,037 | 953,861 | 813,307 720,844 | 654,111 603,032

+ 0,020 | + 0,023
|

erreur % | — + 0,021 + 0,019 | + 0,018

950,644 894,934 847,842

Vs 1206,969 | 1100,996 | 1017,869

\
‘ 1 \
1207,037 | 1097,102 | 1012,601

Y2 | | 945,032 | 889,403 ‘ 842,567
| [
erreur %l — | +0355 | + 0,520 | 4 0,594 + 0,622 | + 0,626
‘ |
|
p 1 | 08 0,6 | 04 0,2 0
Ps I 14,07603 | 15,36414 | 15,78401 ‘ 16,24022 16,73833; 17,28515

92 14,97339

15,36172 | 15,78193 | 16,23861 | 16,73739 | 17,28515

| |
|
|
|

erreur %‘ +0,018 | +0,016 | +0013 | +0010 | +0006 | 0

[
93,45122 | 24,99382 | 26,87160 | 29,21723

|
21,05208 | 22,15695

Ps

| {
20,92109 | 22,02164 ’ 23,31639 | 24,87015 @ 26,78264
‘ |

P 29,21723

|
errear %| -+ 0,626 ‘ + 0,614 } +0578 | +0497 | +0332 | 0

au droit du palier intermédiaire, les réactions de palier
sont statiquement déterminées.

Pour le troncon 5-0, que nous désignerons par A4, on
aura les équations suivantes :

(1) Y, = —42Q, + 25461337 P, + 103,679137 P,
(2) Y,=0 = —142Q,+ 103,679137 P, + 670,376948 P,
3) 142 P, + 42 Py = 0.
En éliminant Q; et P, on obtient :
Y, = 22,7763 P,.

Pour P, = 4 tonnes, # = 4 X 22,7763 = 91,1052

Vo= 95449
30  Eg  13706,154 . =
ny= — - \/: = 95u49 = 1436 t/min.

En faisant les mémes opérations pour le trongon 5-10
que nous désignerons par B on obtient :

np = 1467 t/min.

La vitesse critique fondamentale du groupe composé
des deux troncons A et B reliés rigidement entre eux
est (voir page 86, Bulletin 1957).

n, = ng = 1450 t/min.
On constate que
ny << ng < ng.

On en déduit le théoréme suivant :
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Théoréme I

La vitesse critique fondamentale d’un arbre a trois
palters est toujours comprise entre les vilesses critiques
fondamentales des deux troncons supposés indépendants
et libres au drott du palier médian.

Ce théoréme, qui se vérifie par I'exemple numérique
précédent, peut se démontrer par le raisonnement
suivant : au moment ol l'arbre du groupe tourne a sa
vitesse critique fondamentale, il se produit au droit
du palier médian un moment fléchissant qui, encastrant
partiellement le trongcon A et s’opposant a sa déforma-
tion, éleve la vitesse critique propre du troncon A A
la vitesse critique du groupe. Ce méme moment tend
a produire dans le trongon B une demi-onde de sens
mverse a celle du trongon A. Il favorise la flexion du
trongon B et abaisse la vitesse critique propre de ce
trongon a la vitesse critique fondamentale du groupe.

En résumé, la continuité de 'arbre qui oblige ce dernier
a n’avoir qu'une seule vitesse critique fondamentale
commune aux deux troncons doit élever la vitesse
critique du trongon A de ny 4 n, et doit ipso facto
abaisser la vitesse critique du troncon B de np a n,.
Donc la vitesse critique fondamentale du groupe est
plus grande que n et plus petite que np.

Poursuivons le raisonnement et examinons ce qui
se passe lorsque Parbre tourne a la premiére vitesse
critique harmonique. L’arbre forme 3 demi-ondes et la
tangente a la ligne élastique au droit du palier médian
est a peu preés nulle, de sorte que Iencastrement de
I'un des trongons est un peu moins que parfait, tandis
que lencastrement de I'autre est un peu plus que
parfait (a I'encastrement parfait correspond une tan-
gente nulle). Le trongon dont I'encastrement est impar-
fait aurait, si Pencastrement était parfait, une vitesse
critique supérieure & la vitesse critique du groupe, car
Iencastrement diminue les fleches et augmente la
vitesse critique. Le troncon dont I'encastrement est
plus que parfait, aurait une vitesse critique, si I'en-
castrement était parfait, inférieure a la vitesse critique
du groupe. On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 11

La premiére vitesse critique harmonique d’un arbre a
trois paliers est toujours comprise enire les vitesses
critiques fondamentales des deux troncons supposés indé-
pendants et encastrés parfaitement auw droit du palier
médian.

Revenons a I'exemple numérique déja cité. Le cas
d’un trongon encastré au droit du palier médian se
traite trés facilement si les intégrations numériques se
sont faites a partir de ce palier. Pour le troncon A il
suffit de poser Q; =0 dans les équations 1 et 2 et
d’ajouter a I'équation 3 le terme M, qui représente
le moment d’encastrement. Remarquons cependant
qu’il n’est pas nécessaire de calculer M pour déterminer
la fleche Y en fonction de P,.

De Iéquation 2 on tire

P, = —0,154658 P,
en portant cette valeur dans I’équation 1 on obtient
Y, = 9,426529 P,.
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Pour P, = 4 tonnes
x = 4 X 9,426529 = 37,706116
V z = 6,14053
~ 13706,154
Mde = 614053

L’indice supplémentaire e indique que le trongon A

= 2232 t/min,

est encastré.

Par des opérations analogues on obtient pour I'autre

trongon
nge = 1934 t/min.

Or Iarticle de référence mentionne que n, (2€ vitesse
critique = 1T€ vitesse critique harmonique) est égale
a 2036 t/min.

Ces résultats confirment le second théoréme.

Ces deux théoréemes sont valables pour un arbre quel-
conque a trois paliers, avec ou sans porte-a-faux, le
nombre de charges étant quelconque.

Le premier théoréme permet d’évaluer rapidement
la vitesse critique fondamentale du groupe en calculant
les vitesses critiques fondamentales n, et ny des deux
trongons A et B supposés indépendants I'un de Pautre.
Si ces deux vitesses sont admissibles il ne sera pas
nécessaire de calculer la vitesse du groupe.

La connaissance de n4 et np est utile dans le cas ou
la vitesse du groupe doit étre augmentée. Logiquement
on renforcera le troncon dont la vitesse critique propre
est la plus basse.

Supposons que, pour des raisons de construction, on
désire renforcer seulement le troncon A sans rien
changer au trongon B. Quelle est dans ce cas la vitesse
critique fondamentale maximum du groupe ? Elle est
égale a la vitesse critique fondamentale du trongon B,
considéré comme indépendant et encastré parfaitement
au droit du palier médian. En effet, en renforcant
toujours plus le trongon A, celui-ci pourra étre considéré
finalement comme infiniment rigide et assurera l'en-
castrement parfait du troncon B, de sorte que seul
ce trongon déterminera la vitesse critique du groupe.
Si nous reprenons l'exemple déja cité et que nous
renforcions seulement le troncon A, la vitesse critique
fondamentale du groupe restera toujours inférieure a
nge = 1934 t/min.

Siles deux trongons sont symétriques, ny=nz = n,.
On a ainsi la confirmation du théoréme II du chapitre
précédent.

Remarquons qu’il n’est pas nécessaire que l'arbre
soit  symétrique pour avoir 1'égalité ny = npy = ng.
Il suffit que les dimensions de I'arbre et les charges
soient telles que le point d’inflexion de la ligne élastique
correspondant a la vitesse critique fondamentale soit
situé au droit du palier médian, car alors a cet endroit
le. moment fléchissant dans I’arbre sera nul et par
conséquent les deux troncons, ne réagissant plus I'un
sur Pautre, auront chacun la méme vitesse critique que
celle du groupe.

CHAPITRE 4

Résolution de l’équation caractéristique

L’équation caractéristique du degré quelconque g
présente la particularité d’avoir toutes ses racines
réelles et positives. A chacune d’elles correspond une




vitesse critique bien déterminée. Il s’ensuit que les
termes de l'équation sont alternativement positifs et
négatifs.

Griace a cette particularité, la résolution de cette
équation peut se faire par une méthode spéciale, simple
et rapide.

Soit I'équation caractéristique :

2?4 + aat—! + bat—2 + ca?t3,.. + w4+ vx + w = 0.

On se propose de déterminer d’abord la plus grande
racine, c’est-a-dire celle qui correspondra a la plus
petite vitesse critique (vitesse critique fondamentale).

La valeur absolue de @ est égale a la somme de toutes
les racines, par conséquent la plus grande racine est
plus petite que a.

Soit 7, la valeur estimée de cette racine. La méthode
consiste a diviser le polyndme du premier membre de
I’équation, non pas par x-—r, selon une méthode
classique, mais par r, — .

On admet en toute premiére approximation

LTI
© el
et on effectue la division en faisant les opérations sui-
vantes :
_ I+l
] Bmvl - ra
—|Poo| +1¢]
|Bofim 1B 0L
—|Bov| 4 u]
|Bou|= —— ——
ete. jusqu’a
— | Bec| ] B
[ 1Pl IA,
En fin de division on pose r; =—|Bo |+ |a|. Il

s’ensuit que le reste a la valeur suivante :

|
(i)

Si r, était la valeur exacte de la racine le reste po,
serait nul et par conséquent r; serait égal a r,. Il est
évident que ry est plus petit que r, et d'une meilleure
approximation. En conséquence on fait une deuxiéme
division avec r;— x et on obtient en fin de division

rg=—|Pu|+|a]
et
/ r
912:(1_’;1> .

O]l fait encore une tI‘OiSié[ﬂG diViSiOn avec r, —x
2 ’
laquelle nous dOI]I]B

rg=—|Pw| +|a|
r
P23 = (1—"7:)1*1.

Grace au fait que les facteurs a, b, c... sont alternati-
vement négatifs et positifs, on peut effectuer la division

en opérant sur les valeurs absolues de ces facteurs, ce
qui simplifie considérablement le calcul. En outre si I'on
opére avec une machine a calculer, la division par r — a
peut se faire sans inscription intermédiaire, il suflira
d’inscrire les valeurs rq, ry et ry, par contre il n’est pas
nécessaire de calculer les restes, ceux-ci ne sont men-
tionnés que pour les besoins du raisonnement.

En se basant sur ry, ry et ry, ¢’est-a-dire sur les trois
premiéres racines approximatives obtenues par la
division du polyndéme, on peut faire une extrapolation
en raisonnant comme suit : (voir figure 11).

A la division par r; — @, autrement dit a la racine r;
correspond le reste py,, a la racine r, correspond le reste
Pog. Cherchons par extrapolation la valeur de la racine
r* correspondant a un reste nul. Les triangles semblables

ABC et ADE permettent d’écrire

Pi2 = P23 P2

ry—7Ty Fo—1r

En remplacant les p par leurs valeurs, on remarque
que le facteur inconnu 22 (z est égal a la valeur exacte
de la racine cherchée) s’élimine et on a

ry—T Fo—T
(1) r*:rg_r](l 2)(22 3_)'
ryrg—r;

Dans la plupart des cas r* est d’une approximation
suffisante et l'on peut admettre cette valeur pour
déterminer la vitesse critique fondamentale.

Si 'on désire une plus grande approximation on
recommence les divisions, en posant r* = rj.

Une premiére division donne rj.

Une seconde division donne r.

Sur la base de ces trois nouvelles racines on applique
la formule 1 et on obtient une nouvelle valeur r**.
Pour counnaitre 'exactitude de cette nouvelle racine
il suffira de faire une nouvelle division par r** — a et
de calculer le reste.

Détermination des vitesses critiques harmoniques.

Si l'on divise le polyndéme de I’équation caractéristique
de degré ¢ par r,— 2 ou r, désigne la valeur exacte
de la plus grande racine de I’équation, on obtient un
polynéme et par conséquent une équation du degré
g—1, dont la plus grande racine correspondra a la
premiére vitesse critique harmonique. L’équation du
degré ¢ — 1 sera traitée de la méme facon que celle du
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degré précédent. Connaissant la plus grande racine de
I'équation ¢ — 1 on peut abaisser une seconde fois son
degré et ainsi de suite.

Cette méthode permet de déterminer toutes les
racines dans l'ordre décroissant et par conséquent
toutes les vitesses critiques dans 'ordre croissant.

Elle s’avére avantageuse déja pour une équation du
troisieme degré, car les opérations qu’elle nécessite sont
d’une trés grande simplicité.

Exemple numérique
Soit 1'équation
a* — 41 23 + 468 22 — 1780 & 4+ 2000 = 0
468

ro = — 7 + 41 = 29,585 -

La division par r,—ax comprend les opérations sui-
vantes qui, comme nous l'avons dit, peuvent se faire a la
machine a calculer sans inscription :

2000

—_— = 6009
595854 — 016009
IR 10 — 57,8799
— 57,8799 + 468 1 9
—og5sea 138622
r, = — 13,8632 4 41 = 27,4378.

La division par r; —a donne r, = 26,0716.
La division par r, — & donne rg = 25,5553.

On applique la formule d’extrapolation (1)

1,0662 x 0,5163

o K s O 7 =l 7
r 26,0716 — 27,1378 13,7863

= 24,9880.

On recommence une nouvelle série de divisions et on
obtient

rf = r* = 24,9880
e 24,9936
ry = 24,9966

On applique la formule (1) et on obtient

(—) 0,0056 (—) 0,0030

** = 94,9936 — 24 =25 .
. 41,9936 — 24,9880 70,0650 5,00006

Une derniere division par 25 — x montre que la racine
exacte est 25.

Remarquons que les trois premieres racines approxima-
tives tendent vers la valeur exacte en décroissant, tandis
que les trois derniéres racines tendent vers cette méme
valeur en croissant.

Si I'on s’était arrété apreés la premiere extrapolation, soit
a la racine r* = 24,9880, la vitesse critique, qui est inverse-
ment proportionnelle a la racine carrée de r*, aurait été
calculée 0,024 9 trop élevée. L'erreur est insignifiante, ce
qui prouve que la méthode conduit trés rapidement a une
valeur admissible, car la racine obtenue par une seule
extrapolation est en pratique suffisamment exacte.

CHAPITRE 5

Coefficients de déformation

Les formules ci-aprés permettent de calculer les
coefficients de déformation pour un arbre de diamétre
constant a deux ou trois paliers, avec ou sans porte-a-
faux, pour un nombre quelconque de charges. Elles
comprennent done tous les cas possibles et imaginables.

Certaines de ces formules sont trés connues, d’autres
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beaucoup moins. C’est la raison pour laquelle nous
avons jugé utile de les grouper toutes, en leur donnant
une structure uniforme.

Terminologie
Y = Ly = vecteur représentant la fleche y
Vi =Ky Py
K,; = coeflicient de déformation direct, exprime
la fleche & I'endroit ot agit la charge

Yin= Kyn P,

Ky = Ku = coefficient  de déformation réciproque
exprime la fleche produite en n par la
charge agissant en 1, ou réciproquement
la fleche produite en 1 par la charge
agissant en n.

Arbre a deux paliers, sans porte-a-faux (fig. 12)

2 (] )2
1) Ky =+ [i'z(gl'["][f)

c[2b(l—a) — (b— a)f]
611 i

2) Kg= 4 =

MIA

valable pour a« < b

Arbre a deux paliers avec porte-a-faux (fig. 13)

a (I + a)
31

(3) 1\—11 =

(4) K=+ 2a, a(l 4+ a%;{- (@ —ay)a}

valable pour 0 < a; < «

- e abe(l+ ¢)

5) Ku=—"%77
. adl

(6) Kig=-1 61

Arbre a trois paliers sans porte-a-faux (fig. 14)

a®(l,—a)? (4L, (L + 1) — (Il + a)?]
128 (1, + L) I

(7) Kn=+

) C

B
A
¢ 4 b,

a Vi 2
1 ?

b{ ‘

~ T

l, | ls i

12
I

C2

Fig. 14.
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1 Q, []I i Zp bé & d
ll /2
Fig. 15
o = oo B
(8) 1\]2 '— + ,12 [% (11+ 12) 1
5 W [+ Be+20)1 [2 by (I, — a) — (by — a)?)]
ou [V =
1 —c(3b 1, —a?)
) K= — a(ly,—a)byes(ly + a) (Iy + ¢5) )

LG+ L)1

Arbre a trois paliers avec porte-a-faux (fig. 15)

a?[4 (L, + a) (L +1,) — ]
Py (RN

(10) Ky, =+

) Ke=+ pr 151
0N [ + aa, [(4a, + 31) (I + L) + Iy 1,]
ou ¥y =
YU 4 2ak@—ay) (4 + by

valable pour 0 < a, < a.

abyey[3erly + 20, (1 + ¢)]
120, (I, + 1,) 1

(12)  Kyy=—

aly by cy (ly + c5)

(13) Bu=+ pL,u+51
- al;l;d
() Ks=—mutp1
Arbres encastrés
10 Si dans les formules (3) et (4), on pose I = 0 on

obtient les coeflicients de déformation d'un arbre
en porte-a-faux encastré en A de la figure 13.

20 Si dans les formules (7) et (8), on pose [, =0 on
obtient les coeflicients de déformation d’un arbre
a deux paliers, sans porte-a-faux, encastré en B
de la figure 14.

3% Si dans les formules 10 11 et 12, on pose l, =0
on obtient les coellicients de déformation d'un arbre
a deux paliers, avec porte-a-faux, encastré en B
de la figure 15.

Application numérique

Cet exemple montre que, pour pouvoir traiter tous les
cas, il faut, si nécessaire, inverser les figures.

On se propose de calculer les coeflicients de déformation
de I'arbre de la figure 16. Bien entendu, ces formules peuvent
s’appliquer a une poutre quelconque dont le moment d’iner-
tie est constant. On admet I = 1.

Calcul de Ky, selon figure 15, formule (10) :
a=2 L,=7 lhb=11

. 22 [4 % 9 X 18 — 72
Ky = TEAT = + 11,093.

Calcul de K, selon figure 15, formule (13):

=2 Li=7 by=8 c¢=3 d=11

2X7TXx8X3X14

— z — 1 —,
Ky, =K, = + T 1 <18 = -+ 1,980.
Calcul de K,y selon figure 15, formule (14) :
a=2 L= ly=14-d=1
. - 2 X 7 %11
R = By 2 LERT XKL 1 oy

12 x 18
Calcul de K,, selon figure 14 inversée, formule (7) :
g =3 =11 =7

32 X 82[4 X 11 X 18 —142
Ko = 1[2 X 115X 18 D= s

Calcul de K,y selon figure 15 inversée, formule (12) :
a=1 bj=3 ¢,=8 L=11 l,=7

' 1x3x8[3X8X11+2X7x19 B
Koy = Bgo = — 1211 x18 I — — s

Calcul de Kgy selon figure 15 inversée, formule (10) :
a =1 bL="11 L, =7

12 [4 X 12 X 18 — 112]

— A
12 x 18 =k haid.

K33 = +

On porte les valeurs ci-dessus dans le tableau des coeffi-
cients de déformation.

Pl. P2 PS
Y, + 11,093 + 1,980 —0,713
Ya + 1,980 + 13,135 — 5,354
Ys — 0,713 — 5,354 + 3,440

Ce tableau se lit comme suit :

Y, = + 11,093 P, + 1,980 P, — 0,713 P,.

@O

]fz B
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