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CALCUL DE LA VITESSE CRITIQUE D'UN ARBRE
PAR INTEGRATIONS NUMERIQUES

par J. TACHE, ingénieur E.P.U.L.

aux Ateliers de Constructions Mécaniques de Vevey, S. A.

La vitesse critique d'un arbre dépend de plusieurs
facteurs, entre autres de la masse propre de I'arbre et
des masses portées par cet arbre et tournant avec lui.
Dans la plupart des cas on peut soit néghger la masse
propre, soit en tenir compte en majorant judicieuse-
ment les autres masses. St I'on adopte I'une ou 'autre
de ces solutions, la détermination de la vitesse critique
se rameéne au calcul des fleches de 'arbre produites par
des forces égales aux poids des masses tournantes, ces
fleches étant mesurées aux endroits ou agissent ces
forces.

Il est possible de résoudre analytiquement ce pro-
bleme lorsque le diameétre de 'arbre et par conséquent
son moment d'inertie sont constants. Trés fréquemment
cette condition n’est pas satisfaite. On peut alors, soit
admettre un diameétre constant équivalent, soit traiter
le probléme graphiquement.

Iestimation d'un diamétre équivalent rend le résultat

incertain & tel point qu’on ne peut plus se contenter

de cette méthode approximative si la vitesse critique

obtenue est voisine de la vitesse maxima que peut
atteindre I'arbre.

L’intégration graphique, fort ingénieuse, a été inven-
tée 4 une époque ou le technicien n’avait a sa disposi-
tion que sa régle a calcul, son té et son équerre.

Comme actuellement la machine a calculer s’intro-
duit de plus en plus dans les bureaux de construction,
il nous a paru opportun de mettre au point une méthode
qui soit appropriée a ce nouvel outil et en utilise toutes

les ressources.

Terminologie

E Module d’élasticité.
/i Moment d’inertie.
P Force concentrée agissant sur l'arbre.

Charge Force P correspondant au poids d’une
masse tournante.

Reéaction

d’appui Force P correspondant a la réaction d’un

palier.



82 BULLETIN TECI

Trongon  Portion de larbre le long de laquelle le
moment d’inertie peut étre considéré comme
pratiquement constant et dont la longueur

n'est coupée par aucune force P.

faces Sections de l'arbre délimitant un troncon.
l Longueur d’un troncon.
m Indice de la face a partir de laquelle débute

I'intégration numérique. On choisit de pré-
férence cette face vers le milieu de I'arbre,
au droit d’un appui ou d’une charge.

w Tangente a la ligne élastique.

0 = Ew’ Vecteur de rotation d’'une face, c’est aussi
I'inclinaison du troncon a 'endroit de cette

face.

Y Ordonnée de la ligne élastique.

Y = Ey  Vecteur représentant le déplacement d’une
face perpendiculairement & I'axe passant
par les appuis et compté a partir de cet axe.

t Nombre de troncons.

P Nombre d’appuis.

q Nombre de charges.

g Accélération terrestre.

w Vitesse angulaire de l'arbre.

n Vitesse critique de I'arbre en t/min.

N. B. — Le sens positif des vecteurs Q, Y et P

est indiqué sur la figure 1.

|
Jens de inlegralion
+P

~ +{ aze des | paliers #{

0 e e I -
%k'\'\‘ft-am +y

+P
*;( 2

Fig. 1. — Sens positif des vecteurs P, Q et Y en fonction
du sens de l'intégration.

Exposé de la méthode

On décompose 'arbre en troncons et on numérote
les faces de 0 a t en commencant par la gauche.

On choisit la face m, & partir de laquelle commen-
ceront les intégrations, voir terminologie. Les vecteurs
de déformation de cette face sont désignés par Q,, et
Y,.; ce sont des inconnues.

Si I'intégration se fait de gauche a droite, la rotation
Q est positive lorsqu’elle a lieu dans le sens des aiguilles
d’une montre, voir figure 1 ; par contre, si I'intégration
se fait de droite a gauche, le sens positif de Q est
inversé. Dans les deux cas, les vecteurs P et Y sont
positifs lorsqu’ils sont dirigés vers le bas.

Pour procéder a U'intégration, on ne fait aucune diffé-
rence entre les charges et les réactions d’appui; on les
considére toutes comme des forces positives P, dont
I'indice correspond au numéro de la face. Aucune
valeur numérique n’est attribuée aux forces P, on a
donce p + ¢ intégrations numériques.

On intégre d’abord le premier troncon, puis le
deuxiéme, et ainsi de suite jusqu'a lextrémité de
Parbre, en appliquant les formules générales suivantes :
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) l [2
(I\ Qi1 = Qi + P (l’ I + ﬂ)
. 2 3
@) o= )',-+.o,~1+P(b.f,—i+3~,)-

Ces formules se rapportent a la figure 2. Elles sont
st élémentaires que nous nous abstenons d’en donner

a démonstration.

Fig. 2.

Le dernier terme de la formule (1) représente la
variation de la rotation Q due a la déformation du
troncon sous l'action de la force P. Le terme Q;l de
I'équation (2) exprime I'augmentation de la fleche due
a I'inclinaison Q;, tandis que le dernier terme de cette
méme équation correspond a la variation de la fleche
due a la déformation du troncon. Le signe + de I'indice
i -+ 1 est valable lorsque I'intégration se fait de gauche
. pour 'intégration en sens inverse.

a droite, le signe

Lorsque toutes les intégrations sont achevées, le
déplacement d'une face quelconque se présente sous la
forme

(3} )‘j:)‘mi‘ﬂmz[_’_zwp~

Le deuxiéme terme du second membre correspond
au déplacement de la face ¢ produit par I'inclinaison

initiale Q,,. Le signe -+ est valable si I'intégration s’est
faite de gauche a droite, le signe — correspond a l'inté-

gration en sens inverse.

Le dernier terme est la somme des déplacements
engendrés par toutes les forces P agissant sur le secteur
intégré. Les facteurs w sont les facteurs numériques
obtenus par les intégrations.

On connait done les déplacements de toutes les faces
en fonction des forces P et des vecteurs initiaux Q,,
et Y,,. Parmi ces forces, il y en a un nombre p qu
sont inconnues, ce sont les réactions d’appui. Les vec-
teurs Q, et Y, le sont aussi. On a done p + 2 incon-
nues. Pour les déterminer, il faut un nombre égal
d’équations. Deux seront fournies en exprimant I'équi-
libre des forces P et les p autres, en égalant a zéro
les déplacements de toutes les faces correspondant aux
appuis.

Les inconnues étant ainsi parfaitement déterminées
pourront s’exprimer en fonction des charges P. On peut
donc calculer, en appliquant la formule (3), les déplace-
ments des faces au droit des charges. Ces déplacements
seront des fonctions linéaires des charges. On obtiendra
done des équations de la forme suivante :

(4) Yo = Kaa Pa + Kop Pp + Kay Py ...
}'1[3 — I\ipq Py 4 ]\tpﬁ Pp 4+ l\’:py Py
Ya = Kya Po + ]\yppp -+ ]\yypy s
ete.
Le nombre d’équations et le nombre de termes du
second membre de chaque équation sont égaux au



nombre de charges. Les K sont des facteurs numériques
connus, nous les appellerons : coefficients de déformation.
A remarquer que les coeflicients K affectés des mémes
indices, mais permutés, doivent étre égaux ; autrement
dit, les coeflicients disposés symétriquement par rap-

port & la diagonale Kax Kpp ... sont égaux. Ces éga-
lités sont un controle de 'exactitude des calculs numé-
riques.

Les équations (4) sont valables quelles que soient les
valeurs attribuées aux charges P.

Nous avons donc le droit de remplacer chaque
charge P par une force centrifuge proportionnelle a P
et a la fleche au droit de cette charge.

P w?
R S P, 1) s P
(5) C=y 7 w? = )PE
On pose
(6) 2= 2
Done
(/) W= T
(8) 4= }"P%.
%

Aprés remplacement des P par les C, les équations (4)
se présentent sous la forme suivante :

(9) 2Y¥a= Yo KoaPa+ YpKapPp+ Yy Koy Py ...
2Yp = YaKpaPa+ Yp Kpp Pp+ Yy Kpn Py ...
.T}'vy = Y« I(Yd Py -+ );B [<y{3 Pﬁ = YY I<YY PY L

ete.

On peut alors introduire dans les équations (9) les
valeurs numériques des charges P. On obtiendra des
équations de la forme :

(10) Y= A, Ya+ B, Yp+C, Yy -..
2Yp=A3Ya+ B, Yp+ C, Yy
2Yy=A3Ya+ B3 Y+ CyYy ...

ete.

En comparant les équations (9) et (10), on constate
que les coeflicients A représentent les fleches au droit
de chaque charge P produites par une force Py égale
au poids de la premiére masse. Ces coellicients s’ob-
tiennent done en multipliant la premiére colonne des K
(voir équations (9) et aussi équations (4)) par la pre-
miére charge. De méme les B sont le produit de la
deuxiéme colonne des K par la deuxiéme charge, et
ainsi de suite. Le calcul de ces coeflicients est done
trés simple et trés rapide.

En éliminant les Y des équations (10) on obtient
une équation en x dont le degré est égal au nombre ¢
de charges.

(11) 27 4+ axt—1 + bxt—2 4 ... = 0.

Pour que le systeme d’équations (10) puisse étre satis-
fait, il faut que  soit I'une des racines de I'équation (11).

Yp Y
Dans ce cas, les rapports des fleches - ;Er Tzv ete., sont
x x

)

parfaitement déterminés, par contre, les valeurs de ces
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fleches sont indéterminées. Elles peuvent par conséquent
croitre jusqu’a la destruction de 'arbre.

Les racines de I'équation (11) correspondent donc aux
pitesses critiques de Uarbre.

Connaissant z, on calcule w par la formule (7) et la
vitesse critique par la relation bien connue

(12) = %? w = 9,549297 co.

Le probléme est ainsi complétement résolu.

Ajoutons cependant que la détermination de I’équa-
tion (11) en partant des équations (10) peut se faire
algébriquement. Voici les formules pour 1, 2 et 3 charges.

1 charge

(13) z=4y
2 charges
(14) a=—(4,+ By).
(15) b= A,B,— A, B,.
Yp o — A
19  v.= "B
3 charges
(17) a=—(A; 4+ B, + C,).
(18) b= A;By—A,B;+ A,C3— A4C, + ByCy3— ByC,.
(19) ¢ = — Ay(ByCy — ByCy) — Ay(ByCy — B1Cg) —

— Ag(B1Cy — By(y).

Yp _ AC, — 4,0 — Cy

Yo C By — BCy— Cr

(20)

o Yy ABi— A Ba

Application numérique

L’exposé de la méthode pouvant paraitre quelque peu
abstrait, il est utile de le concrétiser par un exemple
numérique. A cette occasion, nous donnerons quelques
directives sur la maniére de conduire les calculs et
d’utiliser au mieux la machine a calculer.

Considérons I'arbre & 2 charges et 3 appuis de la
ficure 3.

Il est scindé en dix trongons. On intégre a partir
de la face 5, qui correspond a un appui. On a donc

Y=

Intégrations
Tous les calculs se font en cm.

On dresse deux tableaux, I'un pour les intégrations
de gauche a droite (secteur 5-10), I'autre pour celles
de droite a gauche (secteur 5-0).

Le premier tableau se compose essentiellement de
trois colonnes, aux sommets desquelles on met en évi-
dence Qj, Pg et Py, Sur les lignes réservées aux vec-
teurs Q et Y, on inscrit les coeflicients numériques
obtenus par intégration. Entre les deux lignes d’une
face et les deux lignes de la face suivante est intercalée
une ligne sur laquelle s’inscrivent les caractéristiques
du troncon compris entre les deux faces considérées,
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by T
< N
8 N
~+ ~
|
Longueurs 100 600 300 300 120| 120 440 220
Diamélres 100 120 150 150 110 | 110 115 120
Forces ,o, g }:‘
% S - Y S | . IO
Feperes 0 1 2 3 4 5 6 7 8
I'ig. 3. — Les cotes sont en mm.

caractéristiques qui serviront & calculer les accroisse-
ments des vecteurs Q et Y.

Aprés avoir rempli toutes les lignes réservées aux
caractéristiques des trongons, on intégre numériquement.

La colonne Qj représente la ligne élastique due uni-
quement a l'inclinaison initiale Q5. Cette inclinaison
est constante et les Y croissent proportionnellement &
la somme des [, voir formule (3).

Passons a la colonne Pg Pour cette colonne, Qj et
Y5 sont nuls. Elle donne donc des points de la ligne
¢lastique engendrée par la force Pg agissant seule,
I'arbre étant considéré comme encastré en 5.

On calcule d’abord les coeflicients de Pg pour les Q
de toutes les faces, en appliquant la formule (1).

Pour Qg on a

0,016697 x 66 4 0,100181 = 1,202183.

On conserve ce nombre dans la machine a calculer
et on y ajoute :

0,051252 x 22 4 1,127548.

La machine indique le nombre 3,457275, que l'on
inscrit sur la ligne Q.

On poursuit ainsi de suite les opérations. A partir
de la ligne ou dans la case des b on a inscrit « & gauche »,
Q cesse de croitre, car Pg, étant a gauche des troncons
considérés, n’exerce aucune action sur ceux-ci.

On passe ensuite au calcul des coellicients se rappor-
tant aux Y, en appliquant la formule (2).

Pour Y on a

0,100181 x 66 + 0,801447 = 7,413393.

On conserve ce nombre dans la machine et on y
ajoute

1,20218 3x 44 4 1,127548 X 22 4 33,073459.

La machine indique le nombre 118188960, que 'on
mscrit sur la ligne Y.

On poursuit ainsi de suite les opérations, en tenant
compte qu’a partir de «a gauche » les trongons ne flé-
chissent pas.

Pour passer de Y3 a Y, on ajoute au coeflicient
197,735585 seulement le produit 3,694996x 22, qui
représente I'augmentation due & I'inclinaison 3,694996.

On remarque que griace a la machine a calculer, les
seules écritures que l'on doive faire sont celles qui
figurent au tableau. Les intégrations numériques sont
de ce fait trés rapides. Ainsi pour les deux tableaux,
I'intégration de toutes les colonnes a duré a peine une
demi-heure, ceci en utilisant une machine 4 main et en
faisant deux fois toutes les opérations & titre de con-
trole.

Détermination des inconnues : Qg Py et Py,

Le moment des forces par rapport a la face 5 donne
142P, 4 42P; — 78Pgy — 118P,, = 0.

D’autre part, on pose
Y, = —142 o; + 103,6791 P; + 670,3769 P, = 0.
Y,y = 4 118 o5 4 345,5354 P4 4- 659,6378 P,y = 0.
En résolvant ces trois équations on obtient
Qs = — 0,391477 P, 4 0,316262 Py
P, = —0,237581 P; 4 0,066991 Pg
Py, = + 0,070030 P; — 0,580401 Pg.

Calcul de x et des vitesses critiques

Les fleches Y5 et Yg sont données par les tableaux
des intégrations. En remplacant Qg P, et P, par les
valeurs que I'on vient de déterminer, on obtient

Y, = + 17,2712 P, — 6,3374 P,
Yy = — 6.3374 Py -+ 21,8549 Pg

On constate que le coelflicient de Pg dans la premiére
équation est égal au coeflicient de P, dans la seconde
équation. Les calculs sont donec corrects.

Ces deux équations sont les équations (4) de 'exposé
de la méthode.

Les charges Py et Pg sont connues.

Supposons qu’elles aient les valeurs suivantes :

P, = 4 tonnes Pg= 3 tonnes

En appliquant la régle énoncée dans 'exposé de la
méthode, on obtient
A; = 69,0848 B, = —19,0122
Ay, = — 25,3496 B, = 65,5647

Les formules (14) et (15) nous donnent I'équation
caractéristique
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PREMIER TABLEAU

Intégration du secteur 5-10 (de gauche a droite)

\
l 12 } 12 ‘
l I ] a7 ; 3] | Repeére | Q. Py Py
‘ i | |
| | | | |
| ) \ % 1 } ‘
| | R |
| Y '
12 787 | 0,016697 | 0100181 | 0801447 | 56 by 66 106
‘ .
‘ | ‘ Q | + 1 | 1202183 | 1,870063
\ ‘ Y, | + 12 | 7,413393 | 11,420633
| | | |
44 ‘ 858,5 | 0,051252 | 1,127548 ‘33,073459 6T Lb 1 22 62
n { ‘ i Q | + 1 3,457275 |  6,175235
‘ ‘ \ | ¥, + 56 | 118,188960 | 196,684840
1 l ‘ ‘
22 1018 | 0021611 | 0237721 | 3486575 | 78 b ‘ 0 40
‘ | | 1 | ‘
1 = ; f LRy | 4+ 1 3,694996 7,277396
‘ ; 1 | Y, 1+ 78 | 197,735585 | 345,535425
| | |
22 1018 0,021611 | 0,237721 | 3,486575 | 89 b | & gauche 18
| 1 Q, | £ 1 | 3,694996 |  7,904115
’ i -+ 100 ‘ 279,025497 | 513,403690
18 490,9 0,036667 0,330005 [ 3,960073 ‘ 9-10 b ; 0
\ 1 Q, I+ 4 3,694996 8,234120
‘ 10 \
; ; \ ! Yy, | + 118 | 345535425 | 659,637833
| | | | l ‘
SECO.\'D TABLEAU
Intégration du secteur 5-0 (de droite a gauche)
\ ‘ | |
i
| ! 1 2 1 Hens ‘ 8 %
l | z 1 I : a7 3] epere 5 Py 0
| ‘
| | | |
i l i \ '
| | | e
! g?s — 1 = —
| I I I
12 | 718,7 0,016697 | 0,100181 i 0,801447 5-4 i b 30 130
‘ ‘ Q | — 1 0,601091 2,270791
‘ Y, | — 12 3,806877 | 13,824977
30 2485 0,012072 | 0,181087 ‘ 3,621730 4-3 b 0 100
1 Q. | — 0,782178 3,659078
‘ ; Y, | — 42 | 25461337 | 103,679137
30 | 2485 0,012072 | 0,181087 3,621730 3-2 b a droite 70
|
|
Q | — 1 0,782178 4,685205
\ : Y, | — 72 | 48,926677 | 229,749297
‘ ‘ ‘
60 1018 1 0,058939 | 1,768173 | 70,726916 ‘ 21 | b | 10
! |
‘ \ e | — 1 0,782178 7,042768
1 Y, | —132 | 95857357 | 599,270243
; ‘ i ‘
10 490,9 | 0,020371 - 0,101854 0,679025 \ 1-0 ‘ b 0
| ‘ ‘
\ \ l |9 | — 1 0,782178 |  7,144622
‘ ; ‘ ; Y, | 142 | 103,679137 | 670376948
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% — 134,6495 x + 4047,5725 = 0
dont les racines sont :

x, = 89,3485 2y = 45,3009

A ces valeurs correspondent les vitesses critiques
calculées par les formules (7) et (12). A remarquer que
les charges P ayant été exprimées en tonnes

E = 2100 t/cm?

on obtient

ny; = 1450 t/min ny, = 2036 t/min

En appliquant la formule (16), on a

Y, - . Yy o y
> / 10658 v / — -+ 1,2510.
1

2

On en conclut que pour la vitesse ny, les fleches et
par conséquent les forces centrifuges sont de sens
contraire, tandis qu’elles sont de méme sens pour la
seconde vitesse critique n,.

Intégrations dans le cas Y., 5 0,

Il nous parait utile de traiter encore le cas ou le
début de I'intégration ne se fait pas sur un appui. Pour
ne pas allonger les calculs outre mesure, nous prendrons
le méme exemple et supposerons que le palier intermé-
diaire est supprimé.

On a donc

Y, #0.

Les tableaux d’intégration sont encore valables, a
condition d’ajouter a chaque déplacement Y la valeur Y.

Y; est une inconnue de plus, par contre on a une
réaction de palier en moins. De ce fait, les forces P,
et P, sont statiquement déterminées.

On>a
P, = —0,615385 P, — 0,153840 Py
P,y = — 0,384615 P; — 0,846154 Py,

D’autre part, on pose

Yo = Y5 —142 05 + 103,6791 P, + 670,3769 Py =0
Yio= Y5+ 118 ; + 3455354 Py + 659,6378 P;p=0.

De ces quatre équations, on tire

Qs = — 0,212132 P, + 0,421096 P,
Y, = + 278,7381 P, + 162,9304 P,

Les tableaux nous donnent

Y, =Y, —420;+ 254613 P, + 103,6791 P,
Y= Y+ 78 ; + 197,7356 Py -+ 345,5354 Py,

I faut éliminer Y, Q;, Py et Py, ; griace a la machine,
ces éliminations se font trés rapidement, sans écriture
aucune.

On obtient

Y, = 249,3064 P; 4+ 129,2937 Py
Y, = 129,2937 P; 4 101,1353 Pg.

Les calculs se poursuivent comme dans le cas pré-
cédent et on obtient finalement

n, = 393 t/min ny, = 1497 t/min.

Remarque finale

La méthode par intégrations numériques s’applique
non seulement au calcul de la vitesse critique d’un
arbre, mais aussi a celui d’une poutre quelconque, sur-
tout si le moment d’inertie de cette poutre est variable.
Elle permet par exemple de calculer rapidement la ligne
élastique et les réactions d’appuis quand le systéme
est statiquement indéterminé.

CONCOURS POUR UN
CENTRE D’ENSEIGNEMENT PROFESSIONNEL, A YVERDON

Extrait du programme

En mars 1956, la Municipalité d’Yverdon, sur man-
dat du Conseil communal, ouvrait un concours de
projets pour un Centre d’enseignement professionnel a
construire au lieu dit « Dessus les Moulins », & Yverdon.

Etaient admis & participer au concours tous les
architectes reconnus par I'Etat de Vaud :

a) d’origine vaudoise, domiciliés ou non dans le canton ;

b) d’origine suisse, domiciliés ou propriétaires d’un
bureau dans le canton avant le 1¢T janvier 1950.

Le jury était composé comme suit :

Président : M. André Martin, syndic d’Yverdon ;
vice-président : M. Georges Steiner, municipal, Yver-
don ; membres : MM. Rudolf Christ, architecte F.A.S.
et S.I.A., Bile ; Roger Falconnier, ingénieur, Yverdon ;
Marc Piccard, architecte F.A.S. et S.I.A., Lausanne ;

Raymond Rouilly, architecte de la Ville, Yverdon ;
R. Von der Mihll, architecte F.A.S. et S.I.A., Lau-
sanne ; membres suppléants : MM. Eugeéne d’Okolski,
architecte S.1.A., Lausanne, et Edward Aubert, direc-
teur de I'Ecole professionnelle, Yverdon.

Les projets devaient étre remis avant le 18 octobre
1956, a 18 h.

Le jury disposait d'un montant de 13 500 fr. pour
primer les cinq meilleurs projets. Il avait la latitude
de proposer I'achat de projets.

Sous réserve expresse des restrictions contenues a
I'article 41 des Normes de la S.I.A., n® 101, I'autorité
organisatrice du concours devait charger l'auteur du
projet recommandé par le jury du mandat d’exécution,
y compris la direction des travaux et la surveillance
locale.

En plus de I'Ecole professionnelle faisant 1'objet du
concours, les concurrents avaient & tenir compte de la

(Suite page 88.)
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